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Introducere

Partea de Analiza functionald trateaza urmaétoarele subiecte: spatii metrice,
spatii normate, spatii Hilbert, masura si integrala, serii Fourier, operatori
liniari si continui cat si aplicatii ale acestor notiuni in teoria matematica a
sistemelor. Textul se adreseaza studentilor din universitatile tehnice, deci
prezentarea notiunilor si a rezultatelor s-a ficut tindndu-se cont de pro-
grama de matematica din aceste tip de universitati. Cu unele exceptii, cur-
sul contine notiunile, enunturile si demonstratiile esentiale; totusi, tinand
cont de scopul principal al lucrarii, in unele capitole s-a evitat intarea in de-
taliile tehnice ale unor constructii sau demonstratii, compensandu-se aceasta
omisiune cu exemple semnificative. Sursele bibliografice au ca scop ream-
intirea rezultatelor de algebra liniara si de analiza matematica utilizate, cat
si completari si aprofundari ale notiunilor de analiza functionala.

Partea de probabilitati si Statistica Matematica (MF.08-MF14) acopera
materia unui curs de 14 ore dedicat acestor importante subiecte pentru
aplicatiile ingineresti. Prezentarea evitd o formalizare stricta tip definitie-
teorema -demonstratie concentrandu-se pe precizarea notiunilor si rezul-
tatelor fundamentale gi pe ilustrarea acestora cu exemple semnificative. Teo-
ria matematica moderna a probabilitatilor necesita un aparat tehnic dez-
voltat pe teoria masurii si a integralei abstracte. Ne bazam, pentru acest
subiect, pe capitolul MF.05 dar reluam, pe scurt, in contextul cAmpurilor de
probabilitate rezultatele importante. Bibliografia ajuta pe studentul intere-
sat sa aprofundeze notiunile, s parcurga demonstrtii, sa gaseasca exercitii
variate si, evident, sa se pregateasca pentru examen. Fiecare tema impor-
tanta are, in bibliografie, un text accesibil pe Internet. In capitolul MF15
sunt rezovate si propuse o serie de exercitii si probleme menite sa ajute atat
la aprofundarea notiunilor cat si la autoevaluarea studentului in pregatirea
examenului.



Capitolul 1

MF.01. Spatii metrice

Cuvinte cheie :

distanta, spatiu metric, sir convergent, contractie, punct fix, metoda aprox-
imatiilor succesive, functie continua.

In acest capitol presupunem cunoscute notiunile de topologie pe spatiul
R™ studiate la cursul de Calcul diferential si integral (MC), ca de exem-
plu: sir convergent, sir Cauchy, functie contind,multime deschisa, multime
inchisa, multime marginita, multime compacta, etc. Sursele bibliografice
recomandate sunt: [BO1], [CO1], [DO1], [F02], [RO1], [S02].

1.1 MF.01.1. Notiuni generale

1. Definitii
Fie X o multime nevida. O distanta (sau metrica) pe X este orice aplicatie

d: X xX—[0, o)

cu proprietatile:

(i) d(x,y) = 0 daca si numai daca x = y (pozitiv definita).

(ii) d(z,y) = d(y,x),Vx,y € X (simetrie).

(iii) d(z,2) < d(z,y) + d(y, z),Vz,y € X (inegalitatea triunghiului).

Prin spatiu metric se intelege o multime X pe care s-a definit o distanta
d ca mai sus; notatia uzuald pentru un spatiu metric este (X, d) sau, daca
distanta d se subintelege, se noteaza simplu X.
Daca Y C X, atunci (Y, D) se numespatiu metric indus (de distanta d
restrictionata la ).
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2. Exemple

a. Multimea numerelor reale, R, este spatiu metric cu distanta uzuala

d(l‘)y) = |‘/L‘ - y|7vx7y € R.

b. Pe multimea numerelor complexe, C, distanta uzuala este

d(z,w) = |z —w|,Vz,w € C.

c. FieR" = {x = (x1, 22, ...,zy) | ; € R}. Distanta uzuala (euclidiana):

n

> @k — w2

k=1

dQ(]I,y) = unde x = (‘,1;17:1727"'7‘,1:71)7 Y= (y17y27 7yn)

Tot pe R™ se mai pot defini si distantele:

n
zy) =Y |ok — uil,
k=1

doo(w,y) = max [z —yjl.

d. Fie C" = {z = (z1,22,...,2,) |z; € C}. Distanta uzuala (euclid-
iana):

do(z,y) =

n
Z |21 — yrl?,
k=1

cu notatii evidente.
e. Fie #(N)={z: N —R| Z |z(n)|? < 0o}. Generalizarea distantei

euclidiene la cazul infinit dlmensmnal (pe £2(N)) este

d(z,y) \/ch

f. Fie A # 0 si fie M(A) = {f : A — R | f marginitd}. Distanta

”supremum” pe spatiul functiilor marginite este

doo(f, 9 )—Suplf( ) = g(@)|.

z€A
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g. Fie a,b € R si fie Cla,b] = {f : [a,b] — R | f continua}. Distanta
uzuala pe spatiul functiilor continue este

d(f,9) = sup [f(z) —g(z)]-
z€[a,b]

h. Tot pe spatiul C|a, b], o alta distanta este

b
d(f.g) = / () — g(0)] dt.

i. Fie B =1{0,1} codul (alfabetul) binar. Pe produsul cartezian
B" = {(z1, 22, ...zn) | T € B,Vji=1,2,..,n}

definim distanta Hamming:

n

d((l’l,l'Q, '~-7xN)7 (3/173/27 ) yn)) = Z ‘CC] - y]‘
j=1

Distanta Hamming masoara de fapt numarul de necoincidente dintre ele-
mentele (x1,z2,...,Tn) i (Y1, Y2, -, Yn)-

j. Distanta Hausdorff; fie K (R") familia multimilor compacte (inchise
si marginite) din R™. Pentru orice z € R™ i A € K(R") definim:

dist(z, A) = inf ||z —a ||,
acA

unde, || - || este norma euclidiana pe R™. Distanta Hausdorff pe multimea
K(R"™) este:
dg : K(R") x K(R™) — [0, 0),

dp (A, B) = max{supdist(a, B) , supdist(b, A)}.
acA beB

k. Spatiu metric discret; orice multime nevida A se poate organiza ca
1 daca z#vy

spatiu metric (discret) cu distanta ”discreta” p(x,y) = { 0 daci z—y

3. Definitii
Daca (X,d) este un spatiu metric, atunci prin sgir de elemente din X se
intelege orice aplicatie
z:N— X.
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Se noteaza x(n) = x,,Vn € N (termenul de rang n al girului).
Un gir x, € X se numeste sir convergent daca exista a € X astfel incat

Ve > 0,3n. € N cu proprietatea d(z,,a) < €,Vn > n..

In acest caz a se numeste limita sirului si se noteaza a = lim x,, sau x,, — a.
n—oo

O formulare echivalenta este: sirul x,, € X este convergent daca exista a € X

astfel incat limy, o d(x,,a) = 0. Se demonstreaza ugor ca limita unui sir

convergent este unica. Un sir care nu este convergent se numeste divergent.
Un sir x,, € X se numesgte sir Cauchy (sau fundamental) daca

Ve > 0,3dn. € N astfel incat d(x,, xm) < €,Yn,m > ne.

Un spatiu metric se numeste spatiu metric complet daca orice sir Cauchy
este convergent.

Fie d; si do doua distante pe o aceeasi multime X. Metricele d; si dy se
numesc echivalente daca exista o > 0 si 8 > 0 astfel Incat

di(x,y) < ada(z,y) < Bdi(z,y), Yo,y € X.

In acest caz, (dacd dj si do sunt echivalente), se demonstreaza ca un sir
x, € X este convergent (respectiv Cauchy) in spatiul metric (X, d;) daca
i numai daca este convergent (respectiv Cauchy) in spatiul metric (X, ds).
De exemplu, pe R™ metricele di, ds si do sunt echivalente.

Dintre spatiile metrice complete uzuale, amintim (a se vedea exemplul
2): (R®,dy) (dar si cu di si d), analog C®, (£2(N),ds), (M(A),ds)
(Cla,b], dso), (K(R™), dpr), spatiul metric discret.

4. Exemple
i. Asa cum se stie din cursul de analizd matematica, In spatiul metric
(R™,d2), convergenta Insemna convergenta pe componente, i.e. (cu notatii
evidente),

: (p) .(p) (P)y _
plggo(xl Ty k) = (a1, a2, ..., ap)

daca si numai daca

pli_}ngoxgp) = al,pli_gloxgp) = ag,...,pIL%x%p) = an.

ii. Convergenta in spatiul metric al functiilor continue cu distanta deo
este convergenta uniforma. Fie, de exemplu, in spatiul metric (C[0, 1], dw),
sirurile f,(t) = t" — t"*! §i g,(t) = t" — t>". Amandous tind punctual la
functia nula (notata 0). Sirul f,, este convergent:

n

doo(fnvo) = Sllp |fn(t)| = fn(

——) — 0, cand n — oo,
t€[0,1] n+1
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in timp ce girul g, este divergent:

1
doo(gn,0) = sup gn(l) = gn(—z=) = -
(90:0) = s> 90(8) = n(75) = 3

1.2 MF.01.2. Principiul contractiei

Fie (X,d) un spatiu metric si fie f : X — X. Aplicatia f se numeste
contractie (pe X) daca exista k € [0, 1) astfel incat:

d(f(x), fly) <k-d(z,y),Vr,y € X.

Numarul &k se numeste factor de contractie.

5. Teorema de punct fix a lui Banach (Principiul contractiei)
Fie (X, d) un spatiu metric complet si fie f : X — X o contractie de factor
k. Atunci exista un unic punct £ € X astfel incat f(§) = &.

Punctul £ de mai sus se numeste punct fix al aplicatiei f.
Demonstratie

Constructia lui £ (numitd metoda aproximatiilor succesive) se face
astfel: fie zy € X, arbitrar fixat si fie girul (numit sirul aproximatiilor suc-
cesive) definit prin recurentd z,41 = f(zn). Vom demonstra ca sirul z,
este convergent si limita sa este punctul fix cautat. In plus, are loc formula
(evaluarea erorii):

n

1—-k

d(.’l?n,f) < : d(xo,x1)7Vn e N.

Vom arata mai intai ca sirul x,, este gir Cauchy; avem:
d(fnal'nJrl) = d(f(l'nfl, f(xn)) < kd(l'nflaxn) <
<K d(xp_9,2p 1) < ... < k"d(20,21),Vn € N.

De aici, pentru orice p,n € N, rezultd (din inegalitatea triunghiului):

d(xny xn—l—p) < d(xny xn—l—l) + d(‘rn—i-l; $n+2) + ...+ d(xn-l—p—lv xn-{—p) <

k™ (1 — kP) K
_— <
e GOy

Deoarece k™ — 0, rezulta ca sirul x,, este gir Cauchy, deci convergent (spatiul
metric X a fost presupus complet). Rezulta ca exista £ € X astfel incat
& = lim,, 00 x,,. Egalitatea f(£) = £ rezulta din:

< K"k 4B Y d (g, 7)) = -d(xg, 7).

0 < d(n, f(§)) = d(f(2n-1), f(§)) < d(2n-1,§) = 0, cand n — o0
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si din unicitatea limitei. Unicitatea punctului fix: presupunem prin absurd
ca exista n € X, n # £ astfel incat f(n) = n; atunci:

d(&,m) = d(f(), f(n)) < kd(&,n),

si deci simplificAnd prin d(&,7n) # 0, rezulta k = 1, contradictie.

6. Exemple
i. Sa se aproximeze cu o eroare mai mica decat 1073 solutia reala a ecuatiei
23 +4x—1=0.
Ecuatia are o singura solutie reala, £ € (0,1). Vom aplica metoda aproximatiilor
succesive. Fie X = [0,1]si f: X — X, f(z) = ﬁ. Ecuatia este echiva-
lenta cu f(z) = z, iar spatiul metric X este complet (cu metrica uzuald
indusa din R); demonstram acum ca f este contractie pe X. Derivata este
fl(x) = ﬁ, far sup,cx | f/(z)| = —f/(1) = & < 1, deci f este contractie
cu factorul factorul de contractie k = % Sirul aproximatiilor succesive este

Zo :07$n+1 = f(a;n) = 562 +47
n

evaluarea erorii:

k™ 1 2\"
on =6 < pglea—anl =3+ (=)

deci £ = w3 = f (&) = 0,2355072.
Aceeasi ecuatie se poate rezolva aproximativ si folosind contractia
g(z) = (1 —23),z € [0,1]. In acest caz factorul de contractie este

k= sup |¢'(z)| = % Metoda aproximatiilor succesive converge mult
z€(0,1

mai inéet )in acest caz, £ &~ xg.

ii. Sa se demonstreze ca pentru orice a € (—1,1) si pentru orice functie

continua h : [0, 1] — R exista o singura functie continua u : [0, 1] — R astfel

incat u(z) = h(x) + asinu(x), Vo € [0,1].

Studiem ecuatia in spatiul metric (C([0, 1]), d)). Fie aplicatia

F:C([0,1]) = C([0,1]), (F(f))(x) = h(z) + asin f(z),Vx € [0,1].

Este suficient sd demonstram ca F este contractie (functia v din concluzie
este punctul fix al contractiei). Fie f, g € C([0,1]); atunci:

doo(F'(f), F(9)) = Zl[t)pu la(sin f(x) —sing(2))] < |al - doo(f, 9),

deci F este contractie cu factorul |al.
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7. Metoda lui Newton
Fie a,b € R si fie f : [a,b] — R o functie de doua ori derivabila astfel
incat f'(z) # 0,Vx € [a,b]. Presupunem ca ecuatia f(x) = 0 are o solutie
¢ € [a,b]. Metoda lui Newton aproximeaza £ cu sirul aproximatiilor suc-
f(x)
f@)
suficientd pentru a se putea aplica metoda aproximatiilor succesive gi sa se
interpreteze geometric metoda.

Conditia |¢'(z)| < k < 1 (pentru ca g sa fie contractie) este echivalenta cu

|f(z)f"(x)| < k(f'(x))%, Vo € [a,b]. Daci aceasta conditie este indeplinita,
f(@n-1)
f'(@n-1)

xn este abscisa punctului de intersectie al tangentei la graficul functiei f
in punctul (z,_1, f(zn_1)) cu axa Oz. Intr-adevir, ecuatia tangentei este
y— f(rn_1) = f'(xn_1)(x —x5_1) si pentru y = 0 se obtine z,,. Conditia de
convergentd, |¢'(z)] < k < 1 este satisfacuta daca punctul initial, zo, este
suficient de apropiat de &; aceasta rezulta din faptul ca ¢'(£) = 0, si deci
exista o vecindtate V a punctului £ astfel incat |¢'(z)| < k < 1,Vz € V; (de
obicei se ia k = 3)

cesive generat de contractia g(x) = x — Sa se gaseasca o conditie

atunci sirul aproximatiilor succesive este x,, = ,,_1 — . Geometric,

8. Fiea > 0si p € N. Sa se aplice metoda lui Newton pentru a construi
un sir al aproximatiilor succesive pentru ¥/a.

Fie f(x) = aP —asi g(x) = x — ]]:’((z)) = 21? (p—1Dz+ awl_p). Aplicatia g

este contractie pe un interval care contine ¥/a:

-1 -1 a
|g'(:c)|:L llfax_p|<pi<1,vq:> </>
p p 2

zi i i ximatii iv i

In concluzie, pentru a construi un sir al aproximatiilor succesive, trebuie ca
. < o A 7

primul termen, zg, sa fie ales astfel incat xy > {]/g .

9. Aplicatie la sisteme liniare
Fie A = (a;;) o matrice patratica de ordinul n € N cu elemente a;; €
R, Vi,j € {1,2,..,n} si fie b; € R, Vi € {1,2,...,n}. Pentru ce valori ale
parametrului A € R se poate aplica metoda aproximatiilor succesive sis-
n

temului liniar: z; = )\Zaikxk +b,V1i<i<n?
k=1
Fie d oricare din distantele echivalente pe R™ (de exemplu dj, ds, dw) si fie

n n
T:R"— R T(x1,29,..,25) = A~ (Z a1xxk + b1, ...,Zankxk + bn) .
k=1 k=1

Se impune conditia ca T' sa fie contractie si se obtin valorile cerute pentru
A. Vom face in continuare calculul pentru distanta euclidiana, d = dy (prop-
unem cititorului s& studieze si celelalte doua cazuri). Pentru orice vectori
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x = (T1,%2, ..., Tn) $1 ¥y = (y1,Y2, ..., yn) din R™, avem (aplicim inegalitatea
lui Schwarz):

~_
I®
(VAN

do(T (x), T(y)) = )\\l <Zazk Tk = Yk)
i=1

=1

< A\l > ((Z%) <; o) —yk)2>> = | E'dz(aﬁ,y)-

~1
n n
Deci T este contractie daca gi numai daca |A| < Z a2, :
\ i=1 k=1

10. Ecuatii integrale de tip Fredholm
Fie a,b € R, a < b si fie K : [a,b] X [a,b] — R o functie continud (numita
nucleu). Pentru orice functie continua f : [a,b] — R si pentru orice A € R,
fie ecuatia (cu necunoscuta ¢):

_)\/ny (y)dy + f(z), Yz € [a,b)].

Sa se afle pentru ce valori ale lui A € R se poate aplica metoda aproximatiilor
succesive ecuatiei considerate.
Studiem ecuatia in spatiul metric complet (C([a,b]),d~). Fie aplicatia

b
U : C([a,b]) = C([a,b]), (U)(x) = A/ K(z,y)o(y)dy + f(x).
Ecuatia Fredholm se scrie U(¢) = ¢. Pentru orice ¢, € C([a, b]), calculam:

doo(Uep, Up) = sup |(Ug)(x) = (Up)(z)| =

z€[a,b]

b
—SMWA/IW%WWWV—WQMMS

- z€la,b]

b
su|wp/WK@wﬂwww—w@wws

x€|a,b]

<quwm/r¢ W)ldy,

unde, am notat || K ||.c= sup |K(z,y)|. Rezulta deci
(z,y)€[a,b]?

wo(Ue, Up) <AL K [loo (b= a)doo(¢,9), Yo, ¢ € C([a, b]).
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Aplicatia U este contractie dacd si numai daca |\ < —————. In
(b—a) | K |
aceastd ipoteza, construim un gir al aproximatiilor succesive: fie ¢ € C([a, b))

$i optr1 = Ugy. Calculam primii termeni ai sirului:

61(x) = (Uo)(@ / K(z,y)d0(u)dy + (), ¥z € [a,].

b b
) = Vo)) =\ [ Ky (A / K(y,t>¢o<t>dt+f<y>) dy+f(z) =

+A/K:cy dy+A2//ny> (4, )do(t)dtdy —

+)\/ K(z,y)f(y)dy + \? /ab <¢0(t) /jK(x,y)K(y,t)dy) dt.

Definim nucleele iterate:

Kl(x7 y) = K(l’, y)a
b
Koz, y) = / K (e, )KL (8, ),

b

Ky(a,y) = / K (2, ) Ks(t, y)dt,
b

Ko(,y) = / K (2, ) K (t,y)dt.

Cu aceste notatii, solutia ecuatiei Fredholm este:

—I-Z)\”/K x,y)f(y)dy, Vx € [a,b].

Fie R(z,y,\) = Z A" Ky +1(z,y) rezolventa ecuatiei; atunci:
n>0

b

£x) = flz) + A / Ry, N f(y)dy.
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1.3 MF.01.3. Notiuni de topologie

In acest paragraf vom studia cateva tipuri remarcabile de multimi care
se pot defini Intr-un spatiu metric.

11. Definitii
Fie (X, d) un spatiu metric si fie a € X, fixat; pentru orice r > 0 definim:

B(a,r) ={x € X ; d(z,a) < r} (bila deschisa cu centrul inasi raza r)

B(a,r) ={x € X ; d(z,a) < r} (bila inchisa cu centrul inasi raza r)
S(a,r) ={z € X ; d(x,a) = r} (sfera cu centrul inasi raza r)

Vecinatate a punctului a este orice multime care contine o bila centrata in
a. Multimea vecinatatilor lui a se va nota V.

O submultime D C X se numeste deschisa daca Va € D,dr > 0 astfel
incat B(a,r) C D; rezulta ca o multime deschisa este vecinatate pentru orice
punct al ei.

O submultime F' C X se numeste inchisa daca X \ D (complementara) este
multime deschisa.

12. Proprietatile multimilor deschise, inchise
Fie (X,d) un spatiu metric. Urmatoarele proprietati rezulta direct din
definitii.
i. 0 si X sunt multimi deschise (deci si inchise).
ii. Reuniune arbitrara de multimi deschise este deschisa.
iii. Intersectie finita de multimi deschise este deschisa.
iv. Reuniune finitd de multimi inchise este inchisa.
v. Intersectie arbitrara de multimi inchise este inchisa.
vi. O multime F' C X este Inchisd daca si numai daca pentru orice sir

convergent x, € F rezulta lim =z, € F.
n—oo

vii. Daca (X,d) este complet, atunci pentru orice submultime inchisa
Y C X, spatiul metric indus (Y, d) este complet.

13. Definitii
O submultime M C X se numesgte marginita daca exista a € X gir > 0
astfel incat M C B(a,r).

O multime K C X se numeste compactda daca pentru orice familie de
multimi deschise (D;);es cu proprietatea U D; O K,3I C J, I finita astfel

icJ
incat U D; 2 K. Daca spatiul metric X este compact, se poate demonstra
el

ca el este gi complet.
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14. Observatie
In cursul de analizd matematica s-a demonstrat ca in R™ o multime este
compacta daca si numai daca este inchisa si marginita.

14. Teorema Borel-Lebesgue
Fie (X,d) un spatiu metric. Se poate demonstra urmatoarea caracterizare
cu siruri a multimilor compacte:
K C X este multime compacta daca si numai daca orice sir de elemente din
K contine un subsir convergent.

15 Definitii
Fie (X, d) un spatiu metric i fie A C X.

Un punct a € X se numeste punct de acumulare al multimii A dacd pentru
orice r > 0, avem B(a,7)N A\ {a} # (). Caracterizarea cu siruri a punctelor
de acumulare este:

Punctul a € X este punct de acumulare al multimii A daca si numai
daca exista un sir x,, € A astfel incat x, # aVn € N si nh_)ngo T, = a.

Un punct ¢ € X se numesgte punct interior lui A daca exista r» > 0 astfel
incat AN B(a,r) # (). Multimea punctelor interioare lui A se numeste inte-
riorul lui A si se noteaza A°. Interiorul lui A este cea mai mare submultime
deschisa inclusa in A (este egala i cu reuniunea tuturor submultimilor de-
schise incluse in A).

Un punct a € X se numeste punct aderent lui A daci pentru orice r > 0,
avem B(a,r) N A # (). Multimea punctelor aderente ale lui A se numeste
aderenta (sau inchiderea) multimii A si se noteaza A. Inchiderea lui A este
cea mai mica multime inchisa care o contine pe A (este egala si cu intersectia
tuturor multimilor inchise care o contin pe A).

Un punct al multimii A se numeste punct izolat al lui A dacd nu este
punct de acumulare al lui A. Multimea A se numeste perfectd daca este
inchisa i nu contine puncte izolate.

Multimile finite nu au puncte de acumulare. In plus, se poate demonstra ca
orice multime perfecta este nenumarabila.

Spatiul metric X se numeste conex daca nu exista doua submultimi
simultan deschise (sau inchise) D; gi Dy cu proprietatile:

D1 #0, Dy #0, X = D1 UDysi DN Dy = 0.

O submultime A C X se numeste conexa daca spatiul metric (indus) (4, d)
este conex. Rezultd urmatoarea caracterizare a submultimilor conexe: o
submultime A C X este conexa dacéa si numai daca nu exista doua submultimi
deschise Dy si Dy astfel incat Dy N Dy =0, DyNA# 0, DonA # (si
A C Dy U Ds.

In multimea numerelor reale o multime este conexa daca si numai daca este
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interval.

1.4 MF.01.4. Functii continue

16. Definitie
Fie (X,d) si (Y,d') doua spatii metrice si fie a € X. O aplicatie f: X — Y
se numeste continud in a daca pentru orice vecinatate V' € Vy(,), exista o
vecinatate U € V, astfel incat f(U) C V.
Functia f se numeste continua (sau continud pe X) daca este continua in
orice a € X.
Ca gi In cazul real, exista caracterizari echivalente pentru continuitate:

17. Teorema
Cu notatiile de mai sus, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) Functia f este continua in a.
(b) Ve > 0, 35 > 0 astfel incat daca d(z,a) < ., atunci d'(f(x), f(a)) < e.
(c) Pentru orice sir z;,, de elemente din X cu proprietatea z,, — a, rezulta
F(z0) = f(a).
Demonstratie (a) = (b) Fiee > 0sifie V = B(f(a),e) € Vj(,). Deoarece
f este continua in a, exista U € V, astfel incat f(U) C V; alegem . > 0 cu
proprietatea B(a,d:) C U, ceea ce incheie demonstratia.
(b) = (c) Fie z, — a si fie ¢ > 0 fixat. Conform lui (b), exista 6. > 0
astfel incat daca d(z,a) < 4, atunci d'(f(x), f(a)) < e. Deoarece x,, — a,
de la un anumit rang N. € N avem d(z,,a) < 6.,¥n > N.. Rezulta
d'(f(zy, f(a)) <e, Vn > N, deci f(x,) — f(a).
(c) = (a) Presupunem prin absurd ca f nu este continua in a, deci exista
V' € Vy(q) astfel incat pentru orice U € V, sa avem: f(U) € V. Fie, pentru
oricen € N, U = B(a, %) si fie x,, € U astfel inca f(x,) ¢ V; am construit
deci un sir z,, care tinde la a, dar f(z,) 4 f(a), contradictie.

18. Observatie
Din (c) de mai sus, rezulta imediat: compunerea a dou

Folosind caracterizarile echivalente de mai sus, se demonstreaza urmatoarele
proprietati ale functiilor continue:

18. Teorema
Fie (X, d) si (Y,d) doua spatii metrice si fie f : X — Y; atunci urméatoarele
afirmatii sunt echivalente:
(a) f este continua.
(b) f(A) C f(A), pentru orice A C X.
(c) f71(D) este multime deschisia (in X) pentru orice multime deschisa
DCY.
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(d) f~1(F) este multime inchisd (in X ) pentru orice multime inchisa F C Y.

19. Exemple
(a) Functiile constante sunt continue.
(b) Proiectiile canonice p; : R™ — R, pj(z1,22,...,2,) = x; sunt continue
(pentru orice j = 1,2,...,n). De aici rezulta ca o functie f : R™ — R™ este
continua daca si numai daca este continua ”pe componente”.

Din analiza reala, stie ca imaginea printr-o functie continua a unui inter-
val compact din R este de asemenea interval compact. In continuare vom
studia generalizari ale acestui rezultat pentru functii continue pe spatii met-
rice.

20. Teorema

Fie (X,d) si (Y,d') doud spatii metrice si fie f : X — Y o functie continua.
Daca A C X este o multime compacta, atunci f(A) este compacta.
Demonstratie Fie (D;);es o acoperire cu multimi deschise a lui f(A), deci
f(A) € UjesDj. Rezulta A C f~H(UjesDj) = Ujesf~(Dy), iar f71(D;)
sunt multimi deschise pentru orice j € J (conform Teoremei 18). Rezulta
cd (f~1(D;))jes este o acoperire cu multimi deschise a multimii compacte
A, deci existd o submultime finita I C J astfel incat A C Ujerf~1(D;).
Aplicand f, obtinem:

F(A) € F(Ujerf~H(Dy) = Ujerf(F1(Dy)) € UjerD;,
si deci f(A) este multime compacta.

O consecinta importanta se refera la functiile continue cu valori reale:
21. Corolar
Fie (X, d) un spatiu metric compact si fie f : X — R o functie continua.
Atunci functia f este marginita (i.e. multimea f(X) este marginita) si isi
atinge marginile, i.e. exista &, n € X astfel incat sup,cyx f(z) = f(&) si
infyex f(z) = f(n).
Demonstratie Conform teoremei 20, multimea f(X) este compactd (in
R) si deci este inchisa si marginitd; rezultd ca f este marginita si in plus,
deoarece f(X) este fichisa, rezultd ca sup,cx f(x) si infrex f(x) sunt ele-
mente din f(X).

22. Teorema
Fie (X,d) si (Y,d') dou& spatii metrice si fie f : X — Y o functie continua.
Daca X este multime conexa, atunci imaginea f(X) este multime conexa.
Demonstratie Presupunem prin absurd ca f(X) nu este conexa; atunci ex-
ista multimile deschise si disjuncte U si V' astfel incat f(X)NU si f(X)NV
sunt nevide si f(X) CUNV. Fie S = f~YU) si T = f~1(V); atunci S
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si T sunt nevide, deschise, disjuncte si X = SUT, deci X nu este conex,
contradictie.

Pentru functii continue cu valori reale, obtinem:

23. Corolar
Fie (X, d) un spatiu metric conex si fie f : X — R o functie continua astfel
incat existd a,b € X cu proprietatea f(a)f(b) < 0; atunci exista £ € X
astfel incat f(&) = 0.
Demonstratie Multimea f(X) fiind conexa in R, este un interval care
contine numerele de semne contrare f(a) si f(b), deci 0 € f(X).



Capitolul 2

MF.02. Spatii normate

Cuvinte cheie:

norma, spatiu normat, operator liniar, functionala liniara, spatiu dual.

In acest capitol vom prezenta notiuni si rezultate generale din teoria
spatiilor normate. Vom presupune cunoscute conceptele uzuale din teoria
spatiilor vectoriale si a spatiilor metrice. Sursele bibliografice recomandate

sunt: [C02], [DO1], [H02], [O01], [S02].

2.1 MF.02.1. Notiuni generale

1. Definitie
Fie X un spatiu vectorial complex.
O aplicatie || ||: X — [0, oo) cu proprietatile:
(@) [[z+yl<lz]+]yl
(b) [ az [|=|af [l
(©) |2 ]= 0=z =0,
pentru orice x , y € X i a € C, se numeste norma. O aplicatie care verifica
doar conditiile (a) si (b) se numeste seminorma.
Perechea (X ,||||) se numeste spatiu normat. Orice spatiu normat este si
spatiu metric, distanta dintre z i y fiind, prin definitie, d(z,y) =| =z —y ||.
Daca in plus orice gir Cauchy este convergent, atunci (X, || ||) se numeste
spatiu Banach (sau spatiu normat complet). Se poate demonstra usor ca
operatiile algebrice sunt continue: daca lim =z, = x si nh_}rrgo Yn = ¥y, atunci

n—oo
lim (z, + y,) = = + y si analog pentru inmultirea cu scalari. Daca X
n—r00
este un spatiu vectorial si || |1 ,|| |2 sunt doua norme pe X, atunci ele se

numesc echivalente daca exista ¢ gi k doud constante pozitive astfel incat
lz|1<cl| z||2< k| x|i;in acest caz lim z, =z in |||~ lim z, ==z
n—oo n—oo

21
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in || ||2, deci structurile topologice coincid.
Fie X si Y doua spatii vectoriale; o aplicatie T : X — Y se numeste
aplicatie liniara (sau operator liniar) daca:

T(ax + By) = oTx + Ty, Vo,y € X, Vo, 5 € C.

Spatiile vectoriale X si Y se numesc izomorfe daca exista T : X — Y o
aplicatie liniara si bijectiva. In acest caz, T se numeste izomorfism de spatii
vectoriale. Este simplu de demonstrat ca inversul unui izomorfism de spatii
vectoriale este de asemenea operator liniar.

Doua spatii normate (X, || ||1) si (Y, || ||2) se numesc spatii normate izomorfe
daca exista Intre ele un izomorfism F' de spatii vectoriale cu proprietatea
| F(x) ||2=|| = ||1; in acest caz, F' se numeste izomorfism de spatii normate.
Daca aplicatia liniara F' verifica egalitatea || F(z) |2=| = |1, (fara a fi
neaparat bijectiva), atunci F' se numeste izometrie liniara.

O notiune importanta care se poate defini intr-un spatiu normat este cea de
serie convergenta.

2. Definitie
Fie (X,||||) un spatiu normat si fie (x,)peny un sir de elemente din X.

Spunem ca seria »_ x, este convergentd la z € X (numit in acest caz

neN
n

suma seriei) daca girul sumelor partiale, s, = > x converge la z. Seria
k=1

> x, se numeste absolut convergenta daca seria (de numere reale si poz-
neN

itive) > || xn || este convergenta. Cu o demonstratie asemanatoare celei

neN

de la serii de numere reale se poate arata ca Intr-un spatiu Banach orice se-
rie absolut convergenta este convergenta, reci proca fiind, in general, falsa.
Este interesant faptul ca aceasta proprietate caracterizeaza spatiile normate

complete.

3. Propozitie
Un spatiu normat (X, || ||) este complet daca si numai dacd pentru orice sir

(xn)n C X cu proprietatea ca seria Y || =y || este convergenta, rezulta ca
neN
seria Y x, este convergenta.
neN
Demonstratie. Sa presupunem ca (X, || ||) este un spatiu normat in care
este verificata ipoteza din enung si fie (x,), C X un gir Cauchy. Fie k € N
si fie ny € N astfel incit pentru orice i, > ny si avem || z; — z; ||< 27
Daca definim y1 = 1 si yx = zn, — Tpn, ,, pentru orice k € N si k > 2,
atunci seria »_ || yx || este convergenta. Din ipoteza rezulta ca seria > yg
keN keEN

este convergenta si deci girul (x,, )ren converge la un element z € X. Este

usgor de aratat ca sirul (z,), converge la x. Cealalta implicatie o lasam ca
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exercitiu.

Incheiem acest paragraf cu o lista de spatii Banach ce vor fi citate frecvent
in continuare.

4. Exemple
(i) Fie n € N fixat si fie

C"={z=(x1,22,..,2); 2; € C,Vj =1,2,..,n}

cu structura uzuala de spatiu vectorial. Cu norma euclidiana:

n
Z |xj’27
J=1

I [la=

C" este spatiu Banach; propunem cititorului ca exercitiu afirmatia ca urmatoarele
doua norme sunt echivalente cu norma

euclidiana:
n
I =S layl,
j=1

[ [loo= max{|z;|, 1 < j <n}.

Cu aceleasi norme, i R™ este spatiu Banach.

(ii) Spatiile /P(Z) si ¢P(N)
Fiep e R, p > 1, fixat si fie

P(Z)={x:7Z— C, Z |z(n)|P este convergenta}.
nez

Facem precizarea ca daca (ap)nez este un gir de numere complexe indexat
0 00
dupa Z, atunci seria Y a, este convergenta daca seriille Y a, §i Y, an
nez n=-—00 n=1
sunt amandoua convergente.

Este evident ca pentru orice a € C si « € (P(Z), sirul (ax)(n) = ax(n) este
in (P(Z). Fie acum x,y € (P(Z) si fie (z +y)(n) = x(n) + y(n). Notand

| = (}jwoww>p,

nez

atunci, din inegalitatea lui Minkovski, (a se vedea cap. 5), rezulta inegali-
tatea | x +y [|p<|| z |lp + || ¥ |lp; celelalte proprietati din definitia spatiului
normat sunt evidente. Demonstram in continuare completitudinea. Daca
(z¥)ren este un sir Cauchy in ¢P(Z) si daci e > 0, atunci
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exista ke € N astfel incat || 2% — 27 ||,< €, Vk,j > k.. De aici rezulta:

> 2t (n) =2 ()P < &, Yk, j > ke, (2.1)
nez

si deci pentru orice n € N, avem |z¥(n) — 27(n)| < €,Vk,j > k., ceea ce
arat# ca sirul (2F(n))zen este sir Cauchy (de numere complexe) pentru orice
n € N, deci este convergent; fie z(n) = klim z¥(n). Din relatia (1.1), pentru
—00
j — oo, rezulta Y |2F(n)—z(n)P < @,Vk > ke, adicd 2¥ —x € (P(Z), Vk >
nez
ke. De aici rezultd ca @ € P(Z) si || 2% — x ||[,< €,Vk > ke, ceea ce incheie
demonstratia.

Analog se definesc spatiile //(N) = {z: N — C; > |z(n)|P < oo}.
n=0

(iii) Spatiul £>°(Z)
Fie (*(Z) = {x : Z — C'; x sir marginit }. Cu operatiile uzuale, de-
finite in exemplul anterior, £*°(Z) este spatiu vectorial. Este ugor de aratat

ca aplicatia || z ||co= su;Z) |z(n)| este norma. Pentru a demonstra completi-
ne

tudinea, s& considerim (2*)rcy un gir Cauchy in £%°(Z) si e > 0. Atunci
existd k. € N asfel incat | 2¥ —27 ||oo< €,Vk, j > ke, si deci sirul (2%(n))ren
este gir Cauchy (de numere complexe) pentru orice n € Z. Exista deci
x(n) = leITOlO zF(n). Sirul = astfel construit este in £°°(Z) si este limita (in

(°(Z) ) alui (2F)pen:

| ¥ — & ||oo=sup lim |2¥(n) — 27(n)| <.
nez 3=

Analog se definegte spatiul ¢*°(N).

(iv) Spatiul functiilor continue C(D)
Fie D un spatiu metric compact si fie

C(D)={f:D — C; f continua}.

Cu operatiile uzuale, C(D) este spatiu vectorial. Structura de spatiu Banach
este definita de norma supremum:

| f lloc=sup | f(t)].
teD

Daca D = [a,b] C R, atunci obtinem spatiul Ca, b] (cu topologia convergentei
uniforme).

Alte exemple importante de spatii normate sunt spatiile de functii inte-
grabile prezentate in capitolul 5.
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2.2 MF.02.2. Operatori liniari

5. Definitie
Fie (X, |[|) si (Y, ]| |l) doua spatii normate (complexe). Reamintim ca
un operator T : X — Y se numeste liniar daca

T(ax + By) = aT(x) + BT (y), Vo, € C, Va,y € X.

Operatorul T" se numeste continuu in punctul x, € X daca pentru orice € > 0
exista 0 > 0 astfel incat pentru orice x € X cu proprietatea || z — z, ||< 4,
sa avem || Tax — Tz, ||< €, sau, Intr-o formulare echivalenta (cu siruri), daca
V(xn)n C X cu proprietatea lim z, = z,, rezulta lim Tx, = Tx,. Oper-
n—oo n—oo
atorul T' se numeste continuu daca este continuu in orice punct. Vom nota
multimea operatorilor liniari gi continui de la X in Y cu £(X,Y). Daca
X =Y, vom nota aceasta multime cu £(X). Aga cum vom arata in capi-
tolul 3, orice operator liniar pe C" este continuu. Pe spatii normate infinit

dimensionale, exista operatori liniari care nu sunt continui.

6. Observatie
Multimea £(X,Y) se poate organiza ca spatiu vectorial cu operatiile uzuale:
(T+S)(x) =Tz+ Sz i (aT)x = aTz, pentru orice operatori T, S € L(X)
si pentru orice z € X, a € C.
Vom nota cu O operatorul nul si cu —7" opusul lui 7.

7. Propozitie
Fie (X, |]]) st (Y,]|||) doua spatii normate si fie T : X — Y un operator
liniar. Urméatoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) T este continuu in 0.
(b) T este continuu.
(c) Exista M > 0 astfel incat | Tz [|[< M ||z ||, Vz € X.
(d) Pentru orice submultime marginita A C X, submultimea 7'(A) C Y
este de asemenea marginita.
Demonstratie Implicatia (a) = (b) o propunem ca exercitiu.
(b) = (c). Din continuitatea lui 7" in 0, (si 7(0) = 0), rezulta cd pentru
orice € > 0, exista 6 > 0 astfel incat || Ty ||< €, Vy € X cu proprietatea
| v ||< 0. Fie z € X; atunci, scriind inegalitatea de mai sus pentru € = 1 i
y=30|z|~" z, obtinem || Tz [|< 5 || z |-
Implicatia (c) = (d) este si ea evidenta.
(d) = (a). Fie € > 0 si fie 6 > 0 astfel incat || gm |I< 1. Din ipoteza (d)
rezulta || T(g:z) |I< 6; in concluzie, daca || = [|< %, rezulta ca || Tx ||< e,
ceea ce arata ca T' este continuu in origine.

8. Definitie
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Pentru orice T' € L£(X,Y), definim:
| T = inf{M > 0; || Tz < M || 2 ||, ¥a € X}:
| T h=sup{| Tz ||; z € X si ||  |= 1}
[ T [lo=sup{|| Tz || ; v € X si | = ||< 1}.

Sa observam ca buna definitie a lui || || este asigurata de punctul (c) din
propozitia anterioara. Facem de asemenea precizarea ca notatiile || T || si
| T ||2 vor fi folosite numai in cursul demonstratiei lemei urmatoare.

9. Lema
(a) Pentru orice T' € L(X,Y), avem | T ||=|| T [[1=] T ||2 -
(b) Aplicatia T"—|| T || este o norma pe spatiul vectorial £L(X,Y).

Demonstratie (a) Demonstram mai intai inegalitatea:

I T I<[[ T}, Ve e X. (2.2)

Fie D={M >0; | Tz ||< M |z |, Vz € X}. Deoarece || T ||=

= inf D, rezulta ca exista un sir M,, € D astfel incat || T ||= li_>m M, si
n—oo
| T(x) ||[< M, || z ||. Din aceste doua relatii, rezulta, pentru n — oo,

inegalitatea (3.1). Folosind acum (3.1), obtinem:

[T flo=sup{[| Tz [|; z € X si ||z |[<1} <
<sup{[|[ T [|[| = [[; z € Xsi[|x[<1} =T,

si deci am demonstrat :

T o< T I - (2.3)
Pentru orice z € X , z # 0, vectorul u =| x ||~! = are norma 1 si deci:

1 :
Tz | Tz [|=|| Tu |[< sup{| Ty ||; y € X si |y =1} = T,

si deci am demonstrat inegalitatea:

Tz [<I Tl = ], (2.4)
pentru orice z € X; (pentru x = 0, (3.3) este evidenta). Din (3.3) rezulta
cad || T ||1€ D si deci din definitia lui || T' || , rezulta:

T =l T - (2.5)

Cum inegalitatea || T |[1<|| T ||2 este evidenta, din (3.2) si (3.4) rezulta
egalitatea de la punctul (a).
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(b) Daca || T ||= 0, atunci Tu = 0, Yu € X cu proprietatea || u ||= 1; fie
x € X, oarecare. Atunci u =|| x ||7! x are norma 1 si deci Tu=0, adici
Tx = 0 gideci T = O. Celelalte 2 proprietati ale normei rezulta din pro-
prietatile corespunzatoare ale normelor din X si Y.

9. Definitie
Din Lema anterioara rezulta ca £(X,Y') poate fi organizat ca spatiu normat
cu norma din definitia 8. Atunci cand nu se va specifica In mod explicit con-
trariul, pe spatiul £(X,Y) se va subintelege topologia definita de aceasta
norma.

10. Exemplu

Fie, pe spatiul Banach al functiilor continue Cla, b], operatorul de inmultire
cu variabila independenta:

T : Cla,b] — Cla,b], (Tf)(t) = tf(t), Vt € [a,b].

Se demonstreaza ca T este operator liniar gi continuu, avand norma || T ||=

b.

11. Teorema
Fie (X, ||]]) si (Y,]| ||) spatii normate. Daca Y este complet, atunci £(X,Y)
este spatiu Banach.
Demonstratie Fie T;, un sir Cauchy in £(X,Y), deci pentru orice € > 0,
exista n. € N astfel incat

| T — T ||< €, Yn,m > ne. (2.6)
Din inegalitatea (3.1), aplicata operatorului T}, — T, si din (3.5), rezulta:

| Thx — Tz ||<el|lz|, Yn,m > n, Vo € X. (2.7)

Din inegalitatea (3.6) rezulta ca pentru orice x € X girul (T,,z),en este
gir Cauchy in spatiul Y, care, conform ipotezei, este complet. Fie deci

Tx = lim T,x , pentru orice x € X. Liniaritatea operatorului T" astfel
n—oo

definit este imediata. Demonstram acum continuitatea lui 7. Din inegali-
tatea (3.6), pentru m — oo rezulta:

| Thx —Tx ||<el x|, Ve e X, Vn > n.. (2.8)

Din proporzitia 3 (b<-c) si din inegalitatea (3.7) rezulta ca operatorul T,, — T
este continuu gi deci T' =T, — (T, — T) € L(X,Y). Tot din (3.7) si din
definitia normei in £(X,Y) rezulta ca || T,, = T ||< ¢, Vn € N, ceea ce arata
ca sirul T, este convergent la T'.
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12. Definitie

Fie X un spatiu normat. Orice aplicatie f : X — C se numeste functionala
(pe spatiul X). Multimea functionalelor liniare gi continue se noteaza cu X’
si se numeste dualul lui X. Deoarece spatiul C este complet, din teorema
precedentd (pentru Y = C) rezulta ca X’ este spatiu Banach. Evident,
aceeasi constructie i se poate aplica si spatiului X’; se obtine spatiul Ba-
nach X”, (numit al doilea dual al lui X, sau bidualul). Daca x € X, atunci
aplicatia ¢y : X' — C., ¢,(f) = f(x), estein X" si || ¢, ||=|| ||, ([4],p.120).
In felul acesta, orice spatiu Banach X este izomorf (in mod canonic) cu un
subspatiu din X”. Daca in plus aplicatia X > 2 — ¢, € X", este un
izomorfism de spatii Banach, atunci X se numeste spatiu reflexiv (in gen-
eral aceasta aplicatie nu este surjectiva).

Nu exista o teoreméa de reprezentare a functionalelor liniare si continue
pe un spatiu Banach arbitrar; dam in continuare caracterizarile dualelor
unor spatii Banach uzuale.

13. Exemple
(i) Fie a € £°°(Z); atunci aplicatia

fo : INZ) = C, folx) = Z a(n)z(n)
nez

este o functionala liniara si continué pe spatiul £!(Z) cu proprietatea

I fo I=1 e floo -

Reciproc, pentru orice functionali liniard si continui f pe spatiul ¢1(Z),
exista a € (*°(Z) astfel incat f = f,.

Demonstratie Fie a € (*°(Z) si fie f, ca in enunt; este evident ca f, este
liniara. Continuitatea sa rezulta din inegalitatea:

[fa(@) =1 a(n)z(n)| < (Z fﬂ(n)|> sup |a(n)], Va € £'(2).
nez nez nez

Tot de aici rezulta si inegalitatea || fo [|<|| @ [0 . Demonstram acum
inegalitatea inversa. Pentru aceasta, fie o, € £!(Z) definit prin:

o (n) = 1 daca n=k
U701 0 dacs n#k

Evident, || 0% ||1< 1, si deci

I fo = sup{lfa(y); | y 1< 1} > |falow)] = [a(k)].

Luand acum supremumul dupa k, rezulta || fo [|>]] @ [|co-
Demonstram acum afirmatia reciproca; fie f o functionala liniara si continua
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pe spatiul /1(Z) si fie o definit mai sus.

Pentru orice © € ¢1(Z), fie seria (de elemente din ¢1(Z)), . x(k)oy. Este
keZ
usor de ariitat ci aceasti serie converge in spatiul £!(Z) la sirul x, deci

x = Z z(k)og.

keZ

Rezulta deci (folosind liniaritatea si continuitatea lui f):

fl@)=> " a(k)f(ow), Yz € £'(Z).

keZ

Definim sirul a(k) = f(ox), Yk € Z; rezulta ca || a [|<| f | (deci « este
marginit) si f = fao.
In mod analog se poate identifica si dualul spatiului £}(IN) cu £*°(IN).

Dam in continuare, fara demonstratie, caracterizarea dualului spatiului

P(Z).

(ii) Dualul spatiului ¢?(Z)
Fie p > 1sifie ¢ > 1 astfel incat %#—% = 1. Daca « € (1(Z), atunci aplicatia

fo: °(Z) = C, falz) = a(n)z(n),

nez

este o functionala liniara si continua cu proprietatea || f ||=|| o ||
Reciproc, pentru orice functionald liniara i continua f pe spatiul (P(Z),
exista a € (1(Z) astfel incat f = f,.

14. Observatie
Convergenta in spatiul normat £(X,Y') se numeste convergenta uniforma.
Pe multimea £(X,Y) se mai pot defini si alte tipuri de convergenta; spunem
ca sirul de operatori 7;, € £(X,Y) converge punctual (sau tare-operatorial)
laT e L(X,Y) daca
lim Thx =Tz, Vo € X;
n—oo

spunem ca sirul 7,, € £(X,Y) converge slab-operatorial la
operatorul T' € L(X,Y') daca

lim f(T,z) = f(Tz),Vre X,Vfe X

n—oo

Lasam ca exercitiu cititorului afirmatiile: convergenta uniforma o implica
pe cea punctuald, iar aceasta pe cea slaba, reciprocele fiind, in general, false.
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15. Definitie
Fie X,Y, Z trei spatii normate si fie T' € L(X,Y) si S € L(Y,Z). Opera-
torul ST € L(X,Z), definit prin (ST)(z) = S(Tx) se numeste produsul
operatorilor S gi T'. Sa mai observam ca din inegalitatile :

ST [|<[[ S Tz <[ STNT |, ve e X,

rezulta || ST ||<|| S || || T ||. Sa consideram acum un operator 7' € £(X). El
se numeste inversabil daci existd un alt operator T—! € £(X) astfel incat
TT—' =TT = I, unde, I este operatorul identic, adica Iz =z, Va € X.
Este simplu de observat ci dacd T este bijectiv, atunci 77! este liniar; in
general ins&, operatorul 7! nu este continuu; daca X = C™ este un spatiu
finit dimensional, atunci 7! este continuu in virtutea faptului ca pe spatii
finit dimensionale orice aplicatie liniara este si continud, (un rezultat care
va fi demonstrat in capitolul urmator).

Prezentam in continuare doua rezultate referitoare la inversabilitatea op-
eratorilor liniari gi continui.

16. Propozitie
Fie X,Y doua spatii normate gi fie T € L(X,Y). Daca T este bijectiv,
atunci urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) T7! este operator continuu.
(b) Exista m > 0 astfel incat || Tx ||> m || z ||, Vo € X. In acest caz, are
loc inegalitatea || 77! ||< m™L.
Un operator arbitrar (nu neaparat bijectiv) care satisface conditia (b) se
numeste marginit inferior. Este evident cd un operator marginit inferior
este injectiv.
Demonstratie (a)= (b) Daci T~ ! este operator continuu, atunci, con-
form propozitiei 3, existda M > 0 astfel incat || Ty [|< M | v ||,
Vy € Y. Notand x = T~y € X, rezulta || z [|[< M || Tz ||, Vo € X si deci
luand m = M ~! relatia (b) este verificata.
(b)= (a) Fie z € X i fie y = T'z; din ipoteza avem:

_ 1 1
1Ty l=l2 <~ T2 =~y
deci conform propozitiei 3 operatorul T-! este continuu si || 77! ||< m~!,

Un rezultat fundamental este: (pentru demonstratie se poate consulta
[001]):
17. Teorema lui Banach

Fie T € L(H) un operator bijectiv; atunci inversul T-! este continuu, deci
T-' e L(H).
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2.3 MF.02.3. Teorema Hahn-Banach

18. Definitie
Fie X un spatiu vectorial real sau complex. O functionala p : X — R se
numeste subliniara daca p(z + y) < p(x) + p(y) si p(ax) = ap(z), pentru
orice z,y € X si a > 0. Din definitie rezulta imediat proprietatile p(0) = 0
si —p(—z) < p(x), Vz € X.
In demonstratia teoremei principale din acest paragraf (teorema Hahn-Banach)
vom folosi lema lui Zorn, pe care o reamintim in continuare.

19. Lema lui Zorn

Fie (A, <) o multime (partial) ordonata. O submultime B C 4 se numeste
total ordonata daca Va,b € B, atunci a < b sau b < a. Se numeste majo-
rant al multimii B orice element ¢ € A astfel incat

a < ¢, Va € B. Spunem ca m € A este un element maximal al lui A daca
pentru orice x € A cu proprietatea m < x, rezulta x = m. Multimea A se
numesgte inductiv ordonata daca orice submultime total ordonata a lui A
admite majoranti.

Lema lui Zorn afirma ca orice multime nevida inductiv ordonata ad-
mite un element maximal.

20. Teorema Hahn-Banach
Fie X un spatiu vectorial real si fie p o functionala subliniara pe X. Fie YV
un subspatiu in X si fie g : Y — R, o functionala liniara cu proprietatea
g(z) < p(x), Vx € Y. Atunci exista f : X — R, o functionald liniara cu
proprietatile: f(z) =g(x), Vx € Y si f(z) < p(x), Vo € X.
Se spune ca f prelungeste pe g la Intreg spatiul cu péastrarea inegalitatii
f(z) <p(z), Vo € X.
Demonstratie In cele ce urmeazi, dacd h este o functionald liniard, vom
nota cu D(h) subspatiul din X pe care este ea definitd. Notatia g < h va
insemna ca h este o functionald liniara cu proprietatile D(h) 2 Y, h(y) =
9(y), Yy € Y si h(z) < p(z), Vo € D(h). Fie:

A={h:D(h) — R; g=h}.

Multimea A este nevida deoarece il contine pe g. Se demonstreaza fara di-
ficultate ca A este inductiv ordonata; fie f elementul maximal dat de Lema
lui Zorn. Demonstratia se incheie daca D(f) = X. Presupunem prin absurd
ca exista a € X — D(f). Construim functionala

h: D(h) = D(f) +aR — R, h(z + at) = f(x) + at, unde, « este o con-
stanta reala neprecizata inca. Vom demonstra ca putem alege « astfel incat
h € A, ceea ce ar constitui o contradictie cu maximalitatea lui f (incluzi-
unea D(h) D D(f) este, in mod evident, strictda). Relatia pe care trebuie sa
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o satisfacd o pentru ca h € A este:

f(z)+at <p(x+at), Yz € D(f), Vt € R,

sau, echivalent
f(@) —p(z —a) < p(z +a) - f(z), (2.9)

pentru orice x € D(f). Din ipoteza, pentru orice x,y € D(f) avem:

f(z)+ fly) <p(z+y) <plx+a)+ply —a),

deci pentru orice z,y € D(f),avem:

f(y) —ply —a) <plx+a) — f(x),

ceea ce Incheie demonstratia.

21. Corolar
Fie X un spatiu vectorial real si p o functionala subliniara pe X. Atunci, pen-
tru orice z, € X exista o functionala liniara f pe X astfel incat f(z,) = p(x,)
si f(z) < p(x),Vx e X.
Pentru demonstratie, se aplica teorema Hahn-Banach pentru
Y ={ax,; a € R} si g(az,) = ap(z,).

O problema importanta de geometrie in a carei rezolvare teorema Hahn-
Banach este un instrument esential este separarea submultimilor nevide,
convexe si disjuncte dintr-un spatiu normat.

22. Definitie
Fie (X, ||) un spatiu normat (real) si fie f : X — R o functionald liniara
neidentic nula. Pentru orice o € R, multimea:

Y(f,o) ={z € X; f(z) =a}

se numegte hiperplanul de ecuatie f = «.

Propunem ca exercitiu afirmatia: hiperplanul Y (f, «) este submultime
inchisa in X daca si numai daca functionala f este continua.

Fie A si B doua submultimi nevide in X. Spunem ca hiperplanul Y (f, «)
separa nestrict A de B daca:

f(z) <a,VreAsi f(x) > a, Vo e B.

Spunem ca hiperplanul Y (f, «) separa strict A de B daca exista € > 0
astfel Incat:

flz)<a—¢VreAsif(xr)>a+ e Vo e B.
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Din punct de vedere geometric, separarea inseamna ca A si B se gasesc ”de
o parte si de alta a lui Y(f, a)”.

23. Teorema
Fie X un spatiu normat (real) si fie A C X si B C X doua submultimi
nevide, convexe gi disjuncte.
(a) Daca A este submultime deschisa, atunci exista o functionala liniara si
continua f pe X si a € R astfel incat hiperplanul (inchis) Y (f, a) separa
nestrict A de B.
(b) Daca A este submultime inchisd si B este compacta, atunci exista o
functionala liniard si continud f pe X si a € R astfel incat hiperplanul
(inchis) Y (f, ) separa strict A de B.
Demonstratie (a) Vom face demonstratia in trei etape.

Etapa I. Fie K C X o submultime convexa astfel incat 0 € K. Atunci
aplicatia:
p:X = R, p(x)=inf{a>0;a 'z € K},

este o functionala subliniara pe X astfel incat exista M > 0 cu proprietatea
0<plx) <M]| x|, Vr € X. In plus, are loc egalitatea:

K={xe X;p(z) <1}

Pentru orice p > 0, vom nota cu B(0, p) bila deschisa de centru 0 si raza
p din X. Fie r > 0 astfel incat B(0,7) C K; este evident ci p(z) < 7! ||
x ||, V2 € X, deci putem lua M = r~!. Faptul ci p(tx) = tp(x), Vo €
X, Vt > 0, este evident. Demonstram acum prin dubla incluziune egalitatea
K = {z € X;p(x) < 1}. Daca x € K, atunci, (deoarece K este multime
deschisa), exista € > 0 (suficient de mic) astfel incat (1 + €)x € K, deci
p(r) < (14671 < 1. Invers, dacd p(x) < 1, atunci exista t € (0,1) astfel
incat t !z € K, deci x = t(t7'2) + (1 —t)0 € K.

Demonstram acum proprietatea p(x 4+ y) < p(z) + p(y), Vz,y € X.

Fie z,y € X si € > 0. Din egalitatea K = {z € X ; p(x) < 1}, rezulta:

. Y
Ksgi—— €K,
p(y) + ¢

si deci, deoarece K este convexa, rezulta:

_r ¢
p(x) + €

tx (1-1t)y
p(z)+e  ply)+e

€ K, Vvt e|0,1].

In particular, pentru ¢ = (p(z) + p(y) + 2¢) " (p(z) + €), obtinem:

Tty
p(x) +p(y) + 2¢

si deci p(z+vy) < p(z)+p(y)+ 2, ceea ce incheie demonstratia primei etape.

)
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Etapa a II-a Fie K C X o submultime nevida, convexa si deschisa i fie
z, € X astfel incat z, ¢ K. Atunci exista o functionala liniara si continua
f: X — R, astfel incat f(z) < f(z,), Va € K. In particular, hiperplanul
(inchis) Y (f, f(z,)) separa nestrict {z,} de K.
Putem presupune, fara a restrange generalitatea ca 0 € K (facand eventual
o translatie). Fie p functionala subliniara introdusa in etapa I, adica p(z) =
inf{a > 0;a 'z € K}. Consideram subspatiul vectorial generat de x,:
V = {tz,;t € R}. Fieg:V — R, g(tz,) = t. Este evident ca g este o
functionala liniara si ca ea verifica inegalitatea
g(z) < p(z), Yz € V. Conform teoremei Hahn-Banach, exista o
functionala liniara f : X — R astfel incat

f(z) =g(x), YV € Vi f(x) < p(x), Vo € X.

Din etapa I, avem ca f(z) < p(z) < M ||z ||, Vo € X, deci f este continua.
De asemenea, f(z,) =1 si deci, folosind egalitatea (demonstrata in etapa I)
K ={z e X;p(x) <1}, rezulta f(x) <1, Vxr € K.

Etapa a III-a Demonstram acum enuntul teoremei. Fie A gi B ca in
enunt si fie K = {x —y; z € A, y € B}. Este simplu de aratat ca multimea
K este convexa si deschisa gi 0 ¢ K. Conform celor demonstrate in etapa
a Il-a, (pentru x, = 0), exista o functionala liniara si continua f : X — R,
astfel incat f(u) < 0, Yu € K, adica:

f(z) < f(y), Vz € A, Vy € B.
De aici rezulta ca exista o € R astfel incat

sup f(z) < o < inf f(y),
€A yeB

ceea ce aratd ca hiperplanul (inchis) Y (f, «) separa nestrict A de B.
(b) Fie A si B cain enunt si fie € > 0, suficient de mic, astfel incat multimile:

Ac = A+ B(0,¢) si Be = B+ B(0,¢)

sa fie disjuncte si deschise. Cum A, si B, sunt si nevide si convexe, din (a)
rezulta ca exista un hiperplan Y (f, «) care separa nestrict A, de B, adica:

flz+eu) <a< f(y+eu), Vo e A Vy € B, Vu e B(0,1).
Deoarece f(z) <|| f ||, Yz € B(0, 1), rezulta:
f@)+ell fllsa<fly)—el fl,VeeA VyeB,

ceea ce arata ca hiperplanul Y (f, «) separa strict A de B intrucat f nu este
identic nula.
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Revenim acum la problema prelungirii functionalelor liniare si studiem
cazul spatiilor vectoriale complexe.

24. Observatie
Daca X este un spatiu vectorial complex si p este o seminorma pe X, atunci p
este gi functionala subliniara; in plus, urmatoarele relatii se verifica imediat:

p(—z) = p(z) si [p(z) — p(y)| < p(z —y).

Demonstram in continuare teorema Hahn-Banach pentru spatii vectoriale
complexe.

25. Teorema
Fie X un spatiu vectorial complex, p o seminorma pe X si ¥ C X un
subspatiu vectorial. Atunci, pentru orice functionald liniara ¢ : ¥ — C
astfel incat |g(z)| < p(z), Vo € Y, exista o functionala liniara
f X = C cu proprietatile:

f(z) = g(a), ¥a € Y i | f(x)] < pla),Va € X.

Demonstratie Fie g : Y — C ca in enunt si fie g1, g2 : Y — R, functionale
liniare reale astfel incat g(z) = g1(z)+ig2(z). Atunci, explicitand egalitatea
g(iz) = ig(x), obtinem g1 (iz) = —g2(x), deci g(x) = g1(x) —igi(x). In plus,
din ipoteza rezulta |g1(x)| < p(z),

Vz € Y. Aplicand teorema Hahn-Banach (cazul real) functionalei reale
g1 rezulta ca existd f; : X — R functionala liniara reala astfel incat
filz) = gi(z), Ve € Y sl fi(z) < p(a), Vz € X.

Definim f : X — C, f(x) = fi(z) — ifi(iz); se demonstreaza prin calcul
direct ca f satisface concluzia teoremei.

Prezentam in continuare cateva consecinte (pe spatii normate) ale teoremei
Hahn-Banach.

26. Corolar
Fie (X, ||) un spatiu normat complex si fie Y C X un subspatiu. Atunci,
pentru orice functionald liniara si continua g : Y — C existd f € X' astfel
incat

f(@) =g(x), Ve e Vil f |=sup{lg(z)[; z €V, ||z <1}

Demonstratie Fie m = sup{|g(z)|; x € Y, || z ||< 1} si fie
p: X - R, p(x) =m]| z|. Aplicand teorema Hahn-Banach functionalei g
si seminormei p, demonstratia se incheie.

27. Corolar
Fie (X, ||) un spatiu normat. Atunci, pentru orice z, € X exista f, € X’
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astfel Incat:

I o ll=l o || si folzo) =l 2o |I* -

In particular, daci f(z,) =0, Vf € X', atunci z, = 0.
Demonstratie Se aplica corolarul precedent pentru
Y = {ax,; a € C}siglaz,) = a || z, ||

28. Corolar
Fie (X, ||||) un spatiu normat. Atunci, pentru orice z € X, are loc egalitatea:

|z [|=sup{|f(z)]; f € X"si || f =1}

In plus, existd f, € X’ astfel incat || z ||= | f2(2)|.
Demonstratie Fie 2 € X si fie f € X' astfel incat || f ||= 1.
Din inegalitatea |f(z)| <|| f |l = ||=|| = ||, rezulta

|z |=sup{|f(z)]; f € X"si || f =1}

Din corolarul 26, rezulta existenta unei functionale h, € X' astfel incat
| ho [I=[1 @ || si hol2) =| « | fie fo =] 2 [|7" hy. Atunci || fo =1 s
fz(z) =| = ||, ceea ce incheie demonstratia.

29. Observatie
Din corolarul 27 rezulta ca daca X,Y sunt spatii normate si
T e L(X,Y), atunci :

I T |=sup{lg(Tz);ze€ X, |z|<1,9€Y [g|<1}

In particular, daci X =Y = (H,<, >) este un spatiu Hilbert, atunci, din
teorema lui Riesz, rezulta egalitatea:

I T ||=sup{| <Ta,y>|;z,y€H, [[z|<L |y|<1}

30. Corolar
Fie X un spatiu normat gi fie Y C X un subspatiu care nu este dens in X,
adica Y # X. Atunci existi o functionald neidentic nula f € X’ astfel incat
f(z)=0,VzeY.
Demonstratie Vom face demonstratia pentru cazul real. Consideram ca
functionala subliniara distanta la subspatiul Y : p(x) = dist(z,Y) =
=inf{||z—y ||;y € Y}. Evident, p(x) =0« 2z €Y. Fiez, € X - Y;
conform corolarului 19, exista f € X’ astfel incat f(z,) = p(w,) si f(x) <
p(x), Yo € X, ceea ce incheie demonstratia.



Capitolul 3

MEF.03. Operatori pe C"

Cuvinte cheie

operator liniar, spectru, subspatiu invariant, valoare proprie, vector propriu,
diagonalizare, operator adjunct, operator normal, calcul funtional.

In acest capitol vom studia operatorii liniari gi continui pe spatiul C". O
parte din rezultatele acestui capitol vor fi generalizate la cazul operatorilor
liniari si continui definitti pe spatii Hilbert infinit dimensionale in capitolul
6. Sursele bibliografice recomandate: [BO1], [F02], [O01], [S02].

3.1 MF.03.1. Notiuni de algebra liniara

In acest paragraf vom reaminti unele rezultate de algebra liniara finit
dimensionala.

1. Definitii
Fie C* = {x = (x1,X2,..,Xn); Xj € C} complex de dimensiune n, cu pro-
dusul scalar gi norma uzuale:

n
<my>=) a7, o=
j=1

n
>l
j=1

Prin (operator liniar ) este orice aplicatie 7' : C™ — C™ cu proprietatea
T(ax + By) = aT(x) + BT (y), Vo, B € C, Va,y € C™.

Vom nota cu £(C"™) multimea operatorilor liniari pe C™.
Cu operatiile uzuale de adunare si inmultire cu scalari:

(T'+ S)(z) =Tz + Sz, (aT)zr = aTz, Yo € C,Vz € C", VT, S € L(C"),

37
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multimea £(C™) este spatiu vectorial; vom nota cu O operatorul nul i cu I
aplicatia identica.
Produsul (compunerea) a doi operatori T, .S € L(C™) este, prin definitie

(TS)r =T(Sx), Ve € C".

Evident, operatorul T'S este gi el liniar. Proprietatile produsului sunt bine-
cunoscute: asociativ, distributiv fata de adunare si admite ca element neutru
operatorul identic I; el nu este comutativ. Daca un operator T € L£(C™)
este injectiv si surjectiv (deci bijectiv), atunci exista si este unic un oper-
ator, T71, de asemenea liniar, (numit inversul) lui T') astfel incat TT~! =
T~'T = I. Operatorul T se numeste in acest caz inversabil. Pentru orice
operatori inversabili T\, S € L(C™) si 0 # « € C, se verifica afirmatiile:

(2 (T7H) ' =T.

(b) (aT) ' =a'T 1

(c) Produsul T'S este inversabil si (T'S)~! = S~1T-1

Oricarui operator liniar T, i se pot asocia doua subspatii vectoriale remar-
cabile: nucleul, notat Ker(T'), si imaginea, notata Im(7"), definite prin:

Ker(T) ={z € C"; Tx =0} i Im(T) = {Tx; x € C"}.

Evident, operatorul T este injectiv daca si numai daca Ker(T') = {0} si este
surjectiv daca si numai daca Im(7") = C™.

O notiune ce va fi frecvent utilizata in continuare este aceea de subspatiu
invariant pentru un operator. Un subspatiu X C C" se numeste invariant
pentru operatorul T' daca:

Vee X =>Tre X.

Nucleul si imaginea unui operator sunt subspatii invariante pentru acel op-
erator.

2. Observatie
Un rezultat important in legatura cu inversabilitatea operatorilor din £(C"™)
(si care nu este adevarat pentru aplicatii liniare de la C™ in C™, m # m si
nici pentru aplicatii liniare pe un spatiu vectorial infinit dimensional) este
urmatorul:

Pentru orice operator 7' € £(C™), urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) T este inversabil.
(b) T este injectiv.
(c) T este surjectiv.
Demonstratia poate fi gasita in [BO1].
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3. Definitie
Fie B = {u1,ug,..,u,} o bazd (nu neaparat ortonormalad) in C” si fie T' €
L(C™) un operator fixat. Fie, pentru orice ¢, € {1,2,..,n},

ay ) =< Tuy,u, > .

Matricea ME = (a, ])” se numeste matricea operatorului 7" in baza B.
Se verifica prin calcul direct egalitatea:

n
Tu, = Zawu], Vie {1,2,..,n}.
1=1

Mai general, daca x = (x1, x2, .., x,) € C™ este un vector arbitrar, atunci

n
(T), =Y a2, Vo € {1,2,..,n}.
J=1

Matriceal, relatia de mai sus se scrie Tx = Mff:c, vectorul z fiind aici vector
coloana.

In cazul in care B este baza canonica, vom nota cu M7y matricea lui T in
aceasta baza.

Utilitatea asocierii T' — M2E este dati de urmitoarea teorema ([B01]):

4. Teorema
Fie M,, multimea matricelor patratice de ordinul n cu elemente complexe
si fie B o baza fixata in C™.
(a) Aplicatia £(C®) > T — ME € M,, este un izomorfism de spatii vecto-
riale si:

MY@%—S = ]\42[5 + Msl”gv MST = anl?}

pentru orice « € Csi T, S € L(C™).
(b) Aplicatia £L(C®) > T — ME € M,, este un izomorfism de inele si

MEg = MEME vT, S e £(C™).

In particular, operatorul 1" este inversabil daca si numai daca matricea sa
(in orice baza, deoarece B a fost aleasa arbitrar) este nesingulara:

det ME +# 0.

5. Definitie
Fie B = {u1,ug, ..,upn} s V = {v1,v9,..,v,} doua baze fixate in C™. Pentru
orice vector v, € V exista (si sunt unici) p,, € C astfel incat:

n
V, = E Do Uy
=1
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Matricea P = (p, ), se numeste matricea de trecere de la baza B la baza
V. Daca S : C™ — C™ este aplicatia liniara definita (pe baza) prin

Su, =wv,, Vg€ {1,2,..,n},
atunci P este matricea lui S in baza B:
P =M5.

Este usor de demonstrat ca orice matrice de trecere este nesingulara, si,
reciproc, orice matrice nesingulara este matricea de trecere intre doua baze
(bine alese).

6. Observatie
Fie acum un operator liniar 7' € £(C"™); atunci legatura dintre matricele
lui T in bazele B si V si matricea de trecere P intre aceste doua baze este
(Bo1)):
MY =PI MEP.

Din faptul ca matricea unui operator depinde de alegerea bazei, decurge
in mod natural problema gasirii unei baze in care matricea operatorului sa
aiba o forma cat mai simpla, si anume forma diagonala. Aceasta problema
(numita ”diagonalizarea operatorilor liniari” pe C™) constituie subiectul
central al acestui capitol. Mentionam ca analogul infinit dimensional al
diagonalizarii (deci pentru operatori definiti pe spatii Hilbert infinit dimen-
sionale) este unul din scopurile principale ale capitolului 6.

7. Definitie
Fie T € £(C™).
(a) T se numeste operator diagonal daca matricea sa in baza canonica (a
lui C™) este matrice diagonala.
(b) Spunem ca T este diagonalizabil in sens algebric daca exista o baza a
lui C™ in care matricea lui T' sa fie matrice diagonala.
(c) Spunem ca T este diagonalizabil in sens geometric daca exista o baza
ortonormald a lui C™ in care matricea lui T sa fie matrice
diagonala.
Evident, avem implicatiile:

(a) = (c) = (b).

In acest paragraf vom reaminti (fara demonstratii) principalele rezultate cu
privire la operatorii diagonalizabili in sens algebric, iar in ultimul paragraf al
acestui capitol vom studia (si caracteriza) operatorii diagonalizabili in sens
geometric.

Pentru diagonalizarea in sens algebric recomandam [B01],p.75-90, unde sunt
prezentate demonstratiile complete ale rezultatelor ce urmeaza.
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Instrumentele esentiale pentru studiul diagonalizarii sunt polinomul carac-
teristic, vectorii proprii si valorile proprii.

8. Teorema Hamilton-Cayley
Fie A € M,, si fie I,, matricea unitate de ordinul n. Polinomul caracteristic
al matricei A, este, prin definitie,

Pa(z) =det (21, — A).

Evident, P4 este un polinom de gradul n cu coeficienti complecsi (si de
variabila complexa z).

Daca A gi B sunt doud matrice pentru care existd o matrice nesingulara
P astfel incat B = P~'AP, atunci se demonstreaza ca polinoamele lor
caracteristice sunt egale: P4 = Pp. In particular, aceasta proprietate se
poate aplica in cazul in care matricele A si B sunt matricele (in doua baze
diferite) ale aceluiagi operator T' € L(C"™). Rezulta deci ca putem defini
polinomul caracteristic al operatorului 7" € £(C™) prin egalitatea:

Pr(z) = det (21, — Mf) ,

baza B fiind arbitrara.

m
Fie acum un polinom arbitrar, f(z) = > apz"; prin definitie, polinomul
k=0
de matricea A definit de f, este matricea:

f(A) = amnA™ + a1 A™ 1+ L+ ar A+ aol,.
Teorema Hamilton-Cayley ([B01],p.76) afirma ca
Py(A) = On,
unde, O,, este matricea nula de ordinul n.

9. Valori proprii si vectori proprii
Fie T € L(C™). Spectrul operatorului T este, prin definitie, multimea
([1],p-79):

o(T) = {X € C; operatorul A\I — T nu este inversabil}.

Multimea valorilor proprii ale operatorului 7' (sau spectrul punctual)
este, prin definitie:

op(T) = {\ € C; operatorul T nu este injectiv}.

Incluziunea o, (T") C o(T') este evidenta. Dar, deoarece pe spatii finit dimen-
sionale un operator liniar este inversabil daca si numai daca este injectiv,
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rezultd ca avem egalitatea o(T') = o,(T). In concluzie, un numir A este
in spectru daca si numai daca A este valoare proprie. Din aceasta cauza,
spectrul unui operator pe C™ se mai numeste si multimea valorilor proprii.
Vom vedea ca pe spatii infinit dimensionale aceasta proprietate nu mai este
adevarata, spectrul punctual fiind, in general, o submultime stricta a spec-
trului; exista chiar exemple de operatori care nu au valori proprii, dar al
caror spectru este nevid (a se vedea, de exemplu, operatorii de translatie
din cap.6).

Este acum evident ca spectrul operatorului 7' este format din radacinile
polinomului caracteristic asociat lui T

o(T)={ e C; Pr(\) =0}.

In particular, rezulta ca spectrul unui operator pe C™ este o multime nevida
si finita.

De asemenea, A € o(T') daca si numai daca exista z € C™, z # 0, astfel incat
Tx = Az. Un astfel de vector x se numeste vector propriu asociat valorii
proprii A. Multimea vectorilor proprii asociati unei valori proprii fixate, A,
(la care adaugam si vectorul nul), este, in mod evident egala cu subspatiul
Ker(AI —1T).

Subspatiile de vectori proprii au proprietatile:

(a) Sunt subspatii invariante pentru operatorul 7', deci:

Vr € Ker(Al —T) = Tx € Ker(A\ - T).
(b) Daca A si 1 sunt doud valori proprii distincte ale lui T, atunci:
Ker(Al —T)NKer(ul —T) = {0}.

Fie A € o(T). Multiplicitatea lui A ca radacind a polinomului caracteristic
Pr se numegte dimensiunea (multiplicitatea) algebrica a lui A si o vom nota
n(\). Evident, suma dimensiunilor algebrice ale tuturor valorilor proprii
este egala cu n. Dimensiunea (multiplicitatea) geometrica a valorii proprii A
(notata (X)) este, prin definitie, egala cu dimensiunea subspatiului Ker(A —
T). In general, are loc inegalitatea:

r(A) < n(A), VA € o(T).

Incheiem acest paragraf recapitulativ cu rezultatul principal in legatura cu
diagonalizarea in sens algebric a operatorilor liniari pe C™.

10. Teorema (Criteriul de diagonalizare algebrica)
Fie T' € £(C™); urmétoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) T este diagonalizabil in sens algebric.
(b) Exista o baza B = {u1, ug, .., u,} a lui C™ formata din vectori proprii ai
operatorului 7.
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(c) r(A) =n(A), YA € a(T).
(d) @ ker(M-T)=C".

Aeo(T)
In ipoteza ca T este diagonalizabil in sens algebric, matricea sa in baza B
are pe diagonala valorile proprii ale lui 7', iar matricea de trecere P de la
baza canonica la baza B are drept coloane vectorii proprii din baza B. In
concluzie, daca o(T') = {\1, A2, .., \n }, (fiecare valoare proprie fiind repetata
de un numar egal cu dimensiunea sa algebrica), atunci:

ME = diag(\1, Mo, .., \n) = P~ M P, [BO1].

11. Observatie
In capitolul 2, s-a definit norma unui operator liniar si continuu intre doua
spatii normate gi s-a studiat spatiul Banach £(C").

Un rezultat remarcabil, adevarat numai in cazul finit dimensional, este
urmatorul.

12. Teorema
Orice operator liniar 7' € L(C™) este continuu.
Demonstratie Fie T € L(C") si fie B = {e1, e2, .., e} baza canonica a lui

n
C". Fie K = max{|| Te1 ||, || Tez ||, .., || Ten ||}; fie x = > z,e, un vector
J=1
din C™. In mod evident avem:

@) <z, V1<)<n.

Folosind inegalitatea triunghiului si inegalitatile anterioare, rezulta:
n n
I Tz =T | Yz | =0 ) e Te 1<
7=1 7=1

n
<D ol | Tey [<nK 2|
1=1

Din propozitia precedenta, ((b)< (c)), rezulta ca T este aplicatie continua.

3.2 MF.03.2. Diagonalizarea operatorilor normali

In acest paragraf vom caracteriza operatorii care sunt diagonalizabili in
sens geometric (cf. definitiei 7).

13. Lema (adjunctul unui operator)
Pentru orice T' € £L(C"), exista un unic operator, T* € L£L(C") astfel incat:

<Tx,y>=<uz,T"y >, Vx,y € C".
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Operatorul T* se numeste adjunctul lui 7. Demonstratia se bazeaza in
mod esential pe teorema lui Riesz de reprezentare a functionalelor liniare si
continue pe un spatiu Hilbert (capitolul 6). In capitolul 6, paragraful 1 vom
face demonstratia pentru un spatiu Hilbert arbitrar.

Alte proprietati remarcabile ale adjunctului sunt (a se vedea capitolul 6 pen-
tru demonstratii in cazul general al spatiilor Hilbert):

(i) (aT + BS)* =aT* + BS*,Va,3 € C, T,S € L(C®).

(ii) (T*)* =T, VT € L(C™).

(iii) (TS)* = S*T*,VT,S € L(C"™).

@) T*T || =] T |12, VT € £(CM).

W) || 7 |1=I1 T ||, ¥T € £(C).

(vi) Daca T € L£(CP) este inversabil, atunci (T71)" = (T*)~

14. Propozitie
Fie T' € L(C") si fie B = {uj,u,..,un} 0 baza ortonormala in C". Daca
ME = (ar,),, este matricea lui T' in baza B, atunci MB, = (@), -
In particular, daca elementele a,, sunt reale, atunci matricea lui T* este
transpusa matricei lui 7T'.

Demonstratie Fie MB, = (bi;).5; conform definitiei 3, avem:
b, =< T"uy, u, >=< uy, Tu, >=

= < Tuy,uy > =1a,,, V1,5 € {1,2,..,n},

ceea ce Incheie demonstratia.
Cu ajutorul notiunii de adjunct, putem defini cateva clase remarcabile de
operatori:

15. Definitie
Fie T € L(C™).
(a) T se numeste autoadjunct daca T = T*.
(b) T se numeste unitar daca TT* = T*T = I.
Este usor de observat (deoarece C™ are dimensiune finita), ca in definitia
data mai sus este suficienta doar conditia 7*T = I (de exemplu), cealalta
fiind o consecinta. Pe spatii Hilbert infinit dimensionale amandoua conditiile
sunt necesare.
(c) T se numeste pozitiv (si vom nota 7" > O) daca

<Tzx,x>>0,VzeC"

Asa cum vom vedea, orice operator pozitiv este autoadjunct. In cazul unui
spatiului real R™ definitia de mai sus nu mai implicd T' = T*; de aceea, In
cazul R™ in definitia operatorului pozitiv se cere si conditia de a fi autoad-
junct.

(d) T se numeste normal daca TT* = T*T.
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Exista o analogie intre operatori liniari si numere complexe in care opera-
torii autoadjuncti corespund numerelor reale, operatorii unitari corespund
numerelor complexe de modul 1, iar operatorii pozitivi corespund numerelor
pozitive. De exemplu, orice operator T' € L(C™) se poate scrie in mod unic
sub forma T'= A+ iB, cu A si B operatori autoadjuncti, aceasta descom-
punere fiind analogul descompunerii (Carteziene) a unui numar complex
z=a+ib, cu a,b € R; Intr-adevir, daci A = (T +T*) i B= (T —T),
atunci A si B sunt autoadjuncti si A+iB ="1T.

T e £(C™) ¢z eC.
A=A 2=7Z€c R.
UU =1 22=|22 = 1.

Mentionam ca, asa cum vom vedea In continuare, exista si alte rezultate care
intaresc aceasta analogie, inclusiv in cazul infinit dimensional (a se vedea
capitolul 6).

Revenim acum la problema diagonalizarii in sens geometric, care consti-
tuie subiectul central al acestui paragraf; rezultatul fundamental (pe care il
vom demonstra in teorema 26) este:

T este diagonalizabil in sens geometric < T este normal.

Primul rezultat se refera la operatorii unitari.

16. Teorema
Fie U € £(C"); urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) U este operator unitar.
(b) U este inversabil si U~! este unitar.
(c) < Uz, Uy >=< z,y >, Vx,y € C".
(d) U transforma orice baza ortonormala in baza ortonormala.
Demonstratie (a)= (b) Daca U este unitar, atunci, din definitie, U este
inversabil i U~ = U*; operatorul U~! este unitar deoarece:

Y vlt=wn'vtt=wunt =1
(b)= (c) Pentru orice z,y € C", avem:
<a,y>=<U Uy >=<Uz, (U )y >=<Uzx,Uy > .
(c)= (d) Fie B = {u1,ug, ..,un} o baza ortonomala, deci
< Uy, uy >= 0], (simbolul lui Kronecker).
Multimea {Uuy,Uus, ..,Uu,} este baza ortonormala deoarece:

< Uu,, Uuy >=< u,,uy >= 6], V1,5 € {1,2,..,n}.
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(d)= (c) Fie {e1,ea,.., e,} baza canonica si fie

n n
T = g T, 8y = g Yp €y
=1 1=1

Deoarece, conform ipotezei, {Uey,Ues,..,Uey} este tot baza ortonormala,
avem:

n n
<Uzx, Uy >=< Zszel, Zije] >=

1=1 1=1
n n n
= Zszy] <Ue,Ue; >= z::rzyZ =< z,y>.
1=1 y=1 1=1

(c)= (a) Propunem mai intai ca exercitiu urmatoarea afirmatie: doi oper-
atori T, S € L(C"™) sunt egali daca si numai daca

<Txz,y >=< Sz,y >, Yo,y € C™.
Pentru orice z,y € C", avem:
<UUz,y >=< Uz, Uy >=< z,y >,
si deci U*U = 1.

17. Observatie

Punctul (d) din teorema de mai sus aratd ca matricele operatorilor unitari
sunt exact matricele de trecere intre doua baze ortonormale. Mai mult,
matricea (Intr-o baza ortonormald) a unui operator unitar are drept coloane
vectori ortonormali; o astfel de matrice se numeste matrice ortogonala.

Din egalitatea (c) din teorema 16 rezulta | Uz ||=| = ||, V2 € C", deci
operatorii unitari sunt izometrii liniare; pe spatiul C™ se poate demonstra
i reciproca: orice izometrie liniara este operator unitar. Tntr—adevér, daca

| Uz ||=[ = ||, Yz € C*,
atunci < Uz, Ux >=< z,x >, Vo € C" i deci
<U'Uz,z >=<z,x > Vr € C".

Demonstratia se incheie daca folosim urmatorul rezultat adevarat numai pe
spatii Hilbert complexe (demonstratia, care este elementara, se gaseste in
capitolul 6, propozitia 9):

Fie T € L(C™) un operator arbitrar; daca < Txz,x >= 0, Yz € C", atunci
T=0.

Vom vedea (in capitolul 6) ca pe spatii Hilbert infinit dimensionale

exista izometrii liniare neinversabile.
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Utilitatea operatorilor unitari pentru problema diagonalizarii in sens geo-
metric este continuta In urmatoarea teorema.

18. Teorema

(a) Un operator D € L(C") este operator diagonal daca si numai daca
vectorii bazei canonice sunt vectori proprii pentru D.

(b) Un operator T' € L(C™) este operator diagonalizabil in sens geometric
daca si numai daca exista o baza ortonormala a lui C™ formata din vectori
proprii ai lui 7', sau, echivalent, exista un operator unitar U astfel incat
operatorul D = U~'TU s# fie operator diagonal.

Demonstratie (a) Daca D € L(C™) este un operator diagonal, atunci,
prin definitie, matricea sa in baza canonica este:

MM 0 .. .0
0 X . . . O

MD = . . N . ;
0 0 . . . M\

unde, A1, Ag, .., A, sunt valorile proprii ale lui D. Daca {ej,ea,..,e,} este
baza canonica, atunci evident De, = \,e, si deci e, este vector propriu aso-
ciat valorii proprii A,.

Reciproc, daca De, = \e,, atunci elementele matricei lui D (in baza canonica),

sunt:
A, daca 1=

= D = o
gy =< Pep €0 > { 0 daca 1 # .

(b) Daca T este un operator diagonalizabil in sens geometric, atunci, din
definitie, exista o baza ortonormald B = {uq,ug, .., u,} astfel incat

MO0 .. .0
0O Xo . . . 0
ME=| . P
0 0o . . . A\

Fie D operatorul (diagonal) a cirui matrice in baza canonica este M%. Daci
U este operatorul definit de relatiile

Ue, =u,, V1€ {1,2,..,n},

atunci U este operator unitar (conform teoremei 16(d)) si D = U~'TU.
Conform celor demonstrate la punctul (a), rezulta ca

De, = \e,, Vo€ {1,2,..,n}.
Rezulta deci TUe, = \,Ue,, adica

Tu, = \Nu,, Vo € {1,2,..,n},
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deci uq,us, .., u, sunt vectori proprii ai lui 7.
Reciproc, fie B = {uj,usg,..,u,} o baza ortonormala formata din vectori
proprii ai operatorului T € £L(C"™), deci

Tu, = \u,, Vo € {1,2,..,n}.

Fie U operatorul definit prin Ue, = u,, V2. Atunci U este operator unitar
(cf. teoremei 16(d)); rezultd ci operatorul U~ !TU este operator diagonal
deoarece vectorii bazei canonice sunt vectori proprii:

U 'TUe, = U 'Tu, = U_l()\luz) = \U"tu, = \e,, V.

Rezulta deci cd matricea lui T' in baza B este diagonala, deci T este operator
diagonalizabil in sens geometric.

Trecem acum la studiul operatorilor normali; inainte de a demonstra teo-
rema de diagonalizare (in sens geometric) pentru aceasta clasa de operatori,
vom prezenta mai Intai cateva proprietati uzuale ale acestora.

Reamintim ca un operator 7' € £(C™) se numeste normal daca el comuta
cu adjunctul sau: TT* = T*T.

19. Propozitie
Daca T € L(C"™) este operator normal, atunci

| Tz ||=|| T*z |, Yz € C™.

Mentionam ca reciproca acestei afirmatii este gi ea adevarata.
Demonstratie Pentru orice x € C", avem:

| Tz |°=< Tz, Te >=< z,T*"Tz >=

=<z, TT*z >=< T*z, Tz >=| T*z ||*.

20. Consecinta
Daca T € L(C"™) este operator normal, atunci Ker(7') =Ker(T™).
Folosind propozitia precedenta, demonstratia este evidenta:

| Te||l=0 & | T |=o.

21. Propozitie
Fie T' € £L(C™) un operator normal. Atunci, pentru orice A € C gi z € C",
avem:
Tx =M x & T x = M.

Deci, daca \ este valoare proprie pentru T, iar x este un vector propriu (al
lui T') corespunzator valorii proprii A, atunci, A este valoare proprie pentru
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T*, iar z este vector propriu (al lui T*) corespunzitor valorii proprii .
Demonstratie Fie A € ¢(7T); atunci, pentru orice z € C", avem:

Tex =Mz & z € Ker(AM - T),
si deci este suficient sa demonstram egalitatea:
Ker(A\ — T) = Ker(A — T%).

Se verifici direct ci operatorul A\ —T este normal, iar adjunctul siu este A\ —
T*; aplicand acum consecinta 20 operatorului (normal) \I —T', demonstratia
se incheie.

22. Propozitie
Fie T € L(C™) un operator normal si fie A # u doua valori proprii distincte
ale sale. Daca Tx = Az si Ty = py, atunci « L y.
Demonstratie Fie T, A\, u,x,y ca in enunt; atunci , conform propozitiei
precedente T*y = Ty si deci:

A<zy>=< I,y >=<Tx,y >=< x, Ty >=<z, iy >=pu < x,y > .
Deoarece A — p # 0, rezulta < z,y >= 0, adica x 1 y.

23. Observatie
Din algebra liniara se stie ca pentru un operator liniar arbitrar, vectorii pro-
prii corespunzatori unor valori proprii distincte sunt liniari independenti;
propozitia anterioara afirma ca pentru operatorii normali, acestia sunt per-

pendiculari. O formulare echivalenta este: pentru orice A\, u € o(T), X # p,
avem Ker(A —T') LKer(ul —1T).

Pentru a putea demonstra teorema de diagonalizare pentru operatorii
normali, mai sunt necesare doua rezultate cu caracter general.

24. Lema
Fie A, B € £L(C"™). Daca AB = BA, atunci A si B au (cel putin) un vector
propriu comun.
Demonstratie Fie A € 0(A) si fie  # 0 un vector propriu
corespunzator: Ax = A\x.
Din egalitatea AB = BA rezultd prin inductie AB¥ = B*A, Vk € N.
Aplicand egalitatii Ax = Az operatorul B, obtinem: BAx = ABz, adica
ABx = ABx; in concluzie, vectorul Bz este si el vector propriu pentru oper-
atorul A (corespunzator tot valorii proprii \). Analog, aplicand in continuare
B2 B3, ..., rezulta

ABFz = \B*z, Vk € N,
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si deci toti vectorii B¥z, k € N, sunt vectori proprii ai operatorului A,
corespunzatori valorii proprii A. Deoarece dimensiunea lui C™ este finita,
rezulta ca numai un numar finit dintre acegtia sunt liniari independenti; fie

{z, Bz, B’z, .., B" 2}

primii p vectori liniari independenti si fie X subspatiul liniar generat de ei.
Proprietatile subspatiului X sunt:

(i) dim(&X) = p.

(ii) Yy € X este vector propriu pentru operatorul A.

(iii) X este subspatiu invariant pentru operatorul B, adica B(X) C X.
Proprietatea (i) este evidentd; pentru a demonstra (ii) este suficient sa
observam ca, in general, orice combinatie liniara de vectori proprii (core-
spunzatori toti aceleeagi valori proprii) este in continuare vector propriu.
Demonstram acum (iii); pentru aceasta, este suficient si demonstram ca
pentru orice vector (din bazd) Bix € X rezultid B(B%r) € X. Dar Bitly €
{x, Bz, B?z, ...} si deci conform alegerii lui p rezulta ci B4tz este o combinatie
liniar& a vectorilor {z, Bz, .., BP~ !z}, adica B¢"lx € X.

Fie Blx : X — X restrictia operatorului B la subspatiul X'; operatorul B|x
are cel putin o valoare proprie (deoarece dim(X’) > 1) si deci exista cel putin
un vector propriu y € X al operatorului B. Deoarece toti vectorii din X
sunt vectori proprii pentru A, rezulta ca y este un vector propriu comun
operatorilor A si B.

25. Lema
Fie T € £L(C") si fie X un subspatiu invariant pentru 7. Atunci subspatiul
ortogonal, X', este invariant pentru operatorul T*.
Demonstratie Pentru orice y € X+ si € X, deoarece Tz € X, avem:

<T'y,z >=<y, Tz >=0.

Rezultd deci ca T*y L z, Vo € X, adica T*y € XL,
Evident, are loc si implicatia reciproci: daca X este invariant la T*, atunci
X este invariant la T'.

Demonstram in continuare principalul rezultat al acestui paragraf.

26. Teorema de diagonalizare pentru operatori normali
Fie T' € £(C"); urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(i) T este operator normal.
(ii) T este operator diagonalizabil in sens geometric.
Demonstratie Vom incepe cu implicatia mai ugoara: (ii)=(i). Dacd T
este operator diagonalizabil in sens geometric, atunci, conform teoremei 18
(b), exista un operator unitar U € £(C™) astfel incat operatorul D = U*TU
sa fie operator diagonal. Deoarece DD* = D*D (egalitate evidenta), rezulta:

TT*=U*DU (U*DU)* =U*DUU*D*U = U*DD*U =
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=U*D*DU =U*D*UU*DU = (U*DU)*U*DU = T*T,
si deci T este operator normal.
Demonstram acum implicatia (i)=(ii). Fie T € £(C™) un operator nor-
mal, deci TT* = T*T. Pentru a demonstra ca T este diagonalizabil in
sens geometric este suficient, conform teoremei 18(b), sa construim o baza
ortonormala a lui C™ formata din vectori proprii ai operatorului T'. Deoarece
operatorii T" i T* comuta, din lema 24 rezulta ca exista u; € C™ un vector
propriu comun pentru 7" si T*. Fie X subspatiul liniar generat de u; si fie
X ortogonalul siu. Proprietitile subspatiilor A; si X" sunt:
(i) X Pt =cn
(ii) dimAX; =1 si dim Xt =n — 1.
(iii) X7 si A sunt invariante la T si T*.
Primele doua proprietati sunt evidente. Subspatiul X este invariant si la
T si la T* deoarece u; este vector propriu atat pentru 7' cat si pentru T™.
Conform lemei 25, rezulta ci subspatiul Xj- este si el invariant pentru op-
eratorii T gi T*. Consideram restrictiile operatorilor 7" gi T la subspatiul
Xt

T’Xll : XlJ_ - XIJ_7

T*|r s X — X1

Aplicand acum lema 24 operatorilor T'| 1 si T*| 1, (care comuta intre ei),
1 1

rezulti ci existd us € Xj- care este vector propriu comun operatorilor 7' si
T*. Fie Xy subspatiul liniar generat de vectorii u; si uz si fie X3~ ortogonalul
sau. Deoarece vectorii u1 si ug sunt perpendiculari

(din constructie), rezulta ca dimensiunea spatiului Xs este 2; cu un rationament
analog celui de mai sus, se demonstreaza ca subspatiile Xs si XQL sunt in-
variante la T' gi T*. Repetand acum constructia anterioard (consideram
restrictiile operatorilor T si T* la subspatiile X5 si Xj, etc), obtinem o
multime {uy,ug, .., u,} cu proprietatile:

(i) u, L uy, Yo # ).

(i) u, este vector propriu pentru operatorii T si T*, V2 € {1,2,..,n}.
Considerand acum

v, =|| u, H_l u,, Vo € {1,2,..,n},

rezultd cad multimea {vi,vo,..,v,} este o baza ortonormala a lui C™ for-
mata din vectori proprii ai operatorului 7' (si ai lui 7%), ceea ce incheie
demonstratia.

Inainte de a enunta o prima consecinta importanta a teoremei de mai
sus, introducem o noua clasa de operatori liniari.

27. Definitie
Fie X un subspatiu in C™. Atunci, conform teoremei proiectiei pe un
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subspatiu inchis (a se vedea si teorema proiectiei, capitolul 4), orice x € C™
admite o descompunere unici z =y + 2z cuy € X si z € X+, Consideram
operatorul (liniar)

Py : C" = C", Pyx =y.

Operatorul Py se numesgte proiectia pe subspatiul X. Este evident ca
P2 = Py; se demonstreazi de asemenea fara dificultate ci Py este au-
toadjunct. Un studiu aprofundat al operatorilor de proiectie (pe un spatiu
Hilbert arbitrar) va fi prezentat in capitolul 6, paragraful 2. In cele ce
urmeaza vom folosi urmatoarele proprietati (demonstratiile sunt imediate).
Daca X 1L Y, atunci:

(i) PxPy = PyPy = O.

(ii) Operatorul suma Py + Py este de asemenea proiectie, subspatiul de
proiectie corespunzator fiind suma (directa) a subspatiilor X gi Y.

3.3 MF.03.3. Calcul functional

28. Formula de descompunere spectrala pentru operatori nor-
mali
Fie T € £(C"™) un operator normal si fie Aj, Ag, .., A, valorile sale proprii
(distincte). Fie, pentru orice « € {1,2,..,m}, P, operatorul de proiectie pe
subspatiul vectorilor proprii asociati valorii proprii A,. Atunci:
(i) PP,=0,Vi#).
(ii) P+P+.+P,=1
Formula (iii) se numeste descompunerea spectrala a lui T'; in plus, aceasta
descompunere este unica.
Demonstratie Prima relatie este adevarata deoarece, conform propozitiei
22, pentru un operator normal vectorii proprii corespunzatori unor valori
proprii distincte sunt ortogonali. Din teorema 26, rezulta ca exista o baza a
lui C™ formata din vectori proprii ai operatorului 7" si deci suma (directd) a
tuturor subspatiilor de vectori proprii este C™; acest fapt justifica egalitatea
(ii). Pentru a demonstra formula de descompunere spectrala, fie, (ca in teo-
rema 26(a)), T = UDU ™!, unde U este operator unitar, iar D este operator
diagonal (matricea sa in baza canonica are pe diagonala principala valorile
proprii ale lui T'). Este evident ca D = A\ E1 + AoEs + .. + A\, By, unde, E,
este proiectia pe subspatiul vectorilor proprii ai lui D asociati valorii proprii
A,; reamintim ca, in baza teoremei 18(a), vectorii din baza canonica sunt
vectori proprii pentru D. Demonstratia se incheie observand ca

P, =UEU.

Lasam demonstratia unicitatii ca exercitiu.
Din demonstratie rezulta de asemenea si formula de descompunere spectrala



3.3. MF.03.3. CALCUL FUNCTIONAL 53

a adjunctului:

29. Observatie
Deoarece operatorii autoadjuncti si operatorii unitari sunt in mod evident
operatori normali, din teorema 26 rezulta ca acesti operatori sunt diagonal-
izabili in sens geometric; propunem cititorului sa gaseasca o demonstratie
directa pentru teorema de diagonalizare a operatorilor autoadjuncti.

In finalul acestui capitol vom da cateva aplicatii remarcabile ale teo-
remelor 26 si 28; pentru completari, recomandam [9].

30. Observatie
Se demonstreaza fara dificultate urmatoarele implicatii:
(i) Daca T este operator autoadjunct, atunci valorile sale proprii sunt nu-
mere reale.
(ii) Daca T este operator pozitiv, atunci valorile sale proprii sunt numere
pozitive.
(iii) Daca T este proiector, atunci o(T") C {0, 1}.
(iv) Daca T este operator unitar, atunci valorile sale proprii sunt numere
complexe de modul 1.
Este remarcabil faptul ca pentru operatorii normali sunt adevarate si re-
ciprocele acestor afirmatii.

31. Teorema
Fie T' € £(C™) un operator normal; atunci:
(i) T este operator autoadjunct daca si numai daca valorile sale proprii sunt
numere reale.
(ii) T este operator pozitiv dacd gi numai daca valorile sale proprii sunt
numere pozitive.
(iii) T este proiector daca si numai daca o(7") C {0,1}.
(iv) T este operator unitar dacd si numai daca valorile sale proprii sunt
numere complexe de modul 1.
Mentionam ca exista operatori (dar nu normali) care au toate valorile proprii
reale, dar nu sunt autoadjuncti, etc.
Demonstratie Vom demonstra numai implicatiile ”<".
Fie, conform teoremei 28,

m m
T=) MPsiT =) AP,
=1 1=1

descompunerile spectrale ale operatorilor (normali) 7" si T*.
(i) Este clar ca daca A, sunt numere reale, atunci 7" este autoadjunct.
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(ii) Daca A, > 0, atunci pentru orice x € C", avem:

m m
<Tx,x >:Z)" < Px,x >:Z)" <Pfx,af >=

m m
=Y M<Pxz,Px>=) )| Pz|*>0,
=1 1=1
deci T este operator pozitiv.
(iii) Daca o(T") C {0, 1}, atunci operatorul 7" este suma unor proiectii pe
subspatii ortogonale, deci este el insusi o proiectie.
(iv) Daca |\,| = 1, Vi, atunci:

ZZ)\)\PP Z|)\| pP? = ZP_I

1=1 y=1

ceea ce arata ca T este operator unitar.

32. Definitie (calcul funct;ional polinomial)

Fie T' € L(C") si fie p(z) Z ajz* un polinom cu coeficienti complecsi. O
k=0
definitie naturala pentru ”valoarea lui p in T' 7 este

m

p(T) = > a;T*; in aceastd formuls T° = I. Este usor de demonstrat ca
k=0

pentru orice doua polinoame p,q si «, § € C, avem:

(1) (ap+Bq) (T) = ap(T) + Bq(T).

(i) (pg)(T) = p(T)q(T).

Aplicatia p — p(T') se numeste calculul functional (polinomial) al opera-
torului 7. Extinderea acestei aplicatii la alte clase de functii este o problema
importanta.

Demonstram mai intai legatura dintre calculul functional si teorema de de-
scompunere spectrala pentru operatori normali.

33.Propozitie
m
Fie T € £(C™) un operator normal si fie T' = > A\, P, descompunerea sa

=1
spectrala. Atunci, pentru orice polinom p, avem:

Demonstratie Este suficient s& demonstram ca pentru orice k € N, avem:

m
=> NP
1=1
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Deoarece P,P, = O daci v # 5 si P? = P, rezulta:

T? = (f: Mz) iAJPJ =
=1 7=1

= 2

> ANPP = i A2P,.

m m
=1 ]:1 =1

Egalitatea pentru k oarecare rezulta prin inductie.

34. Definitie (calcul functional)

Fie T € L£(C") un operator normal avand descompunerea spectrala T =
m

> AP, i fie f o functie de variabila complexa al carei domeniu de definitie
1=1
include spectrul operatorului T'. In acest caz definim:

f(T) = Zf(Az)Pz

Din propozitia 33 rezulta ca pentru functii polinomiale aceasta definitie co-
incide cu definitia 32. Se verifica simplu urméatoarele proprietati:
(@) (af + Bg) (T) = af (T) + Bg(T), (liniaritate),
(i) (fg)(T) = f(T)g(T), (multiplicativitate) Vo, € C si pentru orice
functii f, g definite pe spectrul lui 7.
Sa observam ca din aceasta definitie rezulta ca operatorul f(7') este si el
m
normal, iar Y f(\,)P, este descompunerea sa spectrala.
1=1
De exemplu, dacd f(z) = z, atunci f(T) = T*; Fie g(z) = 1. Daci oper-
atorul 7" este si inversabil (deci 0 nu este in spectrul sau), atunci are sens
g(T); obtinem ¢(T) = T,
O proprietate importanta a calculului functional este teorema de trans-
formare a spectrului.

35. Teorema (de transformare a spectrului)
Fie T'€ £(C™) un operator normal si fie f o functie definita pe spectrul lui
T'; atunci:
o (f(T) ={f(N); Aea(T)}.
Vom nota in continuare multimea din membrul drept al acestei egalitati cu

f (). )

Demonstratie Fie T'= > )\, P, descompunerea spectrala a operatorului T
1=1

m
atunci, din descompunerea spectrala f(T) = > f(\,)P,, rezulta ca valorile
1=1

proprii ale lui f(T') sunt f(\1), f(A2), .., f(Am), ceea ce incheie demonstratia.

O alta aplicatie remarcabila a calculului functional este existenta radacinii
patrate pozitive pentru operatori pozitivi.
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36. Teorema (radacina patrata)
Fie T' € £(C"™) un operator pozitiv. Atunci existd un unic operator pozitiv
S € L(C?) astfel incat T = S?; operatorul S se numeste radicina patrati
pozitivii a lui T si se noteazi cu /7.
Demonstratie Deoarece T este operator pozitiv, avem incluziunea: o(T') C
[0,00). Rezultd deci ca functia radical f(t) = v/t este definitd pe spectrul
operatorului T'; fie S = f(T) = +/T. Fie id(t) = t functia identici. Deoarece
f? =id, din multiplicativitatea calculului functional rezulta ci S? =id(T) =
T.
Din teorema de transformare a spectrului rezulta ca

o(VT) = {VA; A€ o(T)} C [0,00),

si deci, conform teoremei 31(ii) operatorul v/T este pozitiv.

Unicitatea lui S rezulta din unicitatea formulei de descompunere spectrala;
m

daca T'= ) A\, P, este descompunerea spectrala a lui T, atunci
1=1

Szi\/iazﬁ
1=1

este descompunerea spectrald a lui v/7T.

37. Consecinta
Fie A, B € L£(C™) doi operatori pozitivi; daca AB = BA, atunci produsul
AB este de asemenea pozitiv.
Pentru demonstratie trebuie observat c& daci A si B comuti, atunci VA si
VB comuti si ei.

O aplicatie a existentei radacinii patrate este existenta unei descom-
puneri analoage descompunerii polare de la numere complexe. Se gtie ca
orice numar complex nenul z se poate scrie (in mod unic) sub forma z = ru,
unde 7 = |z| > 0 si |u| = 1.

38. Teorema (descompunerea polara)
Pentru orice 7' € £(C") existd un unic operator pozitiv P € £(C™) si un
operator unitar (nu neaparat unic) U € £(C") astfel incat 7' = UP. Daca
in plus operatorul T este inversabil, atunci U este unic determinat.
Demonstratie Vom face mai intai demonstratia in ipoteza ca T este in-
versabil, apoi vom trata cazul general. Fie P = vT*T si fie
V = PT~!; atunci, daci notdm U = V!, obtinem T = UP, unde P este
un operator pozitiv. Mai avem de aratat ca U este unitar. Pentru aceasta
aratam ca V este unitar; deoarece V* = (T*) "L P, rezulta:

VYV = (T PPT = (T TT T = 1,
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si deci V este unitar. Pentru a demonstra unicitatea lui P, sa presupunem
ca UP =T = U,P, este o alta descompunere polara a lui 7. Din egalitatea
UP = U,P,, prin trecere la adjuncti rezulta PU* = P,U} si deci:

P?=PU*UP = P,UU,P, = P2.

Deoarece radacina patrata pozitiva este unica, rezulta ca P = P,. Pentru a
demonstra unicitatea lui U sa observam ca daca T este inversabil atunci si
P = U~!T este inversabil si deci din egalitatea UP = U,P obtinem U = U,,.
Consideram acum cazul general; operatorul P se construieste la fel: P =
VT*T. Construim acum U; pentru aceasta, sa observam ca pentru orice
x € C", avem:

| Pz ||?*=< Pz, Pz >=< P%z,x >=<T*Tz,z >=|| Tz ||*.

Definim operatorul U mai intéai pe subspatiul Im(P) prin U(Pzx) = Tz, Vx €
C". Definitia este corecta, in sensul ca daca
Pxy = Pxo, atunci Tx, = Tzs; pentru aceasta folosim egalitatea demon-
strata mai sus:

0 =|| Pa1 —2) =] T(er —22) ||

Tot din egalitatea | Px ||=| Tx ||, rezultd ca U : Im(P) — Im(T) este o
izometrie:

1 U(Px) [|=| Tz =] Pz |, Ve € C".

De aici rezulta ca subspatiile Im(P) si Im(7") au aceeasi dimensiune (fiind
izomorfe) si deci si ortogonalele lor au dimensiuni egale; fie

W (Im(P))" — (Im(T))*

o izometrie liniara arbitrara (exista, deoarece cele doua subspatii sunt izomorfe).
Prelungim U pe intregul C*, punand U = W pe (Im(P))l. Rezulta deci ca
U este o izometrie pe C™, adica

[ Uz ||=]l« ||, V& € C™

Conform observatiei 17 rezulta ca U este operator unitar; egalitatea UP =T
este de asemenea verificata si deci demonstratia este completa.

Variante infinit dimensionale ale rezultatelor de mai sus vor fi studiate
in capitolul 6.



Capitolul 4

MF.04. Spatii Hilbert

Cuvinte cheie

produs scalar, spatiu Hilbert, ortogonalitate, functionala liniara, proiectie,
baza ortonormala, serie Fourier.

Pricipalul concept geometric ce nu poate fi definit satisfacator intr-un
spatiu Banach este perpendicularitatea. Notiunea de produs scalar este
instrumentul care permite construirea unei teorii geometrice apropiate de
cea euclidiana in cadrul abstract al spatiilor vectoriale. In acest para-
graf prezentam notiunile si rezultatele de baza din teoria spatiilor Hilbert.
Deoarece unele dintre acestea vor fi date fara demonstratii, recomandam
urmatoarele surse bibliografice pentru completarea informatiei: [B01], [C02],
[D02], [FO1], [HO1], [O01], [R02],[S02].

4.1 MF.04.1. Geometria spatiilor Hilbert

1. Definitie
Fie X un spatiu vectorial complex; se numeste produs scalar pe X orice
aplicatie <, >: X x X — C care, pentru orice z,y,z € X si a, 8 € C,
verifica proprietatile:
(@) <ax+py,z>=a<z,z>4+0<y,z>
(b) <z,y>=<ga>
(c) <z,z>>0
(d) <z,z>=0<2=0.
Perechea (X, <, >) se numeste spatiu cu produs scalar sau spatiu prehilber-
tian.

2. Observatie
Fie (H, <, >) un spatiu cu produs scalar. Atunci, pentru orice

58
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vectori x,y € H, avem:
(a) relatia de polarizare:
<z,y>=

1
:Z(<x+y,x+y>—<x—y,x—y>+

+i<xH4iy,x+iy>—i<r—iy,xr—iy >).

(b) inegalitatea lui Schwarz:

| <zy>|< V<z,z><y,y>.

(c) Aplicatia || ||: H — [0,00), || = ||= +/< @, & > este o0 norma pe H; o vom
numi norma definita de produsul scalar.
(d) Produsul scalar este aplicatie continua: daca lim z, = = si

n—o0

lim y, =y, atunci lim < z,,y, >=< z,y >.
n—oo n—oo

Demonstratiile se pot gasi in: [B01], [D02].

3. Definitie
Fie (H, <, >) un spatiu prehilbertian si fie || || norma indusa de produsul
scalar. Daca (H,| ||) este complet atunci (H,<, >) se numeste spatiu
Hilbert. Doi vectori x,y € H se numesc ortogonali (sau perpendicu-
lari) daca < x,y >= 0. Vectorul z se numeste ortogonal pe submultimea
nevida M C H (si vom nota x L M) daca x este ortogonal pe toti vectorii
din M. Ortogonalul multimii M este, prin definitie, M+ = {y € H;y L
x, Vo € M}. Este simplu de aratat ci M* este subspatiu vectorial inchis in
H (se foloseste continuitatea produsului scalar). Propunem de asemenea ca
exercitiu egalitatea (aici bara inseamna inchiderea multimii respective):
(Kl)L = K, pentru orice subspatiu K C H. Dacd M # {0}, atunci
M+ # H. Submultimea nevidi M C H se numeste ortogonali daca
x Ly, Va,y € M si ortonormald daca, in plus, || z [|= 1, Va € M.
Doua spatii Hilbert (Hy,<, >1) si (Ha, <, >2) se numesc izomorfe daca
existd un izomorfism U de spatii vectoriale de la H; la Hy astfel incat
< Ux,Uy >9=< z,y >1. Aplicatia U se numeste in acest caz izomor-
fism de spatii Hilbert sau operator unitar.
Urmatoarele doua proprietati sunt generalizari ale unor rezultate din geome-
tria elementara.

4. Propozitie
(a) Fie (H, <, >) un spatiu prehilbertian. Atunci:

lz+yI?+llz—yI*=20« |” + Iy |?),Va,y € H.

(b) Reciproc, daca (X, || ||) este un spatiu normat astfel incat este verificata
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egalitatea de la punctul (a), atunci exista un produs scalar <, > pe X astfel
incat || z ||*>=< z,x >; (legea paralelogramului).

(c) Pentru orice multime finitd ortogonala de vectori {z1,zs,..,2,} din
spatiul prehilbertian H, are loc egalitatea (teorema lui Pitagora):

Iy i 1P=> e |
j=1 j=1
Pentru demonstratii se pot consulta [B01], [D02], [O01].

Urmatorul rezultat este fundamental in studiul spatiilor Hilbert. Ream-
intim ca o submultime M a unui spatiu vectorial se numeste convexa daca
ar+ (1 — a)y e M, Vz,y € M, Va € [0,1].

5. Teorema
Fie H un spatiu Hilbert si fie M C H o multime nevida, inchisa si convexa.
Atunci exista gi este unic un vector xp; € M astfel incét

| war ||=inf{]| 2 ||; = € M},

Demonstratie Sa notam cu § = inf{|| z ||; = € M} si fie (z,,)n un sir de
elemente din M astfel incat lim || x, ||= §. Deoarece M este mulfime
n—0o0

convexa, rezulta ca pentru orice n,m € N avem %azn + %xm € M si deci:

In 1 Tm 2> 6%,Vn, m € N.

Aplicand legea paralelogramului vectorilor %:L’n si %xm si folosind inegali-
tatea de mai sus, rezulta:

Tp — Tm

. Ty + Ty H2<

[ ;

i ZT
=2 22 2 22 )2 - |

< 5l an 2 + || @m %) - 6

| =

si deci :

ln = zm P<2( 20 1* + | 2 [?) - 46%.

De aici rezulta ci limsup || x, — 2, ||*= 0, ceea ce arati ci (x,), este sir

n,Mm—00
Cauchy; fie xpy = lim x,. Deoarece M este multime inchisa, rezultda ca
n—oo
xpr € M, iar din continuitatea normei avem || zps ||= §. Pentru a demon-
stra unicitatea, presupunem prin absurd ca exista xps si ypr in M, diferiti,
astfel incat || zar ||=|| yar ||= 9. Aplicand legea paralelogramului vectorilor

xp st yyr §i repetand rationamentul anterior, rezulta || zar — yas ||= 0, ceea
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ce constituie o contradictie.

6. Consecinta (teorema proiectiei pe un subspatiu inchis)

Fie H un spatiu Hilbert si fie K C H un subspatiu inchis. Atunci, pen-
tru orice x € H, existd si este unic y € K astfel incat z —y € Kt si
| z—y ||<|| z — z ||, pentru orice z € K. Elementul y (care depinde in mod
evident de = i K ) se numeste proiectia lui  pe K. Pentru demonstratie
se aplica teorema precedenta.

Rezultatul urmator este o generalizare in spatii Hilbert a descompunerii unui
vector dupa doua directii perpendiculare din geometria euclidiana.

7. Teorema (descompunerea ortogonald)
Fie H un spatiu Hilbert si fie K un subspatiu inchis al siu. Atunci, pentru
orice vector & € H existd y € K si z € K+ astfel incat © = y + z; in plus,
aceasta descompunere este unica. Vom nota aceasta descompunere ortogo-
nals H =K@ K.
Demonstratie Fie x € H, arbitrar fixat. Aplicind teorema 5 multimii
nevide, convexe si inchise M = {x — u, u € K}, rezulta ca exista un vector
unic z € M cu proprietatea || z ||= inf{|| v ||; v € M}. Fie u € K astfel
incat || u ||=1; atunci z— < z,u > u € M si deci:

| 2 2<) 2= < zyu > u |P=< 2— < z,u > u, 2— < z,u > U >=
=|zP-<zuS<zu>—-<zu><zus+|<zu>|?=
=z |I? ~ < zu> 2

ceea ce este posibil numai daci < z,u >= 0. Am demonstrat deci cii z € K.
Din definitia lui M rezulta ca exista y € K astfel incat x = y + z. Pen-
tru a demonstra unicitatea, presupunem prin absurd ca exista yi,y2 € K
§i 21,20 € K+ astfel incat y; # v, 21 # 20 851 ¢ = y1 + 21 = y2 + 22. De
aici rezulta ca y; —y2 = 20 —z1;dar y13 —y2 € K gi 20 — 21 € KL, si deci
Yl—ya=20—21 € KNK+ = {0}, contradictie care incheie demonstratia.

8. Definitie
Fie X un spatiu normat. Se numeste functionala liniara pe X orice
aplicatie liniara f : X — C. Asa cum am vazut in capitolul 2, functionalele
liniare gi continue au un rol deosebit in studiul spatiilor Banach. Pe spatii
Hilbert este adevarat urmatorul rezultat remarcabil (teorema lui Riesz de
reprezentare a functionalelor liniare si continue pe un spatiu Hilbert).

9. Teorema lui Riesz
Fie H un spatiu Hilbert.
(a) Pentru orice y € H, fixat, aplicatia f, : H — C, fy(z) =< x,y > este
functionala liniara si continua.
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(b) Reciproc, daca f este o functionald liniara si continua pe H, atunci
exista si este unic un vector yy € H astfel incat f(x) =< x,ys >,
Vx € H; in plus, are loc egalitatea:

sup{|f(z)[; z € Hyil = |=1} =[ys |-

Demonstratie Punctul (a) este evident (pentru continuitate se foloseste
inegalitatea lui Schwarz).

(b) Fie Ker(f) = {x € H| f(z) = 0} nucleul aplicatiei f. Daca Ker(f) = H,
atunci f este identic nula si deci putem lua y; = 0. Daca Ker(f) # H, atunci
existi 2 € Ker(f)* cu proprietatea || z ||= 1si f(2) # 0. Pentru orice z € H,
vectorul = — (;8)2 este in Ker(f), si deci:

@) 2=
f(z)Z’f(Z)Z >=

f@) — fl@) )

8 z, f(z2)z >+ < ) z, f(2)z >=< =z, f(2)z >,

si deci putem alege yf = f(z) 2. Unicitatea lui y; este imediata. Din
inegalitatea lui Schwarz, rezulta

flz)=f(z) < z,z >=<

=< —

sup{[f(z)[; z € Hsi ||z |=1} =sup{| <z, yp > [;x € Hsi ||z =1} <

<supf{[|z ([l ys ll; z € Hsi ||z [[=1} = ys [ -

Pentru a demonstra cealalta inegalitate, s observam ca:

v\ _ _
rf(” u ||>' ™
Yf

In particular, rezulta ca supremumul este atins in punctul Tl

4.2 MF.04.2. Serii Fourier

10. Definitie
Fie H un spatiu Hilbert. Se numeste baza ortonormala in H orice submultime
B = {e,},c7 cu proprietatile:
(i) <&, ey >=4), V2,7 € B; (am notat cu d; simbolul lui Kronecker).
(ii) Subspatiul vectorial generat de B este dens in H.
Se demonstreaza ca in orice spatiu Hilbert exista cel putin o baza ortonor-
mala, ([BO1], [D02]); de asemenea, orice doua baze ortonormale ale aceluiagi
spatiu Hilbert H au acelagi numar de elemente, numit dimensiunea lui
H. Spatiile Hilbert care admit baze ortonormale cel mult numarabile (card
(B) < X,), se numesc separabile. Cum in aceasta lucrare vom consid-
era numai spatii Hilbert separabile, de aici Inainte, prin spatiu Hilbert vom
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intelege un spatiu Hilbert separabil.

Fie B = {e,}nen 0 baza ortonormala fixata si fie z € H un vector arbitrar
fixat; coeficientii Fourier (in raport cu baza B), ai lui  sunt, prin definitie,
numerele Z(n) =< z,&, >. Vom nota cu £ : N — C sirul coeficientilor
Fourier. Seria ) #(n)e, se numeste seria Fourier asociata lui z (in baza

neN
B).

11. Teorema
In ipotezele si notatiile de mai sus, seria Fourier converge la z si are loc
(egalitatea lui Parseval):

2 |P= " |&(n).
neN

Demonstratie Fie u,, sirul sumelor partiale asociat seriei Fourier; pentru
orice k € {1,2,..,n}, avem:

n
< Up, € >= Zﬁ:(]) <egj e >=2(k) =<z, e >,
j=1

ceea ce aratd ca x —u, L e, Vk < n. Fie, pentru orice n € N subspatiul
H,, generat de {e1,¢9,..,en}; Hy, este subspatiu inchis (deoa-

rece este finit dimensional) si # — u,, € H,-. Fie acum un vector arbitrar
v € Hy; conform teoremei lui Pitagora, avem:

le—vlP=ll o —un [+ | v = un P> & —un |* -

De aici rezulta ca u, este proiectia vectorului x pe subspatiul H,,,

conform consecintei 6. Fie ¢ > 0; deoarece subspatiul liniar generat de B este
dens in H, exista n(e) € N si un vector z € H, ) astfel incat || z —x ||< e
Fie n > n(e); aplicand din nou teorema proiectiei, rezulta (deoarece z € H,,):

[z —un <[l z—2]<e

ceea ce arata ca lim wu, = z.
n—oo

Pentru a demonstra egalitatea lui Parseval, sa observam ca pentru orice

n € N, avem:
n

[ un P=< " 2(j)e;, Y d(k)eg >=
j=1

k=1
= 2()ak) <ejen >=Y_ |20
Jk=1 j=1

Pentru n — oo, se obtine egalitatea lui Parseval.
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12. Observatie
Seria Fourier a vectorului z se mai numeste si dezvoltarea (in baza B) a
lui z. Se poate demonstra ca aceastd dezvoltare este unicé, deci daca seria

> aneyn converge la z, atunci a,, = #(n). De asemenea, un calcul direct
neN

arata ca pentru orice x,y € H are loc egalitatea: < x,y >= > &(n)j(n).
neN

Incheiem acest capitol cu exemple de spatii Hilbert si notiuni despre trans-
formarea Fourier.

4.3 MF.04.3. Exemple

13. Spatiul Banach (C", || ||2) este spatiu Hilbert, produsul scalar fi-
n

ind < z,y >= ) x;y;. Baza canonica a spatiului vectorial C" este baza
j=1

ortonormala. Nu este dificil de demonstrat ca orice spatiu Hilbert complex
(real) de dimensiune n este izomorf cu C®, (respectiv R™).

14. Spatiul ¢?(Z)
Folosind legea paralelogramului, se demonstreaza ca dintre spatiile Banach
(P(Z) numai ¢%(Z) este spatiu Hilbert, produsul scalar fiind

<zy>= ) a(n)y(n).
neN
Fie, pentru orice n € Z, sirul o, : Z — C, definit prin:

on(m) = 1 daca m=n
" 1 0 dacd m#n

Atunci multimea (0, )ncz este baza ortonormald (numita baza canonicd) in
(*(Z). Dacd x € (*(Z), atunci sirul coeficientilor sii Fourier este #(n) =

x(n), Vn € Z, iar seria sa Fourier este Y. z(n)o,. Un subspatiu inchis
nez
inclus in (?(Z) este

h*(Z) = {x € (*(Z); x(n) =0, Vn < 0}.

Evident ci ¢?(N) se poate identifica cu acest subspatiu, prelungind sirurile
cu 0 pentru n < 0. Se poate arata ca orice spatiu Hilbert (separabil) H este
izomorf cu un spatiu de tip ¢2. Intr-adevir, daci B = {en}nen este o baza
ortonormala a lui H, atunci aplicatia

H>az— i€ *(N)
este un izomorfism de spatii Hilbert: [BO1], [C02], [D02].



4.3. MF.04.3. EXEMPLE 65

15. Un rezultat similar cu cel din exemplul anterior este adevarat si
pentru spatiile LP(€Q, i), (a se vedea Capitolul 5): LP(£2, u) este spatiu
Hilbert daca si numai daca p = 2, produsul scalar fiind definit prin relatia
</fg >=g{f§d/~h

Vom studia in continuare spatiul Hilbert al functiilor de patrat integrabil
pe cercul unitate.

16. Definitie
Fie S! cercul unitate (considerat cu misura Lebesgue) si fie L?(S') spatiul
Hilbert al functiilor de patrat integrabil cu produsul scalar:

1 2w

<fig>=5- [ [fle)glet)dt
2 0

§i norma:

1 2 .
Hfllz:m /0 | f(e)|2dt.

Vom defini in continuare o bazi ortonormald remarcabila in L?(S'). Fie,
pentru orice n € Z, functia:

W <€it) _ e'mt

si fie multimea (numarabila) {wn},c -
Are loc urmatorul rezultat fundamental:

17. Teorema
Multimea {wy},,c, este baza ortonormala in spatiul L*(S?).
Pentru demonstratie: [B01], [F02] [D02]. In continuare vom subintelege ci
pe spatiul L%(S') a fost fixatd baza ortonormala {wy},,c .
Sirul coeficientilor Fourier asociati unei functii f € L?(S?) este:

—~ —~ 1 [27 4 4
f:Z—-C, f(n)=— fle®)e ™t
2T 0

iar seria (de functii) Fourier corespunzatoare este:
E fn)wy.
nez
Sumele partiale ale acestei serii se numesc polinoame trigonometrice:

Sn(eit) _ Z ]/c\(k)ezkt

k=—n
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Seria de functii >’ f(n)wn converge in spatiul L?(S!) la functia f, adica:
nez

lim || f—5, [|2=0.
n—00

Teorema 11 nu da informatii despre alte tipuri de convergenta specifice
spatiilor de functii (convergenta punctuald sau convergenta uniforma, de
exemplu) care se pot pune in legatura cu seria Fourier. Exista in aceasta
directie cateva teoreme clasice: Fejer, Dini, Dirichlet.

18. Definitie (transformarea Fourier pe spatiul LQ(Sl))A
Fie f € L*(S'); din identitatea lui Parseval rezulta faptul ca sirul f apartine
spatiului £2(Z) si || f |l2=|| f |l2- Rezultd deci ci aplicatia:

~

F:LA(SYH = 2(Z), F(f)=f

este izometrie liniara; F se numeste transformarea Fourier (intre spatiile
L?(8Y) si £2(Z)), iar f se numeste transformata Fourier (sau Fourier-
Plancherel) a functiei f.

Din teorema 11 si din completitudinea spatiului L?(S'), rezults ca aplicatia

F este si surjectivd: pentru orice x € (2(Z), seria Y. x(n)w, converge in
nez
spatiul L?(S'), deci defineste o functie f (de fapt o clasa de echivalenta de

functii egale a.p.t.) care are in mod evident proprietatea F(f) = z, ([B01],
[F02], [DO1]). In concluzie, transformarea Fourier F este un izomorfism de
spatii Hilbert avand ca inversa aplicatia

F2(2) - LX(SY), F i (z) =) a(n)wn.
nez
Mentionam ca in egalitatea de mai sus »_ x(n)w, semnifica suma seriei in

nez
sensul normei || ||z.

Restrictia aplicatiei 7! la subspatiul /!(Z) C ¢2(Z) admite o formula
punctuala explicita.

19. Teorema
Daci a € (1(Z), atunci:
(F'a) (e") = Z a(n)e™, ve' ¢ ST
nez
Demonstratie Deoarece a € (1(Z), seria Y a(n)e™
nez

converge absolut si

uniform pe S

Y lame™ <Y la(n)| =|l a1, ve' € S

nez nez
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Fie f suma seriei de mai sus. Atunci f este o functie continua si marginita; in
particular, rezulta ca f € L2(S'), deci ii putem calcula coeficientii Fourier:

R 2w ) ) 2w
Fin) = 5~ 0 f(e”)emtdt—;w/o (Z

a(m)eimt> efintdt —
meZ

1

o
mezZ

21
a(m)/ et M=) gt = a(n), Vn € Z.
0
Comutarea seriei cu integrala este justificata deoarece améandoua sunt abso-
lut convergente si ca urmare se poate aplica teorema lui Fubini. In concluzie,
Ff = a, deci F~'a = f, (egalitatea este adevirata peste tot, deoarece f

este functie continud), ceea ce incheie demonstratia.

20. Observatie
Conform celor de mai sus, restrictia lui 7! la subspatiul ¢!(Z) ia valori in
multimea functiilor continue (definite pe cerc). Fie

ASY = {F ;2 c(Y(Z)}).

Se poate demonstra ci A(S!) este o submultime densi in C(S!) (in norma
| lso); cum C(S!) este la randul ei densi in L?(S!), (in norma || [|2), rezulta
ci A(S?) este o submultime densa in L?(S'), adicé:

Vf e L}(SY), Ve > 0, 3z € (1(Z) astfel incat || f — F 'z |2< e



Capitolul 5

MF.05. Masura si integrala

>

Cuvinte cheie

masura, integrald, functie masurabila, functie integrabila, serie trigonomet-
rica.

O parte din rezultatele din acest capitol vor fi prezentate fara demonstratii;
recomandam ca surse bibliografice: [H02], [F02], [RO1], [S02].

5.1 MF.05.1. Spatii cu masura

1. Definitie
Fie X o multime nevida si fie P(X) multimea partilor lui X. O submultime
A C P(X) se numegte o— algebra pe X daca verificd urmatoarele pro-
prietati:
i. X e A
ii. dacad A € A atunci X \ A € A.
iii. dacd A, € A, Vn € N atunci U,eny A, € A.
In acest caz (X, A) se numegte spatiu masurabil iar elementele o-algebrei A
se numesc multimi masurabile.

2. Propozitie
Daca A este o o-algebra pe X, atunci:
i. 0 e A
ii. daca A,B € A atunci A|yBe A, AnNBe A A\ Be€ A
iii. daca A, € A, Vn € N atunci ﬂ A, € A
neN
iv. daca (A),.; sunt o-algebre pe X atunci intersectia ﬂ A; este o-algebra
ieJ
pe X.

68
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3. Definitii
Daca C C P(X) atunci o-algebra generata de C se noteaza A si este definita
prin

Ae = ﬂ{B | B este o — algebra pe X, si B 2 C}.

Daca (Y, d) este un spatiu metric, atunci o-algebra multimilor Boreliene
pe Y este o-algebra generata de familia multimilor deschise din Y.
In cazul particular Y = R, o-algebra multimilor Boreliene (pe R) coincide
cu o-algebra generata de oricare din urmatoarele tipuri de intervale:
Ci = {(~o0,b) |b € R}
Cy = {(a,0)|a € R}
C3 = {(av b) | a,be R}’
deoarece orice multime deschisa din R este reuniune cel mult numarabila de
intervale deschise.

4. Definitie
Fie (X, A) un spatiu cu masura si (Y,d) un spatiu metric; o aplicatie
f: X — Y se numeste masurabild daci f~'(B) € A, VB multime Bore-
liana din Y.
Daca A C X, atunci functia caracteristicd x4 : X +— R este masurabila
daca ¢i numai daca A € A.
O aplicatie s : X — R se numeste simpla (sau etajatd) daca multimea s(X)
este finita, sau, echivalent, daca exista Ay, Ao, ..., A, € P(X) si a1, ag,...,ap €

n
R astfel incat s = Z ;X A, Evident, s este masurabild daca si numai daca

i=1
multimile Ay, As, ..., A, sunt méasurabile.

Are loc urmatorul rezultat de aproximare:

5. Propozitie
Orice functie masurabila si pozitiva este limita punctuala a unui gir crescator
de functii simple méasurabile si pozitive.

6. Definitie
Fie (X,.A) un spatiu masurabil; o aplicatie

A 0,00
se numeste masura (pe X)) daca:

i wu@ =0
ii. pentru orice (A,),cy € A astfel incat A, N A, =0, Vn # m rezulta

u(U An) = n(4n).

neN neN
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(X, A, 1) se numeste spatiu cu masura. Proprietatea ii de mai sus se numeste
numarabil-aditivitate.

7. Propozitie
Daca (X, A, ) este un spatiu cu masura, atunci:
i. VA, Be A, ACB = u(A) < u(B). (monotonie).
ii. pentru orice (4,),cn € A rezulta

] ( U An> < Z i (Ay) (numarabil-subaditivitate).

neN neN

8. Exemple de masuri
Se demonstreaza ca urmatoarele aplicatii sunt masuri:
a. Fie X # 0, fie P(X) multimea partilor lui X gi fie a € X, un element
arbitrar fixat. Masura Dirac concentrata in punctul a este, prin definitie:

1 daca ac A

da : P(X) = [0,00), da(A) :{ 0 daci ag¢ A

b. Masura de numaérare pe X este, prin definitie:

cardA daca A este finita

pie : P(X) = [0,00], pe(A) = { oo daca A este infinita

c. Presupunem in plus ca multimea X este finitd. Masura de probabilitate
pe X este, prin definitie:

card(A)

PiP(X) = [0,1], P(4) = S

9. Definitie
O multime masurabila A € A se numeste de masura nula daca u(A) = 0.
Doua functii masurabile se numesc egale aproape peste tot (se noteaza
f=g(apt.)) daca multimea {z € X | f(z) # g(z)} este de masura nula.
Relatia de egalitate aproape peste tot este relatie de echivalenta pe multimea
functiilor masurabile.

5.2 MF.05.2. Functii integrabile

10. Definitii

n
Fie (X, A, ©) un spatiu cu masura si s : X — [0,00], s = Z aix 4, o functie
i=1
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simpla, pozitiva, masurabila. Integrala lui s in raport cu masura p este,

prin definitie:
/ sdp = Zazu

Daca f : X + [0,00] este o functie masurablla pozitiva atunci integrala lui
f In raport cu masura u este:

/ fdu = sup{/ sdu | s functie simpla masurabila, 0 < s < f}.
X X

Daca f : X + [0,00] este o functie masurabila pozitiva si daca A € A,
atunci integrala lui f pe multimea A in raport cu masura p este:

AﬁWZLf%MM

Fie (X, A, 1) un spatiu cu masura; o functie masurabila f : X — C se

numeste integrabila daca / |fldp < 0.

X
Multimea functiilor integrabile este spatiu vectorial cu operatiile uzuale de
adunare si inmultire cu scalari.

Fie f : X — C o functie integrabila; atunci f = u + iv, unde v i v sunt
functii masurabile reale; descompunand u = u™ T — v~ (aici
ut, vT §i u”, v~ sunt partile pozitive si respectiv negative ale lui u si v),
atunci integrala lul f in raport cu masura pu este

/)(fdu:/)(u+du—/)(u_dp+i(/XUJF—/Xv_d/O.

Integrala astfel definita are proprietatile:

i. / (af +Bg)du = a/ fdu + ﬂ/ gdu, Vf, g integrabile ¢i Vo, 5 € C.
’/ fd,u‘ / | fldu, ¥ f integrabila.

—-—U , UV =0

11. Exemple de integrale
Fie §, masura Dirac si fie f : X — R. Atunci:

/ fdée = f(a).
X
Daca pu. este masura de numarare pe N si f: N — R, atunci:
| fine=3 s,
neN

in ipoteza ca seria din membrul drept este convergenta sau are suma 4oo.
Fie P masura de probabilitate si fie f : X — R. Atunci:

a:eXf( )
/fdP— card(X)
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Dam in continuare cateva rezultate fundamentale din teoria functiilor
integrabile.

12. Teorema de convergenta monotona a lui Lebesgue
Fie (X, A, p) un spatiu cu masura si fie f,, : X — [0,00] un sir crescator
de functii masurabile: f, < f,+1, Vn € N. Dacé f este limita punctuala a
sirului f,, atunci

lim fnd,u:/ fdu.

In particular, dacs f,, : X — [0, o0], atunci:

/X > fadp= /andu-

neN neN

Teorema de convergenta dominata a lui Lebesgue

Fie (X, A, 1) un spatiu cu masura si fie f, : X — C un sir de functii
masurabile cu proprietatile:

i. f, converge punctual la functia f.

ii. exista g o functie integrabila astfel incat |f,| < g.

Atunci f este functie integrabila si lim fndu = fdp.

13. Spatii de functii p-integrabile
Fie (X, A, p) un spatiu cu masura si fie 1 < p < oo. Consideram multimea:

LP(X,pn)={f: X +— C| f masurabila si /]f\pdu<oo}.
X

Evident, pentru p = 1 se obtine multimea functiilor integrabile.
LP(X, 1) este spatiu vectorial, iar aplicatia

I £ = ( /X flpdu) ’

este o seminorma pe £P(X, p). Din relatia || f ||,= 0 rezulta f = 0 (a.p.t.);
fie LP(X, 1) multimea claselor de echivalenta in raport cu relatia de egal-
itate a.p.t. Atunci (LP(X,pu),|| ||p) este spatiu normat (spatiul functiilor
p-integrabile). In plus, se demonstreazd ci (LP(X, u), || ||») este spatiu Ba-
nach.

14. Masura Lebesgue
Fie Rk spatiul euclidian k-dimensional si fie —oo < a; < b; < o0,
Vi=1,2...,k. Un paralelipiped in R¥ este orice multime de forma:

P = {($1,$2, ,ZL‘k) | a; < T < bi, Vi = 1,2, ,ki}
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Inegalitatile nestricte pot fi inlocuite i de inegalitati stricte. Prin definitie,
multimea vidi si R¥ sunt paralelipipede.
Masura (Lebesgue) a unui paralelipiped este definita prin:

p (P) =1L (bi — as).

In cazurile particulare k = 1, 2, 3 se obtin notiunile uzuale de lungime, arie,
volum.
O submultime £ C R¥ se numeste elementari daca existd Py, Ps, ..., Py,

n
paralelipipede astfel incat £ = U P;.
i=1
Notam cu & familia multimilor elementare din RX.
Orice multime elementara se poate scrie ca reuniune de paralelipipede dis-

n
juncte doua céate doua. Daca E = U FP; este o astfel de descompunere,

=1
n
atunci masura Lebesgue a lui E este: p(E) = Z w(P;). Se poate arata ca
i=1

p(E) nu depinde de descompunerea considerata.

15. Proprietati
Proprietatile aplicatiei p pe familia multimilor elementare sunt:
i. daca A, B € £ atunci AU B, AN B, A\ B sunt multimi elementare.
ii. daca A, B € & astfel incat AN B = () atunci u(AU B) = u(A) 4+ u(B).
iii. pentru orice A € £ si € > 0 exista F,G € &, F inchisa gi G deschisa
astfel incat:

FCACG

w(G) —e < u(A) < pu(F) +e.
Aplicatia u se prelungeste la toate partile lui R; fie A C RF si fie

pr(A) = inf{) " u(An) |AC | An, Ay € €, Ay, deschisi Vn € N}
neN neN

Aplicatia p* se numeste masura exterioara; principalele proprietati sunt:
i. p*(A) >0, VA C RF.

ii. daca A1 C Ay atunci p*(A;) < p*(A2).

iii. daca E € & atunci p*(E) = pu(E).

iv. p* (U An) <> u(An), VA, C RE.
neN neN
Se demonstreazi ci existi o o-algebra de parti ale lui R, notatd M astfel
incat restrictia u* : M — [0, oo| este masura. Masura astfel obtinuta (notata
1) se numeste misura Lebesgue (in RF), iar elementele lui M se numesc
multimi masurabile Lebesgue.
Principalele proprietati ale spatiului cu masura (Rk, M, u) sunt:

i. M contine multimile Boreliene.
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ii. daca A € M atunci pu(A) = inf{u(D) | D deschisa si D D A}.

iii. daca A € M atunci u(A) = sup{u(K) | K compacta si K C A}.

iv orice multime compacta are masura Lebesgue finita.

v. daca A e M, u(A) =0si B C A atunci B € M si u(B) =0.

vi. dacd A € M atunci pentru orice x € RF multimea (translatata)
A+z={a+z|ac A} este masurabila Lebesgue si u(A + z) = p(A).

16. Integrala Lebesgue
Dacd f este o functie integrabild in raport cu masura Lebesgue (in RX),
atunci integrala corespunzatoare (pe o multime A) se noteaza

/ f(x1,xo, ..., xp)dx1drs. . dX) !

In cazurile particulare (uzuale) k = 1,2, 3 se folosesc notatiile:

/f )dx, //fxydxdy,///fxy, )dxdydz.

Legatura cu integrabilitatea in sens Riemann

i. Daca f : [a,b] — R este o functie integrabilda Riemann (pe intervalul
compact [a, b]), atunci f este si integrabila in raport cu masura Lebesgue si
cele doua integrale sunt egale.

ii. Daca f : [a,b] — R este o functie marginitd atunci ea este integrabila
Riemann daca si numai daca multimea punctelor sale de discontinuitate are
masura Lebesgue nula (se spune ca f este continua a.p.t.).

iii. Exista functii care sunt integrabile Lebesgue dar nu sunt integrabile
Riemann; de exemplu, functia lui Dirichlet (pe intervalul [0, 1]) nu este in-
tegrabila Riemann dar este integrabild Lebesgue (integrala sa este 0, pentru

ca functia este nula a.p.t.).
b

iv. Daca f(z)dz este o integralad Riemann improprie absolut convergenta

atunci f este integrabila Lebesgue si integralele sunt egale.
b

Exista insa integrale Riemann improprii convergente f(x)dx (dar nu ab-

solut convergente) pentru care functia f nu este inte(érabilé Lebesgue; de
exemplu f(r) = S22 pe intervalul (0, c0).

Teorema lui Fub1n1

In continuare notdm (z,y) € RFP misura Lebesgue in R* cu dz, misura
Lebesgue in RP cu dy si masura Lebesgue in R cu dady.

Fie f : R**? — R o functie integrabild Lebesgue; atunci:

L L seman) = [ seadets= [ ([ i) i

Urmatoarele cazuri particulare ale rezultatului de mai sus sunt frecvent
utilizate in aplicatii.
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17. Exemple
i. Fie ¢, ¢ : [a,b] — R doua functii continue astfel incat ¢ < ¢ si fie
multimea

K ={(z,y) € RB* |z € [a,0], p(z) < y < ¢(2)}.

Daca f : K — R este o functie continué, atunci f este integrabild Lebesgue

pe K si: b
[ [ rmas = | < [O f()) f(x,y>dy> dr.

In particular, aria multimii K este:

pta) = [ [ vy~ | ' (0(a) — ola)) da.

ii. Fie D C R? o multime compacta, fie ¢, ¢ : D — R doui functii continue
astfel Incat ¢ < ¢ si fie

Q={(z,y,2) € R’ | (z,y) € D, p(z,y) < 2 < ¢(z,y)}.

Daca f: Q2 +— R este o functie continua, atunci f este integrabila Lebesgue
pe Q si:

///Qf(x,y,Z)dxdde—//D (/;Z/j) f(:n,y,z)dz) dxdy.

In particular, volumul lui €2 este:

M(Q)Z///dedydzz//D(qb(w,y)—sO(z,y))dmdy-

Formula schimbarii de variabile
Fie A C R" o multime deschisa si fie A : A +— A(A) C R™ un difeomorfism.
Pentru orice functie continua f : A(A) — R, avem:

(2)de = / (f o M) Taw)\dy.
A(A) A

unde Jj este iacobianul difeomorfismului A.

18. Exemple de spatii de functii integrabile
i. Daca pe multimea numerelor naturale, N, se considera masura de numarare,
atunci, in acest caz, spatiul functiilor p-integrabile este spatiul sirurilor p-
absolut sumabile:

P(N)={z:N—C | Y |z(n)] < oco}.
neN
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Analog se defineste spatiul /P(Z) al girurilor bilaterale p-absolut sumabile;
evident, norma in aceste cazuri este:

|z = (Z |x<n>|p) " Ve e,

neN

ii. Daca pe multimea numerelor reale, R, se considera masura Lebesgue,
atunci notam:

LP(R)={f: R~ C | f masurabild si /OO |f(z)]dx < oo}.

—00

Norma In acest caz este

1
oo v
15 0= ([ @las)” v e
—00

Analog, se pot considera intervale (a,b) C R si se obtin spatiile LP(a,b)
corespunzatoare.

iii. Un caz particular remarcabil este spatiul functiilor periodice (de pe-
rioada 27 definite pe R) de patrat integrabil, definit dupa cum urmeaz;
daca P este multimea functiilor periodice f : R — C , f de perioada 2,
f(z) = f(z + 27),Yx € R, atunci:

27
L?0,27] = {f € P | f misurabili si / |f(t)|dt < oo},
0
integrala fiinds In raport cu masura Lebesgue. Evident, in locul intervalului

[0,27] se poate lua orice interval de lungime 27; o alta alegere uzuala este
intervalul [—, 7]. Norma pe spatiul L2[0, 27] este:

1 2w
I £ = \/%/0 B2 dt, ¥ € 12[0, 27,

Analog se definegte spatiul functiilor periodice (de perioada 27) integrabile:
2
L'0,27] = {f € P | f misurabili si / |f(t)|dt < oo}.
0

Norma pe spatiul L[0, 27] este:

1 2w
1 £1h= o [ 1£®]dt, ¥ £ € L0, 21).
T Jo
Spatiul functiilor esential marginite
Fie (X, A, 1) un spatiu cu masura si fie f : X +— [0, oo] o functie masurabilé;

consideram multimea

M={teR|pu(f 't o0]) =0}
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Prin definitie, supremumul esential al lui f este:
esssupf = oo dacd M = () si esssupf = inf M daca M # 0.

Notam || f |lco= esssup|f|; functia f se numeste esential marginita daca
| f lloo< 00. Multimea functiilor esential marginite se noteaza L>(X, u) si
este spatiu Banach cu norma || |-

Si in acest caz putem particulariza spatiul cu masura (X, A, u), obtinandu-
se (ca mai sus) spatiile (£2°(N), || [loc), (L*(R), || lloc), (L2°[0,27], || [[oo)-

5.3 MF.05.3. Functii convexe, inegalitati

19. Definitie
O functie ¢ : (a,b) — R se numeste convexa daca:

(1= Az +Ay) < (1= No(x) + Ad(y), Yo,y € (a,b), VA € [0,1],

sau, echivalent:

o(t) — ¢(s) o) — 4(t)

, Va<s<t<u<b.
t—s u—t

Se demonstreaza fara dificultate ca o functie convexa pe un interval deschis
este continua. Un exemplu remarcabil de functie convexa pe R este functia
exponentiala, ¢(z) = e*.

20. Inegalitatea lui Jensen Fie (X, A, 1) un spatiu cu masura astfel
incat u(X) =1sgifiea,b € R, a < b. Atunci, pentru orice functie integrabila
f X — (a,b) si pentru orice functie convexa ¢ : (a,b) — R, are loc

inegalitatea:
o( [ san) < [ (0 D
X X
Solutie
t) —
Fie t = fdu € R si fie a = sup M Propunem ca exercitiu
X s€la,t] t—s

inegalitatea:

o(s) > o(t) + a(s —t),Vs € (a,b).
In particular, pentru s = f (x), obtinem:
o(f(x) > o(t) + a(f(x) —t),Vz € X.

Integrand ultima inegalitate pe X in raport cu masura p, obtinem:

/X(stf)dMZ/Xsb(t)dﬂJra(/deu—t),
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/X(¢0f)du2¢(/xfdﬂ)>-

21. Inegalitatea lui Holder

adica:

1 1
Fie p > 0 si ¢ > 0 astfel incdt — + — = 1; p si ¢ se numesc in acest caz
p q

conjugate.
a. Fie (X, A, ) un spatiu cu masura. Atunci, pentru orice functii masurabile
fyg: X —[0,00), are loc inegalitatea lui Holder:

v (o) (o)

b. Fie ai,ao,...,a, si by, b, ..., b, numere reale pozitive; atunci:

Sl
Q =

arby + agbs + ... + apby, < (afl +ab + ...+ ab)r - (b1 + 0+ ... +b1)a .

Solutie

1 1
a. Fie A = (/ fpdu>p si B = (/ qu,u>q. Dacid A = oo sau B = oo,
X X

atunci inegalitatea este evidentd. Daca A = 0 sau B = 0, atunci, conform

exercitiului 3, f = 0(a.p.t.) sau g = 0(a.p.t.) si deci fg = 0(a.p.t.) s

inegalitatea este iarasi evidentd. Presupunem acum A, B € (0, 00); fie F' =

% §i G = 4. Fiex € X; deoarece F(z) > 0si G(x) > 0, exista s,t € R astfel
s t

incat F'(z) = er si G(z) = ee. Folosind convexitatea functiei exponentiale,

avem:

1 1 1 1 1 1
F(z)G(x)=er®Tal <254 et == FP(2)+ = G(x).
(2)G(2) ’ . , (z) . (z)

Integrand ultima inegalitate, obtinem:

1 1 1 1
/FGd,MS/deM-l-/quu:—i—:l,
X pPJx q.Jx p q

ceea ce Incheie demonstratia.
b. Se aplica inegalitatea lui Holder pentru un spatiu de probabilitate.

22. Inegalitatea lui Minkovski

Fie p > 14ifie (X, A, 1) un spatiu cu masura; pentru orice functii masurabile
f,g: X —[0,00), are loc inegalitatea:

(o)} () + ()
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Cazul particular p = 2 este cunoscut sub numele de inegalitatea lui Schwarz.
Solutie
Integrand egalitatea:

(f+a9P=f(f+9" " +a9(f+9P ",

obtinem:

P _— p—1 p—1
/X(erg) —/Xf(f+g) d,u+/Xg(f+g) dp.

Aplicand inegalitatea lui Holder celor doi termeni din membrul drept al
egalitatii de mai sus, obtinem (alegem ¢ conjugat cu p):

/X f(f+9)P tdu < ( /X fpdu>; ( /X (f + g)(p_l)qduf i
/X g(f +g)Pdu < (/X g”du>; </X(f + g)(p_l)quy .

Insuméand cele dous inegalitati si folosind egalitatea (p — 1)g = p, obtinem
inegalitatea:

/X(f+g)pdu < </X(f+9)pdﬂ>(ll <</X fpdu>; + (/Xg”du>;> (%)

Folosind convexitatea functiei putere cu exponent supraunitar, ¢(t) = t¥,

obtinem: )
+ 1
<J029> Si(fp—i‘gp),

ceea ce aratd ca dacd membrul stang al inegalitatii (%) este oo, atunci si

membrul drept este oo. Putem deci presupune ca (f + g9)Pdp < oc.
X
1

Demonstratia se incheie impartind inegalitatea (%) cu ( / (f+9)?* du) !
X

5.4 MF.05.4. Serii trigonometrice

23. Definitie
Un caz particular remarcabil de serie Fourier este seria trigonometrica.
Consideram spatiul Hilbert (a se vedea cap.4) al functiilor periodice (de
perioada 2m) de patrat integrabil:

L%0,27] = {f : [0,27] = C'| f misurabil si /27T |£(1)|?dt < oo}
0
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Produsul scalar este

1 2w _
<fo>=g- [ roata

2
iar norma || f |2= \/2177/0 |f()|2dt.

24. Sistemul trigonometric
Pentru orice n € Z, fie wy,(t) = ¢™. Un rezultat clasic de analizd afirma ci
multimea (sistemul trigonometric) B = {w, | n € Z} este baza ortonormala
in L?[0,27]. Pentru orice functie f € L2[0,27] , coeficientii Fourier (in
raport cu baza fixata mai sus), sunt

2

. 1 .
fn=<f,wp >= — f(t)e ™dt,¥n € Z,
2 0

iar seria Fourier (sau seria trigonometrica) asociata functiei f este g fnn;

nez
n
sumele partiale ale seriei, P,, = Z frwg, se numesc polinoame trigonomet-
k=—n
rice si lim P, = f in spatiul L?[0,27], sau, echivalent:
n—oo
lim || P, — f |2=0.
n—oo
Identitatea lui Parseval devine in acest caz:
1o 2 2 72
o [ @ dt =l f 2= 1l
T Jo
nez
Folosind egalitatea e™ = cosnt + isinnt,Vt € R, seria Fourier asociati

functiei f se poate scrie sub forma:

_l’_

% (an cosnt + by, sinnt),

NE

Il
—

n

unde coeficientii trigonometrici (clasici) a, si b, sunt:

cosntdt, Vn > 0,

Ay —

3| -

2m
|
0
2w
by, = /0 f(t)sinntdt, Vn > 1.

3| -

Legatura dintre coeficientii ﬁl, an S1 by, este:

~ g f_an—ibn ~ an + iby,
272 Y

fo= n=——, f-n= 5 ,Vn=12,..
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Lema lui Riemann afirma ca daca functia f este integrabila, atunci:

lim a, = lim b, = 0.

n—oo n—oo
In legatura cu convergenta punctuala a seriei Fourier, are loc urmatorul
rezultat clasic:

25. Teorema lui Dirichlet
Daca f : R — R este o functie periodica de perioada 27, masurabila,
marginita, avand cel mult un numar finit de discontinuitati de speta intai si
avand derivate laterale in orice punct, atunci seria Fourier asociata functiei
f converge in fiecare punct € R la

1
S +0) + f(z ~0)).
In particular, daca functia f este continua (si verifica celelalte ipoteze din
teorema lui Dirichlet), atunci are loc descompunerea:

o
f(t) = % + Y (ancosnt + by, sinnt).
n=1
26. Convergenta uniforma a seriei Fourier
Conditii suficiente pentru convergenta uniforma a seriei Fourier sunt date in
teorema urmatoare:
Daca f : R + C este o functie continua, de clasia C! pe portiuni si
periodica de perioadd 2w, atunci seria sa Fourier este absolut si uniform

convergenta, iar suma este f.

27. Definitii
1 2

a . :
Numarul ?0 =5 f(x)dx este media semnalului f, primul termen
T Jo
a1cosx + by sinx
este oscilatia principald (in jurul valorii medii), iar termenul

an cosnt + b, sinnt, n > 2

este armonica de ordinul n a functiei f. Perioada armonicei de ordinul n
este 22 jar amplitudinea A4, = \/|a,|? + [b,[?; conform lemei lui Riemann

rezulta lim A, = 0.
n—0o0

In cazul in care functia f are perioada T' = 2¢, (¢ > 0), atunci toate
rezultatele de mai sus sunt in continuare adevarate, cu adaptarile core-
spunzatoare; baza ortonormala este

S NTE
 RTL

{en |n€Z}, cuey(z) =€"7,
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iar coeficientii Fourier sunt

N ]- 2¢ -nmTx
fo=— flx)e ™" C dx,VneZ
20 Jo
1 20
an = — f(x)cos@da:,Vn:O,l,Q,...,
an /¢
1 20
b”:Z ; f()smng Vn=1,2,.

Teorema lui Dirichlet se scrie

o0

(f(x+0)+ f(x —0) —?0 Z(ancos

nmww
+ by, sin —~ )

o0 T
= > [T, VzeR

n=—oo

Identitatea lui Parseval devine acest caz

|ao?

n>1

3 (a4 ) = 5 [ s

Evident, toate rezultatele de mai sus raman adevarate daca inlocuim inter-
valul [0,2¢] cu orice alt interval de lungime 2¢, de exemplu, [—¢, ]

28. Serii de sinusuri si cosinusuri
Fie f :

[0,] — R, o functie integrabild si fie f : R — R, periodici de
perioada 2/, definita prin:

Daca functia f satisface conditiile teoremei lui Dirichlet, atunci, dezvoltand
f 1n serie Fourier, rezulta

%(f(:c+0)+f<x— +Zancos

24 Z an f(E=0)=F+ Y (~)"an,

n=1
coeficientii a,, fiind coeficientii Fourier reali asociati functiei f

, Vo € (0,0),
F0+0) =

Formula de mai sus se numeste dezvoltarea in serie de cosinusuri a lui f
Analog, daca functia (impara)
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satisface conditiile teoremei lui Dirichlet, atunci dezvoltarea in serie de si-
nusuri a functiei f este:

1
2(f(35+0)+f r—0 Zb sin Vwe(OJ),

coeficientii b,, fiind coeficientii Fourier reali asociati functiei f.

29. Fenomenul Gibbs
In jurul unui punct de discontinuitate al unei functii date, seria Fourier aso-
ciata ei converge doar punctual (nu neaparat uniform). Acest fapt conduce
la un defect de convergenta (aparent paradox) al sirului sumelor partiale aso-
ciat seriei trigonometrice date, numit fenomenul Gibbs. Dam in continuare
un exemplu in acest sens.

Exemplu
Consideram restrictia functiei signum la intervalul (—m, ),

-1,
sgn : (—m,m) — R, sgn(z) = 0 ,
L,

Irm

(=
0
< (0,

&HH

m)

Vom folosi egalitatea (pe care o propunem ca exercitiu):

4 sin(2n — 1)z
sgn(z) = — Z (2n—1)’ Ve (—m,m).
n>1

Notam cu .S, sirul sumelor partiale:

4 sin(2k — 1)z
Sute) = 4 3 02k D

% — 1 , Vo € (—m,m).

WE

k=1

In punctul z = 0 functia sgn nu este continui; seria sa Fourier converge
(conform teoremei lui Dirichlet) la 3 (—1 + 1) = 0 = sgn(0); convergenta
lim S, (z) = sgn(x), Yo € (—m, ) este punctuald, nu si uniforma.

n—oo

Exemplul se bazeaza pe urmatoarele trei afirmatii:
a. Are loc egalitatea:

2 2
Sn(:c):/o SN 4w € (=),

sint

b. Functia S, are un maxim in punctul z = 5 si:

. T 2 sint
lim S, (%) - /0 Tt~ 1,1789.

n—o0 m
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lim
n—oo

S, (%) _ Sgn(O—l—)‘ ~0,1789.

Demonstratie
a. Calculam mai Intai suma

A =cosx +cos3x+ ...+ cos(2n — 1)z, Vo # km, k € Z.

Pentru aceasta, consideram si suma B = sinz +sin3z + ... +sin(2n — 1)z si
calculam:

A+iB =
= (cosz+isinz)+ (cos3x+isin3z)+ ...+ (cos(2n— 1)z +isin(2n — 1)z) =
22n
22-1"

unde am notat z = cosx + ¢sinx. Dupa calcule, rezulta:

222

A+iB = Sl? ne (cosnz + isinnx),
x
si deci:
in 2
cosx + cos 3z + ... + cos(2n — 1)z = S na:) Vo #km, ke Z.
2sinz

Integrand de la 0 la x, rezulta:
n

sin(2k — 1)z /m sin 2nt
pRESCLEL
2% — 1 0

Pt 2sint

4

sau, inmultind cu —:

s sint

2 [ sin2nt
Sn(x)—/o S e e (<, ).

b. Din cele demonstrate la punctul precedent rezulta ca

2sin 2
S (z) = sin 2nz

mTsinx

si deci g este punct critic al lui Sp; intr-o vecinatate a lui 5 avem:

2sin2nx 7T
S’ = >0, z< —,
n(®) mTsinx . 2n
2 2
S! (x) SN 0, 0> =
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Rezultd ca x = 5~ este punct de maxim al functiei S,,.
Calculam acum:

71' 2 [2n sin2nt 2 [T sinu du 1 [T sinu
Sn<7>:* ——dt = — 7N o = — ——— du.
2n T Jo sint 7 Jo sin(3%) 2n n Jy sin(3%)

2n
2 [T si
lim S, (1> = / SR
n—00 2n ™ Jo u

Ultima integrala se aproximeaza dezvoltand functia sinus in serie de puteri:

T sinu " (D" ons
du = T ez gy =
/0 w v /O Z(2n—1)!x b

n>1

Rezulta:

2n—1

™ _ (_1)nﬂ_2n—1
B Z (2n—1)!(2n — 1)

0 n>1

_ =
- n; 2n—1l2n—-1)"

Seria fiind alternata, eroarea este mai mica decat primul termen neglijat.
Cu o eroare mai mic# decat 1073, se obtine

lim S, (21) ~1,1789.
n

c. Rezulta: lim
n—oo

S, (%) _ sgn(O—i—)‘ ~0,1789.



Capitolul 6

MF.06. Operatori pe spatii
Hilbert

Cuvinte cheie

operator, spectru, raza spectrala, spectru punctual, spectru, operator nor-
mal, operator autoadjunct, operator unitar, proiector, operator pozitiv, op-
erator diagonal, operator de translatie, operator de multiplicare, operator
de convolutie, operator integral.

In acest capitol vom studia operatorii liniari si continui definiti pe un
spatiu Hilbert infinit dimensional. Asa cum am vazut in capitolul 2, daca
X este un spatiu Banach, atunci £(X) este un spatiu Banach. Daca X = H
este spatiu Hilbert, atunci pentru un operator din £(H) se poate defini ad-
junctul sau, ceea ce permite un studiu mai aprofundat al unor clase speciale
de operatori (normali, autoadjuncti, unitari, pozitivi, proiectori). Ream-
intim ca in cazul finit dimensional, H = C", acest studiu a fost facut in
cap.3. De altfel ideea principala care a stat la baza expunerii ce urmeaza
este de a pune 1n evidenta felul in care dimensiunea infinita a lui H modifica
(sau nu) rezultatele importante din capitolul 3. Sursele bibliografice sunt:
[C02], [DO2], [HO1], [FO1], [O01], [S02].

6.1 MF.06.1. Adjunctul unui operator

In continuare H va fi un spatiu Hilbert (complex) infinit dimensional
si separabil, iar L(H) algebra Banach a operatorilor liniari i continui pe
spatiul H. In capitolul 3 am asociat oricarui operator 7" € £(C™) un op-
erator T numit adjunctul lui 7', urménd ca existenta si proprietatile sale
sa fie demonstrate in contextul unui spatiu Hilbert infinit dimensional.

86
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1.Propozitie
Pentru orice operator T' € L(H ), exista si este unic un operator 7* € L(H)
cu proprietatile:
(i) <Tz,y>=<z,T"y >, Va,y € H.
(ii) (T*)* =T.
(i) | 7 = 7 ||
@) | T 2= 7T | .
Operatorul T* se numeste adjunctul lui 7'; facem precizarea ci pentru
unicitatea sa este suficienta egalitatea (i).
Demonstratie In continuare vom folosi deseori implicatia:
dacd < u,v >=< u,w >,Yu € H, atunci v = w. Fie T € L(H) si fie
y € H un vector arbitrar fixat. Aplicatia f : H — C, f(z) =< Tz,y >
este o functionala liniara si continua pe H (liniaritatea este evidentd iar
continuitatea rezultd din inegalitatea: | < Tx,y > | <|| T Il = |||l v |-
Conform teoremei lui Riesz de reprezentare a functionalelor liniare si con-
tinue pe un spatiu Hilbert (cap.4), exista un unic vector z € H astfel incat
f(z) =< x,z >; evident, z depinde de T si y. Fie operatorul 7* : H — H,
definit prin T*y = z. Este evident ca T™ este liniar si ca verifica relatia (i).
Continuitatea lui T* rezulta din inegalitatea :

| Ty |P=< T*y, Ty >=< TT*y,y ><[| T || T*y Il v || ,Vy € H.

Am demonstrat deci ca T* € L(H) si || T*y ||<|| T |||| v ||, ceea ce arata
ca || T* ||<|| T || . Pentru a demonstra ca T™ este unic cu proprietatea
(i), sa presupunem prin absurd ca exista S € L(H), S # T*, astfel incat
< Tx,y >=< z,Sy >. Rezulta asadar ca < z,Sy >=< x,T*y > pentru
orice z,y € H, deci S = T”, contradictie cu ipoteza.

(ii) Pentru orice z,y € H, avem:

<z, (TYy>=<Trz,y >=<y, Tz >=<Ty,x>=<xz,Ty >,

sideci (T*)*=T.

(iii) Din inegalitatea || T* ||<|| T' || (care a fost deja demonstratd), si din
(ii) rezultd imediat || 7™ ||=|| T" ||

(iv) Din (iii), rezulta inegalitatea | T*T ||<|| T* ||| T ||=|| T ||*>. Pentru a
demonstra cealalta inegalitate, fie x € H; avem:

| Tz ||*=< Tz, Tz >=< T*Tz,x ><|| T*Tz ||| z |<| T*T |||| = |,
si deci || T [2<]| 7T ||

2.Propozitie
Daca T, S € L(H), atunci:

(i) (aT + BS)* =aT* + BS*,Yap e C.
(ii) (TS)* = S*T™*.
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(iii) Daca T este inversabil, atunci T* este inversabil si
(Tfl)* _ (T*)fl'

Demonstratie Relatia (i) o propunem ca exercitiu.
(ii) Pentru orice z,y € H, avem:

<TSz,y>=< Sz, Ty >=< z,5"T"y >,

si deci (T°S)* = S*T™.
(iii) Daca T este operator inversabil, atunci, folosind relatia (ii) pentru op-
eratorii T* si T~!, obtinem:

T*(T—l)* _ (T—lT)* — =] = (TT—I)* _ (T_l)*T*,

ceea ce Incheie demonstratia.

3. Definitii
Un operator T' € L(H) se numesgte autoadjunct daca 7' = T*, normal
daca TT* = T*T gi unitar daca TT* =T*T = 1.
Spectrul unui
operator T' € L(H) este, prin definitie,

o(T) ={X € C,; \I — T nu este inversabil}.

Se poate demonstra ci spectrul oricarui operator este multime nevida si
compacta in C. Din teorema lui Banach (capitolul 2, teorema 17), rezulta
ca

o(T) = {X €; A\I — T nu este bijectiv}.

In cazul in care spatiul Hilbert H este finit dimensional, H = C®, am vézut
in capitolul 2 ca

o(T) ={X € C; 3z # Oastfel incat Tz = Az}.

Multimea o(T') este in acest caz finita si elementele ei se numesc

valori proprii, iar vectorii z # 0 care verifica relatia Tz = Az se numesc
vectori proprii asociati lui A. In general, pe un spatiu Hilbert infinit
dimensional, multimea valorilor proprii (numita si spectrul

punctual si notata o,(T)) este o submultime stricta a spectrului, deoarece
in acest caz exista operatori care sunt injectivi dar nu sunt surjectivi. Asa
cum vom vedea in exemplele din paragraful urmator, exista operatori ale
caror spectre punctuale sunt vide (dar, evident, spectrele lor sunt nevide).
O alta submultime remarcabila a spectrului unui operator este spectrul
punctual aproximativ, notat o,,(7") si definit prin:

opa(T) = {X € C; Jx,, € Hastfel incét || =, ||= 1§173L120(M — Tz, = 0}.
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Este evident ca 0,(T") C 0,4(T), deoarece daca X este o valoare proprie,
atunci putem lua sirul constant x,, = x, unde vectorul z este un vector
propriu de norma 1 asociat valorii proprii A. Incluziunea o,q(T") C

C o(T) se demonstreaza prin reducere la absurd : daca A € op,(T) dar
A & o(T), atunci exista operatorul (A —T)~! € L(H) si aplicandu-1 relatiei

lim (A =Tz, =0,

n—o0

obtinem li_)m xn, = 0, contradictie cu || =, [|= 1,Vn € N. Se poate
mn o

demonstra urmatorul rezultat ([10],p.40): spectrul unui operator normal
este egal cu spectrul punctual aproximativ.

Exemple ilustrative pentru notiunile introduse aici vor fi date in paragraful
urmator.

Ca si in cazul H = C", operatorii autoadjuncti au spectrul real, iar cei
unitari au spectrul inclus in cercul unitate. In plus, daca T este un operator
inversabil, atunci

oI H={\1: Neo(D)}

4.Definitie
Fie T € L(H). Un subspatiu K C H se numeste subspatiu invariant
pentru 7' daca T'(K) C K; subspatiul K se numeste subspatiu reducator
pentru T daci T(K) C K i T(K+) C K+,

5.Propozitie
Fie T € L(H) si K un subspatiu in H; urmatoarele afirmatii sunt echiva-
lente:
(a) K este subspatiu invariant pentru 7.
(b) K+ este subspatiu invariant pentru 7°*.
Demonstratia o repeta pe cea din cazul H = C", (lema 27,cap2).
Evident, de aici rezulta ca pentru un operator autoadjunct un subspatiu
invariant este si subspatiu reducator.
Reamintim ca am notat cu Ker(T") si Im(7") nucleul si respectiv
imaginea operatorului 7. Este evident ca subspatiile Ker(T") si Im(7") sunt
invariante pentru 7T'. In continuare demonstram o relatie intre nucleul unui
operator si imaginea adjunctului sau.

6.Propozitie
Pentru orice operator T' € L(H), avem:
(i) Ker(T) = (Im(7%))*.
(ii) Ker(T*) = (Im(T))*.
Demonstratie (i) Fie x € Ker(T) si fie y € H; atunci
< Try,x >=< y, Tz >= 0 i deci x LIm(T*). Pentru a demonstra in-
cluziunea inversi fie € (Im(7*))*; atunci, pentru orice y € H, avem
< Tx,y >=< x,T*y >= 0 si deci Tx = 0, adica = € Ker(T'). Egalitatea
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(ii) este o consecinta a egalitatilor (i) si (T*)* =T.

7.Definitie
Un operator T € L£(H) se numeste pozitiv dacd < Tz,z >> 0, Vz €
€ H. Sa mai observam ca daca T' € L(H) este un operator arbitrar, atunci
operatorul T*T este pozitiv:

<T*Tx,x >=< Tz, Tx >=| Tz |*>0, Vz € H.

8.Propozitie
Fie T € L(H).
(i) Daca < Tz,z >=0,Vx € H , atunci T = O.
(ii) T este autoadjunct daca si numai dacad < Tz,z >€ R, Vx € H.
(iii) Daca T este pozitiv, atunci o(T) C [0, 00).
(iv) Daca T este unitar, atunci o(T) C {\; |A\| = 1}.
(v) Daca T este inversabil atunci o(T1) = {\~1; A € o(T)}.
Demonstratie Vom demonstra (i) si (ii).
(i) Pentru orice z,y € H, din identitatea

<T(x+y),r+y>=0,

rezulta :

(a) <Tz,y>+<Ty,z>=0.

Inlocuind pe ¥y cu iy In ultima egalitate si iInmultind apoi cu ¢, obtinem:
(b) <Tz,y>—<Ty,x>=0.

Adunand relatiile (a) si (b) obtinem < Tz,y >= 0 , ceea ce incheie
demonstratia.

(ii) Daca T este autoadjunct, atunci pentru orice € H, avem:

<Tz,x>=<z,T"x >=<z,Te >= < Tz, x >,

si deci < Tx,x >€ R. Reciproc, daca < Tx,x >€ R,Vx € H, atunci,
calculand < Tx,y > cu relatia de polarizare (cap.4), obtinem < Tx,y >=
<Ty,x > gideci T = T~. In particular, de aici rezulta ca orice operator
pozitiv este autoadjunct.

6.2 MF.06.2. Proiectori

O clasa importanta de operatori pozitivi, este, ca i in cazul finit dimen-
sional, clasa proiectorilor.
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9. Definitie
Un operator P € L£(H) se numeste proiector (sau proiectie) daci P? =
P = P*. Proiectorii sunt operatori pozitivi:

< Pz,z >=< P*z,x >=< Pz, Pz >> 0.

In cele ce urmeazi vom folosi in mod esential descompunerea ortogonala a
lui H dupa un subspatiu inchis (cap. 4). Fie K un subspatiu inchis in H
sifie Pk : H— H,Pxkx =y, unde, z =y+zcuy € K size K- In
teorema urmatoare vom demonstra ca Px este proiectie si ca orice proiectie
se poate construi in acest fel.

10. Teorema
(i) Fie K C H un subspatiu inchis; atunci operatorul Py definit mai sus
este un proiector.
(ii) Reciproc, daca P este un proiector, atunci exista un subspatiu inchis
K C H (si anume K = Im(P)) astfel incat P = Pk.
Demonstratie (i) Fie z, = y, + 2,, ¢ € {1,2} doi vectori din H cu descom-
punerile ortogonale corespunzatoare (y, € K, z, € K+ ). Daca A\, € C, 1 €
1,2, atunci descompunerea ortogonald (unica) a vectorului Ajx1 + Aozo este:

A1ry + Aawa = (A1y1 + Aaya) + (A121 + Aazo),
si deci:
Pr(Mz1 + Xax2) = (My1 + Aaye) = M Pra1 + A Praa,
ceea ce arata liniaritatea lui Pgx. Continuitatea rezulta din:
| P [P=[l g 1P<llyu 117 + || 21 [P=1 2 12

Din relatia de mai sus rezulta si inegalitatea | Pk ||< 1. Operatorul Pk este
autoadjunct:

< Py, w0 >=<y1,y2 + 22 >=<y1,y2 >=< y1 + 21,y2 >=< 11, Pxxo > .

Daca y € K, atunci descompunerea sa ortogonala este y = y + 0, si deci
Pry = y. De aici rezulta ca pentru oricex € H, z =y + 2z,

(y € K, z¢e K1Y), avem: P?x = Py =y = Pux, ceea ce aratd cd Pg este o
proiectie avand imaginea K.

(ii) Fie acum o proiectie P € L(H) si fie K = Im(P). Evident, K este
subspatiu in H; demonstram ca este inchis. Pentru aceasta, fie (y,), C K
un sir de vectori din K, convergent la y € H. Din definitia lui K rezulta ca
exista un gir (zy,), C H astfel incat y,, = Px,; avem:

y = lim Pz, = lim Pz, = P(lim Pz,) = Py,

n—o0 n—oo n—oo
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ceea ce arata ca y € K si deci K este submultime inchisa in H; in plus,
Py =y, Yy € K. Fie acum z € K+. Deoarece P?z € K, rezulta:

| Pz ||*=< Pz, Pz >=< 2, P*2 >=0,

sideci Pz=0. Fieacumz € H, s =y+zcuy € K si z € K+. Avem:
Px = P(y+ z) = Py =y = Pgx, ceea ce incheie demonstratia.

11. Observatie

Fie P € L(H) o proiectjie si fie K = Im(P) subspatiul pe care ea proiecteaza.
Atunci operatorul I — P este de asemenea proiectie §i [ — P = Py1, sau ,
echivalent, Im(/ — P) = K. Evident, proiectiile P si I — P satisfac relatiile
P+(I—-P)=1gi P(I—P)=(I—P)P=0. In general, suma si diferenta a
doua proiectii P gi @ nu sunt proiectii; propunem cititorului sa demonstreze
urmatoarele echivalente:

(i) P + Q este proiectie <= PQ = QP = O ; in acest caz subspatiul pe
care proiecteaza P + () este suma (directd ) a subspatiilor Im(P) si Im(Q).
(ii) P — Q este proiectie <= PQ = QP = Q; in acest caz, Im(P — Q) este
suma (directa) a subspatiilor Ker(P) si Im(Q).

12. Definitie

Pe multimea operatorilor autoadjuncti se poate defini o relatie de ordine
(partiald) prin T < S <= S — T este operator pozitiv, adicd < (S —
T)z,x >> 0, Vx € H. Demonstratia este imediata. Restrictia acestei relatii
de ordine la multimea proiectorilor coincide cu relatia de incluziune intre
subspatiile imagine ale proiectiilor, rezultatul fiind continut in urmatoarea
teorema. Cel mai mic proiector este operatorul identic nul, O, iar cel mai
mare proiector este identitatea, I; evident, | O ||= 0si || I ||= 1. Daca
P € L(H) este un proiector diferit de O si I, atunci || P ||= 1; inegalitatea
| P|[<1 a fost deja ardtatd in demonstratia teoremei 10. Pentru cealalta
inegalitate, fie z, € Im(P) astfel incat || z, ||= 1; atunci:

IP 1= i | Pz |=] Pzo =] 2o = 1.
xll=

13. Teorema
Fie P,QQ € L(H) doua proiectii pe subspatiile X = Im(P) si respectiv
Y = Im(Q). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) X C .
(b) QP = P.
(c) PQ =P.
(d) || Pz <] Qx ||
(e) P<Q.

Demonstratie (a)==(b) Daca X C ), atunci pentru orice + € H avem
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Pr e X CYsideci QPx = Px.

(b)==(c) Din QP = P, rezulta PQ = P*Q* = (QP)* = P* = P.
(c¢)==(d) Din PQ = P si din inegalitatea || P ||< 1 (aratata in demonstratia
teoremei 10), rezulta:

| Pz |[=] PQz [[<|| Qu ||, Vz € H

(d)==(e) Fie x € H; folosind (d), avem:

< Px,x >=< P%z,x >=< Pz, Pz >=|| Pz ||?’<|| Qz ||*=< Qz,z > .
(e)==(a) Fie x € X; din (e), rezulta:

| 2 |*=< P,z ><< Qu,z >=| Qu |*<| « |I%,

ceea ce arata ca || Qz ||=|| = ||, Yz € X. Demonstratia se incheie observand
ca din definitia proiectorilor rezulta egalitatea:

Y={yeH;|[|Qyl=lyl}

In urmatoarea propozitie dam legatura dintre subspatiile invariante ale unui
operator si proiectorii asociati acestor subspatii.

14. Propozitie
Fie T € L(H) si fie P € L(H) un proiector; atunci:
(a) Ker(P) este invariant la T' <= PT = PTP.
(b) Im(P) este invariant la T' <= TP = PTP.
Inainte de a face demonstratia, s& observim ci deoarece Ker(P)* =Im(P),
(P fiind operator autoadjunct), din afirmatiile de mai sus rezulta:

Ker(P) si Im(P) sunt subspatii reducatoare pentru operatorul 7' daca si
numai daca PT =TP.
Demonstratie Vom demonstra numai (a), demonstratia pentru (b) fiind
asemanatoare; presupunem ca Ker(P) este subspatiu invariant pentru 7.
Fie z € H si fie y €Ker(P) si z €lm(P) =Ker(P)* astfel incat z = y + z;
atunci Px = z i PTy = 0 si deci avem:

PT'z =PT(y+z2)=PTly+ PT'z = PTz = PTPx.

Reciproc, daca = €Ker(P), atunci din ipoteza PTx = PTPx = 0, ceea ce
incheie demonstratia.

Incheiem acest paragraf cu o analogie intre algebra operatorilor liniari si
continui pe un spatiu Hilbert, £(H) si corpul numerelor complexe, C.

corpul (comutativ) C <— algebra (necomutativa) £(H).
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numar complex z € C «— operator T' € L(H).
conjugatul Z <— adjunctul 7.
numér real a = @ +— operator autoadjunct A = A*.
numar pozitiv <— operator pozitiv.

numéir de modull 2z = 1 < operator unitar UU* = U*U = I.

2

solutiile ecuatiei 22 = z (adici 0 gi 1) +— proiector : P> = P = P*,

6.3 MF.06.3. Exemple de operatori pe spatii Hilbert

Acest paragraf este rezervat studiului unor exemple importante de
operatori, dintre care amintim operatorul diagonal, operatorii de translatie,
operatorii de multiplicare, operatorul integral si de convolutie.

15. Definitie (Operatorul diagonal)
Fie (%(Z) spatiul Hilbert al sirurilor (bilaterale) de patrat sumabil si fie
(0>*(Z), ||||so) , multimea sirurilor marginite. Pentru orice sir a € £>°(Z), si
pentru orice z € ¢?(Z), notam cu az sirul produs: (az)(n) = a(n)z(n), ¥n €
Z. Inegalitatea:

o o)

Y laa)m)P <llelll Y lz(n)]? < oo,

n=—oo n=—0oo

aratd ci ax € (2(Z). Putem deci defini operatorul:

Dy : 13(Z) — (*(Z), Doz = oz

Vom numi D, operatorul diagonal definit de . Evident, se poate da o
definitie corespunzitoare si pe spatiul £2(N) (in acest caz o € £°(N)).

16. Observatie
Denumirea de operator diagonal este justificata de urmatoarea analogie
cu cazul finit dimensional. Fie (0,)nez baza canonica din £2(Z), adica
on(k) =1 dacd n =k gi 0 in rest. Fie M = (a;j); jez "matricea infinitd” a
lui D, in aceasta baza, adica a;; =< Dyoj,0; >. Atunci a;; = a(i), daca
i=jsiay=0,dacai# j.
Proprietatile operatorului diagonal sunt cuprinse in urmatoarea teorema.

17. Teorema (proprietatile operatorului diagonal)
(a) Pentru orice a, B € {*°(Z) si a, b € C, avem:

aD, + ng = Daa+b,6’ si D,XD/B = Daﬂ.
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(b) Operatorul D, este liniar si continuu.

(©) I Da = @ [loo-

(d) (Da)* = Dg. De aici rezulta ca operatorul diagonal este normal si in
plus avem urmatoarele caracterizari:

D, este autoadjunct <= «a(n) € R, Vn € Z;
D,, este pozitiv <= «(n) >0, Vn € Z.

D, este unitar <= |a(n)| =1, Vn € Z.

D,, este proiector <= a(n) = 0sau 1, Vn € Z (sau o® = a).
(e) Operatorul D, este inversabil (in £(¢*(Z)) daci si numai daci sirul a
este inversabil (in ¢°°(Z)), adica exista g € ¢>°(Z) astfel incat a5 = 1. In
consecinta, avem:

0(Dy) = A{a(n); n € Z}.

In plus, spectrul punctual (multimea valorilor proprii) al operatorului diag-
onal este 0,(Dy) = {a(n); n € Z}.

Inainte de a face demonstratia, s comparam cu cazul finit dimensional (din
capitolul 3): acolo valorile proprii erau numerele de pe diagonala princi-
pala a matricei operatorului in baza canonica (in cazul infinit dimensional,
termenii girului «v); in plus, acum apar in spectru punctele limita ale ”diag-
onalei” (gi care, in general, nu sunt valori proprii), dar care sunt in spectrul
punctual aproximativ intrucat D, este operator normal.

Demonstratie Afirmatiile de la punctul (a) sunt evidente.

(b) si (c) Liniaritatea este imediata. Din inegalitatea

[e.9] o0

Y laz) )P <llall Y lzm) < oo,

n=—oo n—=—oo

rezultd ca || Doz ||2<|| @ ||| @ ||2 si deci (folosind propozitia 3, cap.3),
obtinem continuitatea lui D, si inegalitatea || Do [|<|| @ |lco. Pentru a
demonstra inegalitatea inversa, s observam mai intai ca daca (o, )ncz este
baza canonicd din ¢2(Z), atunci Dyo, = a(n)o,; rezulti:

la(n)| =[l a(n)an l2=I] Daon [l2<] Da [l on [l2=] Da | -

Luéand supremum dupa n € Z in inegalitatea de mai sus, demonstratia se
incheie.
(d) Pentru orice siruri x si y din £2(Z), avem:
> [
< Dyzx,y >= Z a(n)z(n)y(n) =< x,ay >=< x, Dgy >,

n=—0oo
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ceea ce aratd ca (D,)* = Dg. Celelalte afirmatii sunt imediate.

(e) Sa presupunem mai intai ca girul « este inversabil: exista deci

B € £>°(Z) astfel incat a(n)B(n) =1, Vn € Z. Atunci operatorul Dg este
liniar si continuu si Do Dg = DgDy = I; deci Dg = (Dy)~!. Reciproc, daci
operatorul D,, este inversabil, atunci (D)~ (a(n)o,) =

= o, si deci: .

a(n)

(Da)ilan =

On-

De aici, trecand la norme, obtinem:

1 _ _ -
I =0 ll2=ll (Do) ow [l2<] (Da) ™ [l 0w ll2=l (Da) ™" || < 00,
a(n)
ceea ce implica ]ﬁ] <|| (Do)t ||, Vn € Z; in concluzie girul L este

marginit si deci « este inversabil.

Notand cu 1€ ¢°°(Z) sirul constant 1, avem A — D, = D)1, YA € C.
Rezulta deci ca operatorul A\I — D,, este inversabil daca si numai daca sirul
A1—a este inversabil; de aici rezulta simplu ca o(D,) = {a(n); n € Z}.
Demonstram acum egalitatea o, (Dy) = {a(n); n € Z}. Pentru orice n fixat
in Z, fie x,, € (?(Z) definit prin z,(k) = a(n) pentru k =

= n gi 0 pentru k # n. Atunci ((a(n)l — Dy)zyn)(k) = 0,Vk € Z si
deci numarul a(n) este valoare proprie a operatorului D,, iar x, este un
vector propriu asociat acestei valori proprii. Pentru a demonstra incluziunea
reciprocd, fie A € 0,(D,) si fie © € £2(Z]) astfel incat = nu este sirul identic
nul si (AL — Dga)z)(n) = 0,¥n € Z. Presupunand prin absurd ca A #
a(n), Vn € Z, din egalitatea

(A —=a(n))z(n) =0, Vn € Z,
obtinem z(n) =0, ¥n € Z, contradictie.

18. Defintie (operatorul de translatie unilateral)
Pe spatiul Hilbert #2(N) considerim operatorul:

V : 2(N) — 2(N), (V2)(0) =0si (Va)(n) = 2(n— 1), Vn > 1.

Este evident ci definitia este corecta (Va € 2(N)). Operatorul V se
numeste operatorul de translatie unilateral, (unilateral shift); in teoria
sistemelor V' este denumit intarziere ideala (ideal delay).

Inainte de a enunta si demonstra proprietatile operatorului V', vom face o
observatie cu caracter general in legatura cu spectrul unui operator.

19. Observatie
Fie H un spatiu Hilbert si fie 7" € L(H). Daca A € 0,(T*), atunci , prin
definitie, exista x € H, x # 0 astfel incat T*x = Az ; avem deci:

{0} # Ker(M — T*) = (Im((M — T*)*))* = (Im(\I — 7))+,



6.3. MF.06.3. EXEMPLE DE OPERATORI PE SPATII HILBERT 97

ceea ce aratd cad Im(A —T) # H , deci operatorul Al —T nu este surjectiv.
Am demonstrat deci:
Daca A € C este valoare proprie pentru T* |, atunci \ € o(T).

20. Teorema (proprietatile operatorului de
translatie unilateral)
Fie V : ¢?(N) — (?(N) operatorul de translatie unilateral; atunci:
(a) V este liniar si continuu.
(b) V este o izometrie: || Vz [l2=|| z ||2, Vz € £2(N).
De aici rezultd, in particular, ca |V ||= 1.
(c) V nu este operator inversabil (nu este surjectiv).
(d) (V*a)(n)=a(n+1),Vz e #(N),¥neN si | V*|=1.
() V*V =1 dar VV* # 1.
(f) Operatorul V' nu are valori proprii: o,(V) =10
(8) o,(V) ={AeCi ]\ <1} si o(V)=a(V?) = {xeC; A <1}
Inainte de demonstratie, sa observam ca pe spatii finit dimensionale nu ex-
ista endomorfisme injective care sa nu fie surjective ( de fapt operatorul V'
este mai mult decat injectiv, este o izometrie); dimpotriva,in cazul finit di-
mensional orice izometrie este operator unitar. Este de asemenea de retinut
faptul ca V' nu are valori proprii, in timp ce in cazul unui operator definit
pe un spatiu finit dimensional spectrul este format numai din valori proprii.
Demonstratie Prin definitie, V actioneaza astfel:

2(N) 3 z = (2(0), z(1), (2),..) = (0,2(0),z(1),..) = Va € £*(N).

(a),(b),(c) Liniaritatea o lasam ca exercitiu. Este evident (din schema de
mai sus) cad || Vx |2=| = |2, si deci V este izometrie. Operatorul V
nu este surjectiv deoarece Im(V) = {x € (?(N); 2(0) = 0} # (*(N) de
exemplu, nu existd x € £2(N) astfel incat V= o,.

(d) Pentru orice z,y € ¢*(N) , avem:

<Vz,y >= ZVx Z n—l Z:c n+1
n=1 n=0

n=0

ceea ce arata ca adjunctul lui V este:

(N) 3y = (y(0),y(1),y(2),..) = V*y = (y(1),4(2),y(3),..) € *(N).

Este evident ci pentru orice z € (2(N) avem | V*z [2<|| = ||2 ,deci
| V*||I<1. Dar || V*op ||a=]| 00 |[2=1, deci || V*||=1.

(e) Este clar c& V*V = I ; dar, pentru orice z € 2(N) cu proprietatea ca
z(0) #0, avem VV*x # x.

(f) Aratam acum ca V nu are valori proprii. Fie , prin absurd , A € C
astfel incat existd x € £2(N), x # 0, cu proprietatea Va = Az , adica:

(0, 2(0), (1), 2(2), ...) = (A\z(0), Az(1), Az(2), ...).
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De aici rezulta z(n) =0, Vn € N, contradictie cu x # 0.

Am demonstrat deci ca o,(V) = 0.

(g) Deoarece ||V ||=| V* ||= 1, rezulta ca spectrele operatorilor V si
V* sunt incluse in discul unitate inchis. Vom arata mai intai ca o,(V*) =
{A € C; |\ < 1} . Din egalitatea V*x = Az, rezulta:

(x(1),2(2),2(3),...) = (Az(0), Az(1), Az(2), ...),

si deci x(n+1) = N"z(0),Vn € N . Daca z(0) =0, atunci = = 0.
Rezulta deci ca vectorii proprii  asociati valorii proprii A sunt de forma:

x = (2(0), \z(0), \22(0), A32(0), ...) , cu conditia 2:(0) # 0.

Exista insa restrictia = € (2(N), ceea ce este echivalent cu |\ < 1. Am
demonstrat deci ca:

op(V*)={r e C; |\ < 1}.

Din observatia 21 de mai sus, rezultd cd (V) 2 0,(V*). In concluzie, spec-
trele operatorilor V' si V* contin discul unitate deschis i sunt continute in
discul unitate inchis. Cum spectrul este multime inchisa, rezulta ca spec-
trele celor doi operatori sunt egale cu discul unitate inchis.

21. Definitie (operatorul de translatie bilateral)
Pe spatiul Hilbert ¢?(Z) consideram aplicatia:

W 3(Z) — (3(Z), (Wz)(n) =2(n—1),Vn € Z.

Este clar ca Wa € (?(Z), Vo € ¢*(Z). Operatorul W se numeste opera-
torul de translatie bilateral. Aga cum vom vedea in teorema urmatoare,
proprietatile sale sunt in mod esential diferite de cele ale operatorului de
translatie unilateral.

22. Teorema (proprietatile operatorului de
translatie bilateral)
(a) W este liniar si continuu.
(b) Adjunctul lui W este (W*z)(n) =xz(n+1), Vn € Z.
(c) W este operator unitar: WW* = W*W =1
In particular, || W |=| W* ||= 1.
(d) Operatorii W si W* nu au valori proprii;
(€) (W) =0pa(W) =0(W*) =0p(W*) ={X € C; |\ =1}.
Reamintim ca o, este spectrul punctual aproximativ.
Demonstratie (a) Liniaritatea este imediata; continuitatea rezulta din
relatia evidenta: || Wz 2= z ||2.
(b) Pentru orice z, y € (*(Z), avem:

<Wa,y>= w(n—1)y(n) =Y z(n)y(n+1),

nez nez
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si deci intr-adevar (W*z)(n) =z(n+1), Vn € Z.

(c) Egalitatile WW* = W*W =1 sunt evidente.

(d) Vom demonstra ca W nu are valori proprii (analog se arata si pentru
W*). Presupunem prin absurd ca exista A € C si

v €l*(Z), v #0 astfel incat Wa = Az, adicd z(n—1) =

= Azx(n), Vn € Z. Rezulta deci ca z(n) = A""z(0), Vn € Z.

Dar z € (*(Z) si deci seriile geometrice:

0 [e's)
D 1PN s Y 2 (0)P[AI "
n=0

n=—oo

trebuie sa fie simultan convergente; acest lucru este posibil numai daca
x(0) =0, adica = = 0, contradictie.

(e) Faptul ca spectrele operatorilor W gi W* sunt incluse in cercul unitate
rezulta spectrul oricarui operator unitar este inclus in cercul unitate.
Demonstratia care urmeaza este totusi independenta de aceasta proprietate
generala. Demonstram ca spectrul punctual aproximativ al lui W este egal
cu cercul unitate. Fie \ = e i fie z,, € (*(Z), sirul definit prin:

xn(k) = (2n + 1)_%6_““ pentru |k| < n six,(k) = 0 in rest.
Propunem cititorului sa arate ca ||z, ||2=1 si:

Tim || (A~ W)z, [|»=0.

Analog se calculeaza si 0pq(WW*). Cum o(W) si o(W?*) sunt incluse in
cercul unitate, demonstratia este incheiata.

O clasa importantd de operatori este clasa operatorilor de multiplicare;
un caz particular a fost deja prezentat: operatorul diagonal pe spatiul ¢£2(Z).
In continuare, vom da definitia generala a acestor operatori.

23.Definitie
Fie (Q,u) un spatiu cu masura (pozitiva); fie L?(2,u) spatiul Hilbert al
functiilor de patrat integrabil definite pe € gi fie L°°(£2, u), spatiul Banach
al functiilor esential marginite pe €. Pentru orice f € L?(,u) si pentru
orice 1 € L*(Q, ), definim functia produs (¢ f)(t) = ¥(t)f(t), Vt € Q;

avelil:
167 lla= / ko [2dp <Il 4 flooll 7 Il
Q

deci f € L*(Q, ). Rezultd deci ci pentru orice 1 € L>®(Q, ) putem
defini aplicatia:

My : L*(Q, 1) — L*(Q, p), Myf = f.
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Operatorul My, se numeste operatorul de multiplicare (sau operatorul
de inmultire) cu ; functia ¢ se numeste multiplicator. Operatorul
diagonal D, se obtine in cazul particular ) = Z, masura p este masura
de numarare si ¥ = a.

24. Definitie
Un alt caz particular remarcabil (pe care-l vom studia in continuare) este
Q=38"'={)Ne C;|\ =1} si masura g masura Lebesgue pe cer-
cul unitate. Notam L?*(S!) spatiul Hilbert al functiilor de patrat inte-

2m
grabil pe cerc cu produsul scalar < f,g >= % [ f(eM)g(et)dt si cu
0

L>(S') spatiul Banach al functiilor esential marginite pe cerc. Pentru
orice ¢ € L®(S8') notim cu M, operatorul de multiplicare pe L*(S!):
(Myf)(e") = p(e") f(e), Ve € S.

Vom studia acum operatorii de multiplicare pe spatiul Hilbert al functiilor
de patrat integrabil definite pe cercul unitate, L?(S?).
Mentionam totusi ca rezultatele ce urmeaza sunt adevarate si in cazul (gen-
eral) al operatorilor de multiplicare pe spatiul Hilbert L?(£2, 1) . Demonstratiile
care vor urma se adapteaza (aga cum vom preciza) ugor cazului general.

25. Propozitie (proprietatile operatorului de multiplicare)
Fie 1 € L>=(S') si M, operatorul de multiplicare corespunzator; atunci:
(a) M,y este liniar si continuu si || My |=] ¢ ||co-
(b) M¢M¢ = M¢M¢ = M¢¢, Vo € LOO(SI)
(c) (My)* = My si My este operator normal.
(d) My este operator autoadjunct daca si numai daca functia 1 ia valori
reale: 1 = 1.
(e) M, este operator pozitiv daca i numai daca functia ¢ ia valori pozi-
tive: (e) > 0,Ve' € St.
(f) M, este operator unitar daca si numai daca functia ¢ ia valori de
modul 1: [¢(e)| =1, Veit € St
(8) My este proiector daca si numai daca functia 1 este functia caracter-
istica a unei submultimi masurabile de pe cerc ( deci ¥ ia numai valorile 0
si 1, sau, echivalent, 9?2 =1 ).
Demonstratie (a) Liniaritatea este evidenta; calculam norma lui My .
Pentru orice f € L?*(S'), avem:

2m
| Myf 2= \//0 (™) f(e)2dt <[ Y flooll f 2,

si deci am obtinut inegalitatea: || My, ||<|| © ||sc. Pentru a demonstra si
inegalitatea inversa, consideram, pentru orice n € N multimea:
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‘ . 1
A= (e € 85 9] 2] ¥ lloo =

Din definitia supremumului esential, rezultd cd méasura multimii A, este
nenula (pentru orice n € N). Daca yx,, este functia caracteristica a multimii
A, , atunci x, € L*(S!) si:

27
I o= 1 /0 X 2dt = /A,

unde, p(Ay) este masura (Lebesgue pe cerc) a multimii A,. Rezulta:

27
| Myxn o= / ) xul2dt >
0

2w 1 1
> \//0 (1 lloo =202 xnl?dt = (I 4 floo =) [l xn |12 -

Rezulta deci ca:

1
| My 121 ¥ lloe ==, ¥ € N,

deci || My [[Z]| % [|oo-
(b) Pentru orice v, ¢ € L>°(S'), avem:

MyMgyf = My(of) = Vo f = Mygf = Mgy f,

pentru orice f € L?(S1).
(c) Daca f,g € L*(S'), atunci:

2r

2m
<Mufg>= [ wpai= [ f@aa =< .59 >

si deci (My)* = 7> operatorii de multiplicare comuta toti intre ei , deci
My, si ME comuta, adica M, este operator normal.

Celelalte afirmatii sunt ugor de demonstrat; de exemplu, pentru a demon-
stra (f), sa presunem mai intai cd My este unitar; atunci, din egalitatea
MyMg = I, rezultd Y1 = 1. Reciproc, dacd |¢| = 1, atunci, functia
i = 1) este esential mirginiti si deci putem considera operatorul M e care

este si inversul, dar si adjunctul lui My,

26.0bservatie
Rationamentele de mai sus se pot reface, intocmai, si in cazul unui spatiu cu
masura arbitrar, (€, ) cu proprietatea u(€2) = 1 si, mai general, pentru
un spatiu cu masura finita: p(2) < co. Daca
() = oo, atunci, singura eroare in demonstratia de mai sus ar fi aceea ca



102 CAPITOLUL 6. MF.06. OPERATORI PE SPATII HILBERT

multimea A, ar putea avea masura infinita: u(A,) = oo si deci inegali-
tatea || My |[|>|| ¥ || nu mai este adevarata. Pentru ca demonstratia sa
fie corecta gi In acest caz, este suficient sa existe o submultime in B, C 4,
care sa fie masurabila de masura finita; rationamentul s-ar putea atunci face
pentru B, inlocde A, (si xp, Inlocde x4, ,etc). Pentru aceasta, trebuie
ca masura g sa aiba urmatorea proprietate: in orice multime masurabila
(de masura infinita) sa existe o submultime masurabild de masura finita (o
masura cu aceasta proprietate se numeste local finita). O proprietate uzuala
care implica local-finitudinea masurii ;1 este ca ea sa fie o-finita, adica: ex-
ista un gir de multimi masurabile (D,,)n,en cu proprietatile:

pw(Dp) < 00, ¥n € N si Q =, ey Dn- De exemplu, masura Lebesgue pe
R este o-finita, pentru ca

R= U (—n,n).
neN

Calculul spectrului operatorului de multiplicare necesita cateva rezul-
tate preliminare; rezultatul fundamental in aceasta directie este ca opera-
torul My este inversabil daca si numai daca functia ¢ este inversabila in
L>°(Q, 1), adica exista ¢ € L>°(Q, u) astfel incat ¢ = 1, sau, echivalent:
¢ € L*™(Q, ) este inversabila daca si numai daca existda m > 0 astfel incat
lp(u)| > m, Yu e Q (a.p.t.).
Suficienta conditiei de inversabilitate pentru M, admite o demonstratie
simpla; vom face demonstratia pentru ¢ € L>(S'), dar ca si mai sus, ea se
poate adapta fara dificultati la cazul general.

27.Propozitie
Daca functia ¢ € L>(S!) este inversabila, atunci operatorul de multiplicare
My este inversabil.
Demonstratie Daca functia ¢ € L>(S!) este inversabili, atunci functia
% este in algebra L>°(S') si deci operatorul de multiplicare cu é este in-
versul cautat: M¢Mé =1.

28. Consecinta
Daca A € 0(My), atunci AI — My nu este inversabil si deci din propozitia
anterioars rezulta ca functia A — ¢ nu este inversabila in L*(S'); con-
cluzie: spectrul operatorului este inclus in imaginea esentiala a functiei ¢:
o(My) C o(¢) = essran(¢). In particular, daci ¢ este o functie continua
pe S! atunci o(My) C ¢(Sh).

Pentru a demonstra reciproca propozitiei 27 (ceea ce ar rezolva pro blema
calculului spectrului operatorului de multiplicare), avem nevoie de doua
rezultate auxiliare; ca de obicei, demonstratiile vor fi prezentate in cazul
) = S', dar rationamentele sunt corecte si pentru un spatiu cu mésura
o — finita, (Q, p).
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29. Lema
Fie ¢ : S' — C, o functie mésurabila arbitrara.
Daci ¢f € L?(SY), Vf € L?(SY) si daca operatorul

T:L*SY) — L*(SY), Tf = ¢f

este continuu, atunci ¢ € L®(S!) si || ¢ [[oo<|| T || -

Demonstratie Vom demonstra ca |¢| <|| T || (a.p.t.); de aici va rezulta ca
| & lloo<|| T |. Fie M C 8! o multime miasurabild astfel incat |¢(z)| >||
T ||, Vz € M; demonstratia se incheie daca demonstram ca p(M) =0 (aici
am notat cu g masura Lebesgue pe cerc). Fie xjs functia caracteristica a
multimii M . Daca prin absurd xps # 0 a.p.t. , atunci:

2
| Txar [lo= 1 /0 oxarldt = /M 62dt > T || xar |12,

ceea ce este o contradictie.
In demonstratia de mai sus am folosit ipoteza de continuitate a operatorului
T; se poate arata ca aceasta ipoteza nu este necesara:

30. Lema
Fie ¢ : S' — C o functie masurabili arbitrara.
Dacd ¢f € L*(S), Vf € L*(S'), atunci ¢ € L>®(S1).

Putem demonstra acum reciproca propozitiei 27, si deci avem:

31. Teorema (spectrul operatorului de multiplicare)
Fie ¢ € L>(S') si fie My operatorul de multiplicare asociat lui ¢ pe
spatiul L?(Sh).
Atunci My este operator inversabil daca si numai daca functia ¢ este in-
versabild (in L>°(S%)); consecinte:
(a) Spectrul operatorului M, coincide cu imaginea esentiala a functiei ¢;
(b) Raza spectrala si norma operatorului de multiplicare sunt egale:

r(My) =|| My || -

Demonstratie Implicatia ¢ inversabila = My inversabil a fost demon-
strata in propozitia 27.

Sa presupunem acum ca operatorul My este inversabil, deci exista T €
L(L?(8Y)) astfel incat TMyf = MyTf = f,Vf € L*(S'). Rezulta deci ci
¢Tf = f,Vf e L*Sh), adica:

Tf = SF ) € XS,

Deoarece operatorul T este continuu, din lemele anterioare rezulta ca functia

é este in L>(S!) si | % o</l T || . In concluzie, ¢ este inversabili in
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L>®(S81), inversa ei fiind é € L>°(Sh).

(a) rezultda imediat aplicand rezultatul demonstrat mai sus operatorului
A — My = Mj_g.

(b) rezulta din (a) si din definitia razei spectrale:

r(My) = sup{ |A[; A € o(My)}.

32. Observatie
Daca functia ¢ este continua pe cerc, atunci operatorul My este inversabil
daci gi numai dacd ¢(e) # 0, Ve € S'. Rezulti deci c& in acest caz
spectrul operatorului My coincide cu imaginea functiei ¢. De exemplu,
daci ¢(e’) = e — 2, atunci:

o(My) = essran(¢) = ¢(S*) = {\ € C; N+ 2| =1}

In particular, operatorul M, este inversabil (deoarece 0 & o(Mgy) ) si in-
versul sau este:

(M) F)(e") = s F(e), Vf € 17(SY)

Sa consideram acum un exemplu in care functia multiplicator nu este con-
tinug; fie , de exemplu:

. it —_ ) .
Y(e) = Z” +Z , dacat € [0, 7) si ¥(e) = 1, dacit € [, 27).

Atunci imaginea functiei v este:

W(8Y) = {1} J{its t € [-1,1)},

si deci imaginea esentiala a lui 1 este:
B(ST) = {1 J{it; t € [-1,1]} = o(My).

In particular, operatorul My, nu este inversabil.

Tot in legaturd cu acest exemplu, se observa ugor ca A = 1 este val-
oare proprie a operatorului My . intr-adevér, orice functie neidentic nula
f € L*(SY) care se anuleaza pe submultimea {e®; t € [0, 7]}, verifici egal-
itatea My f = f = f, deci este vector propriu (asociat valorii proprii 1)
al operatorului My,

In general, se poate demonstra ca A este valoare proprie pentru operatorul
My daca si numai daca multimea pe care functia ¢ ia valoarea A are masura
nenuld ([10],p.40).
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33. Observatie
Asa cum am mentionat, rezultatele demonstrate mai sus sunt adevarate si
in cazul general al unui operator de multiplicare
My : L*(Q, p) = L*(, 1) , cu functia 1 € L>(Q, ) , iar spatiul cu mésura
(Q, 1) este o—finit. Propunem cititorului sa adapteze in mod corespunzator
demonstratiile.
Sa consideram acum cateva exemple pe R. Fie deci (2 = R, masura p
masura Lebesgue (pe R) si fie

1+ 222
W =TT

Atunci ¢ € L*(R) si ¢(R) = [1,2). Rezulta deci ca o(My) = [1,2]; in
particular, operatorul M, este pozitiv si inversabil.

Vom da acum un exemplu de operator de multiplicare unitar pe L?(R); fie
Y(z) = Zﬁfl , Vo € R. Atunci (M) = S', deci M,, este unitar.

Pentru a obtine proiectori, trebuie ca multiplicatorul v sa fie functia car-
acteristica a unei multimi masurabile. De exemplu, pentru orice 7 € R
(fixat) fie x, functia caracteristica a intervalului (—oo, 7]. Atunci oper-
atorul de multiplicare cu y, este proiectorul pe subspatiul (din L?(R))
al functiilor care se anuleaza pe intervalul (7, c0); el se numeste opera-
torul de trunchiere la momentul 7, iar o notatie uzuala este P,. Evident,

o(Pr) =o,(Pr) ={0,1}.

Vr € R.

34. Definitie
Fie (H,<,>pg) ¢1 (K,<,>k) doua spatii Hilbert gi fie T € L(H) si S €
L(K). Operatorii T gi S se numesc unitar-echivalenti daca exista un
izomorfism de spatii Hilbert U : H — K astfel incat

T=U"18U.

De exemplu, in capitolul 3, am demonstrat ca un operator normal pe C™
este unitar-echivalent cu un operator diagonal.

35. Propozitie
Doi operatori unitar-echivalenti au acelasi spectru, aceeasi norma, aceleasi
valori proprii, acelagi spectru punctual aproximativ.
De asemenea, daca S este inversabil, atunci:

T*"=U'SUsiT'=U"15"'U.

Demonstratie Reamintim ca prin izomorfism de spatii Hilbert (sau op-
erator unitar) se intelege un operator liniar bijectiv cu proprietatea <
Uz, Uy >x=< x,y >p, Vr,y € H. Sa demonstram de exemplu egalitatea
o(S) =0o(T); dacd A € C , atunci A\I — S este inversabil & U1\ —S)U
este inversabil & A\ — U~'SU este inversabil.
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Pentru a demonstra egalitatea T* = U~1S*U , trebuie sa definim adjunctul
unui operator oarecare, A : H — K ; procedandu-se in mod analog cazu-
lui H = K (propozitia 1 din acest capitol) se demonstreza existenta unui
operator

A*: K — H, astfel incat < Au,v >g=< u, A"v >y Yu € Hsgiv € K.

Proprietatile lui A* sunt practic identice cu cele din cazul H = K ; de
exemplu, daci A = U este unitar , atunci U* = U~!. Rezultd deci T* =
(U—1SUY =U—1S*U. In mod analog se demonstreazi celelalte proprietiti.
O clasa de operatori care sunt unitar echivalenti cu operatorii de multiplicare
pe L?(S') sunt operatorii de convolutie pe spatiul 2(Z).

Reamintim ca daca « i § sunt doua siruri definite pe Z , atunci convolutia
lor este sirul notat a % definit prin:

o

(axB)(n)= > a(k)B(n—k),

n=—0oo

in ipoteza ca seria converge pentru orice n € Z fixat. Produsul de convolutie
este comutativ, asociativ, distributiv fata de adunare si are element neutru
sirul o,(n) =1 daca n =0 gi 0 in rest.

36. Definitie (operatorul de convolutie pe Z)
Fie un sir § € ¢2(Z) astfel incat:
(i) Oxz € *(Z), Vo € (%(Z).
Cu aceasta conditie indeplinita, putem defini operatorul de convolutie
cu 6 prin relatia:

Co: 12(Z) — (*(Z), Cox = 0 % .

Mentionam ca restrictia 6 € £2(Z) este necesari pentru existenta transfor-
matei Fourier inverse F~16.

Liniaritatea operatorului Cy este evidenta; continuitatea si o explicitare a
conditiei (i) urmeaza a fi studiate in continuare.

Pentru aceasta, vom demonstra ca operatorul de convolutie este unitar
echivalent cu un operator de multiplicare.

Transformarea Fourier:

F:L*SY) = 3(2), Ff = f,

~ 271— . .
unde f(n) = 5= [ f(e)e~™dt, este un izomorfism de spatii Hilbert. In-
0

versa ei este definita prin:

Flz = Z z(n)wn,

nez
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unde, am notat wy,(e) = e,

Reamintim de asemenea ci restrictia lui F~! la ¢}(Z) admite o formuld
punctuala:

(Fra) () = 3 a(n)e™, Ya € ((Z).

nez

37. Lema
Pentru orice o, 3 € ¢1(Z), are loc egalitatea:

“Haxf) = (Fla)(F1B).

Demonstratie Deoarece a si 3 sunt in ¢'(Z), convolutia o x 3 exista si
apartine de asemenea spatiului £1(Z).
Pentru orice e € S', avem:

FlaxB)Ee) =3 (axBm)em =33 alk k)it —

nez nezZ kezZ

— Z[ Z 5 i(k+m)t ]: (Z zkt Z B zmt

keZ meZ keZ meZ

= [(Fa)(F'B)](e"),
schimbarea ordinei de sumare fiind posibila deoarece seriile sunt absolut con-
vergente.

38. Teorema
(a) Fie 0 € (?(Z); atunci: (F1CpF)f = (F10)f, Vf € L*(SY).
(b) Operatorul de convolutie cu 6 este corect definit (in sensul ca indeplinegte
conditia (i) din definitia 36 ) daca si numai daca

Floe LS,

in acest caz, Cy este operator continuu si este unitar echivalent cu operatorul
de multiplicare cu F~16, adicd F~1CoF = Mz 1,.

(c) Reciproc, fiind dat un operator de multiplicare M, pe L*(S!), (deci
¢ € L°°(S1)), existd un operator de convolutie pe ¢%(Z) , si anume Cs
astfel My = .7-"*10&7:.

Demonstratie (a) Vom demonstra egalitatea de la punctul (a) pentru
functiile wy, (e) = €™, Vn € Z in ipoteza suplimentara 6 € (1(Z).
Pentru aceasta, calculam mai intai Fwy,:

1

2m
(Fuon) (m) = o= [ ememmtit = o, (m), Yim € 2.
0

unde, reamintim,

(m) = 1 daca m=mn
on -1 0 daca m#n



108 CAPITOLUL 6. MF.06. OPERATORI PE SPATII HILBERT

Sa mai observam ci o, € £}(Z) si deci:
(.7:710”) (e) = ™t Vet € St
Fie 0 € ¢(Z); atunci, in baza lemei anterioare, avem:
F1CyFw, = F 1 (Ox0,) = (F0) wn, ¥n € Z.

Deoarece subspatiul liniar generat de functiile {w,}, ., este dens in L?(SY),
egalitatea (a) este adeviaratd pentru orice f € L?(S!) pentru ca F si F 1,
sunt aplicatii continue (in norma || ||2).

Acum, egalitatea (a) rezulta si pentru 6 € ¢2(Z), deoarece £!(Z) este dens
in 2(Z).

(b) Totul rezulta acum din proprietatile operatorului de multiplicare cu
F~10; am demonstrat ci acesta (si deci si Cy ) este corect definit (si in
acest caz si continuu) daca si numai daca functia multiplicator F~10 este
esential marginits pe S?.

(c) Fie ¢ € L>®(S'); atunci, pentru orice n € Z, avem:

1 2

o )y ()™ dt <|| ¢ [loo< 00,

si deci functia ¢ are transformata Fourier:

—~ —~ 1 [27 . ,
¢:Z— C,pn)=— p(e)e " dt.
2w 0

Faptul ca operatorul C> este corect definit si este unitar echivalent cu My
rezulta din (a) si (b).

Sa observam ca demonstratia punctului (c) s-a bazat in mod esential pe fap-
tul ca masura (Lebesgue) a cercului unitate este finita, ceea ce implica fap-
tul c& o functie din L>°(S') are transformatd Fourier (coeficienti Fourier),
deoarece L>®(S') c L?(S1).

39. Corolar (proprietatile operatorului de convolutie pe Z)
Fie 6 : Z — C astfel incat F10 € L>®°(S') si fie Cy operatorul de
convolutie asociat; atunci, din teorema de mai sus si din proprietatile oper-
atorilor de multiplicare demonstrate anterior, avem:

@) 1| Co = Mz =l F~26 |1 -

(b) 0(Cp) = o(Mz-15) = essran(F16).

(c) Daca sirul 6 € ¢1(Z), atunci functia F~16 este continua pe S!, deci
(deoarece S' este compact) ea este si mirginita si spectrul lui Cp este
imaginea functiei F~'6:

7(Co) = (F1O)(SH).

In particular, in acest caz, Cy este operator inversabil dacid si numai daca
F~'6 nu se anuleazi pe S'.
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(d) Daca Cjy este operator inversabil, atunci inversul sau este operatorul de

convolutie cu F (ﬁ), adica

Cg%:]—“( >*x, Vx € (%(Z).

F16

Pentru demonstratia punctului (d), trebuie aratata mai intai
egalitatea:

fg=1F*g,Vf g€ L*S").

Lasam detaliile ca exercitiu.

40. Exemplu

(i) Operatorul de translatie bilateral W (din definitia 23) este un
operator de convolutie; intr-adevar, W = C,, .
Mai general, W" este operatorul de convolutie cu sirul o, , pentru orice
neJz.
Deoarece (F~lo,)(e?) = wy(e?) = €™ | rezultd ci W™ este unitar-
echivalent cu M, :

FIW'F = M,,.

In particular, (F~'WFf)(e) = e f(e').
(ii) Fie operatorul
T:02(Z) = 3(Z), (Tx)(n) = x(n+1) —4a(n — 1), Vn € Z.
Vom demonstra ca T este inversabil si vom calcula inversul sau; fie:
0:7Z—C,0(—1)=1,0(1) =—45i60(n) =01in rest.
Atunci evident T = Cy si vom aplica rezultatele precedente; avem:

eZit 4

. A . .
(f" 9)(6“):6“—46 o _ i ,
si deci Cy este operator inversabil deoarece F~'6 nu se anuleazi pe cercul
unitate.
Inversul operatorului F~'CyF = Mr-14, este operatorul de multiplicare cu
functia
1 ) it
(€)= .
F-10 e2it — 4

Rezulta deci ca:

(Co) ta = <]—“ (;10» *xx, Vo € 13(Z).
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Calculam transformata Fourier a functiei ﬁ:

1 I 1 z "
=— C emimtgr = — | 2 g,
<; <]—"—19>> (n) 271'/0 et — 4° omi Jor 22— 4

Calculand ultima integrala cu teorema reziduurilor, obtinem:

1 0, dacan <0
(J: <]___19)>(n): 0, dlacén>0§inpar

-1, dacdn > 0 ginimpar

Rezulta deci:

(Co) ) (m) =Y —Q%m(n _ok—1).

k>0

In continuare prezentim operatorul de convolutie pe R; rezultatele
sunt similare celor din cazul Z, cu exceptia punctului (c) din teorema 40.
Demonstratiile vor fi omise, principalele referiri bibliografice sunt [17],p.49;
[13],p.192; [6],p.949.

41. Definitie (operatorul de convolutie pe R)
Fie L'(R) spatiul Banach al functiilor integrabile si fie k € L'(R). Atunci,
pentru orice functie f € L?(R), convolutia (k* f)(z) = [k(z —y)f(y)dy
R

defineste o functie din L?(R) si in plus || k* f |[2<|| k ||1]| f [l2; pentru
demonstratie, recomandam [6],p.951.

Rezulta deci ca operatorul de convolutie cu functia & € L'(R) este
corect definit pe spatiul L?(R):

Cr: L*(R) = L*(R), Cpf =k * f.

42. Observatie
Reamintim cateva proprietati ale transformatei Fourier pe R ; ca bibliografie
recomandam [BO1], [D02], [S02].
Pentru orice functie k& € L!'(R), transformata sa Fourier este, prin definitie

(Fk)(2)

E(m) = / k(y)e ™¥dy , Vx € R.
R

Functia k este continus si marginitd pe R i || % [loo<|| k ||1 . Mentiondm ci
exista functii continue gi méarginite pe R care nu sunt transformate Fourier
ale unor functii din L!'(R).

Restrictia aplicatiei F la subspatiul K = LY(R)(L*R) ia valori in
L?(R) si deci, deoarece K este dens in L%(R), ea se poate prelungi prin
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continuitate (in norma || ||2) la intregul L?(R); se obtine astfel transfor-
marea Fourier (sau Fourier-Plancherel):

F:L*R) = L*(R),

cu proprietatile:

(a) F este un izomorfism de spatii Hilbert; acest rezultat este cunoscut
sub numele de teorema lui Plancherel.

(b) F(kxf)=kf.

Pentru demonstratia teoremei lui Plancherel, recomandam: [B01], [D02],[S02].

43. Teorema (proprietatile operatorului de convolutie pe R)
Fie k € L'(R) , fie Cy operatorul de convolutie cu k , F transformarea
Fourier i Mg operatorul multiplicare cu £ ; atunci:

(a) Cp=F M F.
(b) 1| Cr =1l My 1=l & loo -

(c) o(Cr) = o(My) = k(R).
Demonstratie Toate afirmatiile rezulta din lema si observatia anterioare si
din proprietatile corespunzatoare ale operatorului de multiplicare.

44. Observatie
Asa cum am vazut, existd asemanari importante intre operatorii de convolutie
pe (%(Z) si cei de pe L?(R). Metoda de studiu este aceeasi: sunt unitar-
echivalenti (prin transformarea Fourier) cu operatori de multiplicare pe
L?(S') i respectiv pe L*(R). In teoria sistemelor, spatiul pe care este
definit operatorul de convolutie se numeste domeniul timp, iar spatiul pe
care este definit operatorul de multiplicare corespunzator se numeste dome-
niul frecventd; unitar-echivalenta celor doi operatori prin transformarea
Fourier este denumita dualitatea timp-frecventa. Mentionam totusi o deose-
bire remarcabild intre cele dou# cazuri. Deoarece orice functie din L>(S1)
are transformata Fourier, rezulta ca orice operator de multiplicare pe L?(S1)
este unitar echivalent cu un operator de convolutie pe ¢2(Z) (cf. teore-
mei 40(c)). In schimb, existi functii ¢ € L°°(R) care nu au transformati
Fourier: integrala [ ¢(t)e "*dt nu converge (masura Lebesgue a lui R este
R

00 ). Concluzie: pentru un astfel de ¢, operatorul de multiplicare My este
corect definit pe L?(R), dar nu existi un operator de convolutie pe L?(R)
unitar-echivalent cu My prin transformarea Fourier.

Daca Mr = (aij),4,5 € {1,2,...,n} este matricea unui operator 1T pe
n
spatiul C™, atunci (T'z); = > a;jx;, Vo = (21,22, ..,2,) € C™. Un analog
j=1
infinit dimensional al acestei definitii este operatorul integral.
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45. Definitie (operatorul integral)
Sa consideram spatiul Hilbert (L2(0,1), || ||2) al functiilor de patrat integra-
bil pe intervalul [0, 1] in raport cu masura Lebesgue. Fie K : [0,1]x0,1] —
C o functie de patrat integrabil pe [0, 1] x [0, 1] si fie:

1 1
| K o= \/ /O /0 K (2, ) dudy.

Demonstram acum ca pentru orice functie f € L?(0,1), functia g definita

prin egalitatea:
1
- | K@nsway

este in L2(0,1); avem (folosim inegalitatea lui Schwarz):

||g|2—/ /Ky () <
< [ ([ 1 ora) ([ 1rwmra) a = f31€ 3.
[ )(

Rezulta deci ca putem defini aplicatia:

Ty : L?(0,1) — L*(0,1), (T f)(x / K(z,y)f

Operatorul Tk se numeste operatorul integral definit de nucleul K.
Din calculul de mai sus rezulta ca Tk este continuu si
I Tx 1<l K |2

46. Propozitie (proprietatile operatorului integral)
Fie T si Ty doi operatori integrali cu nucleele K si respectiv H .
(a) Pentru orice «, g € C, operatorul aTx + STy este operator integral
si are nucleul aK + SH.
(b) Operatorul TKTH este operator integral gi are nucleul definit prin
fo (2,y)dz, deci:

actun)e) = [ ([ K2 f0

In cazul particular K = H , obtinem:

(T2 f)(z) = /01 (/01 K(a:,z)K(z,y)dz) dz.

(c) Daca sirul de nuclee K, converge in spatiul Hilbert L2([0,1] x [0,1])
la functia K, atunci sirul de operatori integrali Tk, converge in spatiul



6.3. MF.06.3. EXEMPLE DE OPERATORI PE SPATII HILBERT 113

(£ (L*(0,1)) , |I1l) la operatorul integral Tk.

(d) Adjunctul operatorului Tk este operatorul integral Tz, cu nucleul
f((:n, y) = K(y,z); in particular, Tk este autoadjunct daca si numai daca
nucleul K are proprietatea K(z,y) = K(y,z) ( un astfel de nucleu se
numeste simetric).

Demonstratie (a) este evident.
(b)Pentru orice f € L?(0,1), avem:

(TkTu f)(x / K(z,y) (Tuf) (y)dy =

= [ [ Kw#. 2 ez = / ([ K s =

/ Gla,2)[(2)dz = (Taf)(@).

(c) Demonstratia este o consecintd imediata a inegalitatii dintre normele
operatorului integral i a nucleului sau:

I Tk, — T [|[<|] K — K [l2— 0.

(d) Pentru orice f,g € L?*(0,1), avem:

<Tatg>= [ @en@awie= [ (1) [ K@) o=
= /01 f(y) (/01 f((y,x)g(w)dx>dy =< f,Tgg > .

Proprietatile de mai sunt adevarate gi in cazul in care intervalul [0, 1]
(cu masura Lebesgue) este inlocuit de un spatiu cu masurda o— finita. In
particular, putem considera operatori integrali pe Z si R.

Operatorii de convolutie sunt atunci cazuri particulare de operatori integrali,
considerand nuclee de forma K(n,m) = 6(n —m), Vn,m € Z si respectiv
K(x—y)=k(z—y), Vz,y € R.

Un alt caz particular remarcabil de operator integral este operatorul Volterra,
pe care-1 vom studia in continuare.

47. Definitie (operatorul Volterra)
Un nucleu K € L2([0,1] x [0,1]) se numeste nucleu de tip Volterra daci
are proprietatea K(z,y) =0, Vz < y. Rezulta deci ca operatorul integral
asociat unui astfel de nucleu (numit operator Volterra) este definit prin:

(Tk f)(x /K:cy y)dy, Vf € L*(0,1).
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Analogia cu teoria matricelor este evidenta: operatorii de tip Volterra sunt
analogul operatorilor asociati matricelor inferior triunghiulare. Se stie ca
daca o matrice A este strict inferior triunghiulara, atunci ea este nilpotenta,
adica exista m € N astfel incat A™ = O. Vom demonstra in continuare
o proprietate asemanatoare si pentru operatorii Volterra definiti de nuclee
marginite; o consecintad va fi calculul spectrului unui astfel de operator.

48. Teorema
Fie K € L*([0,1] x [0,1]) un nucleu de tip Volterra marginit, deci || K ||oo<
oo ; atunci, operatlorul Volterra asociat, Tk are proprietatile:
(a) Tim (| T )7 = 0.
(b) o(Tx) = {0} ; un operator cu aceasta proprietate se numeste cvasinilpo-
tent.
Demonstratie Vom demonstra mai intai ca produsul a doi operatori de tip
Volterra Tk si Ty este un operator de acelagi tip. Tindnd cont de cele
demonstrate in propozitia 46(b), este suficient sa aratam implicatia:

K(z,y)=H(z,y) =0,Ve <y= G(z,y) =0, Vz <y,

1
unde, G(z,y) = [ K(z,2)H(z,y)dz.
0

intr—adevér, dacd x <y, atunci orice z € [0,1] trebuie sa verifice cel putin
una din inegalitatile: =z < z sau z < y; in primul caz, avem K(z,z) =0,
iar in al doilea H(z,y) =0, deci oricum G(z,y) = 0. Daca = >y, atunci:

Gla) = [ Klo2)H(0).
)

Sa presupunem acum ca H = K i sa notam in acest caz

1
K¥a,y) = Gloy) = [ KK s

i in general pentru n € N:

1
Kl (2, y) = / K (2, ) K"z, ) dx.
0

Pentru orice 0 <y <z <1, avem:
xT
K? ()| = | / K(z, 2)K (2, y)dz] <|| K |2 (z ).
Yy

Prin inductie rezulta ca pentru orice n € N gi y <z, avem:

K 5 n-1 o I B I%

KM (2, )| < m(m -y < (n— 1)
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Rezulta deci ca:

v K s

1
Ty n < K[n} 00 " < TR— 07
(73 )= < (I K" 1) P

pentru m —» 0o, ceea ce incheie demonstratia.

(b) Reamintim ca raza spectrala a unui operator T este, r(T) = sup{|\|; A €
o(T)} si are formula razei spectrale: r(7T") = nlggo | " H% . Din definitia
razei spectrale rezulta in mod evident ca daca r(7) = 0, atunci o(T) =
{0}. Din cele demonstrate la punctul (a), rezulta ca r(Tx) = 0 , deci
o(Tx) = {0}.

Mai facem observatia ca afirmatiile din teorema sunt adevarate si fara ipoteza
de marginire a nucleului; demonstratia este insa considerabil mai dificila
([10],p.93).

Un caz particular interesant de operator Volterra se obtine considerand nu-
cleul V(z,y) =1, dacd y < z, si 0 in rest. Operatorul asociat (numit si
operatorul Volterra integral) este:

(Tv f)(x) = /0 ")y, Vf € L2(0,1).

Norma lui Ty este || Ty ||= 2i (pentru demonstratie: [10],p.300).

T )

6.4 MF.06.4. Operatori normali

49. Introducere
Reamintim c& un operator 7' € L£L(H) se numeste normal daca verifica egal-
itatea TT™ = T*T'; in paragraful precedent am studiat o clasid importanta
de operatori normali: operatorii de multiplicare.
In capitolul 2 (teorema 28) am vazut ca principalul rezultat referitor la
structura operatorilor din £(C™) este:

Teorema spectrala pentru operatori normali pe C"
Un operator T' € L(C"™) este diagonalizabil in sens geometric daca gi numai
daca T este operator normal.

Generalizarea acestui rezultat la spatii Hilbert infinit dimensionale este
o problema fundamentala a teoriei operatorilor; ea si cateva consecinte ale
sale constituie subiectul acestui paragraf.
In prezentarea care urmeaza, analogia cu cazul finit dimensional este intere-
santa: trebuie remarcat ce rezultate finit dimensionale au un corespondent
infinit dimensional gi ce anume se schimba 1n totalitate.
Sa revenim acum la enuntul teoremei spectrale pentru operatori normali
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pe spatii finit dimensionale. Operator diagonalizabil (in sens geometric)
insemna, in acel caz, un operator 7' € L(C™) pentru care exista o baza B
ortonormald (a lui C™) formata din vectori proprii ai operatorului T, sau ,
echivalent, existd un operator unitar U astfel incat U~'TU sa fie operator
diagonal; in aceasta situatie matricea lui 1" in baza B are forma diagonala,
(pe diagonala fiind valorile proprii ale lui T"), iar coloanele matricei lui U
sunt vectorii din B. In cazul infinit dimensional, notiunile de valoare pro-
prie si vector propriu nu mai constituie instrumente la fel de puternice ca in
cazul finit dimensional; am dat exemple in paragraful precedent de operatori
(chiar normali) care nu au valori proprii. Deci o ”forma diagonalad” pentru
operatori normali pe spatii Hilbert infinit dimensionale este putin probabila
(aceasta nu exclude posibilitatea unei ”forme diagonale” pentru clase mai
restranse de operatori).

Vom reformula acum notiunea de operator diagonal pe C™.

Fie D € L£(C™) un operator diagonal, deci matricea sa in baza canonica
este:

A0 . o0
0 X 0 . . O
0o . . . A

iar (Dx)g = \pxg, Vo = (21,22, .., 2y) € C™.
Sa consideram spatiul C™ ca fiind multimea tuturor functiilor

z:{1,2,..,n} - C, z(k) =z,

vectorul x = (x1,x2,..,zy,) identificidu-se cu valorile functiei z de mai sus.
Sa consideram functia

¢:{1,2,..,n} = C, ¢(k) = \.

Atunci operatorul D poate fi identificat cu operatorul de multiplicare cu
o:
(Dx)(k) = ¢(k)x(k) = (Mpx) (k) , Ve € C"sik € {1,2,..,n}.

Spatiul cu masurd (€, ) din definitia generala a operatorilor de multipli-
care este 2 ={1,2,..,n} iar masura p este masura de numarare.

Cu aceste precizari, enuntul teoremei spectrale pentru operatori normali pe
spatii finit dimensionale, devine:

Teorema
Un operator T' € L(C™) este unitar-echivalent cu un operator de multipli-
care My daca si numai daca T' este operator normal.
Aceasta formulare (in care operator diagonalizabil in sens geometric
inseamna operator unitar- echivalent cu un operator de multipli-
care) are un analog infinit dimensional.
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Reamintim ca In paragraful precedent am definit gi studiat operatorii de
multiplicare: daca (€2, ) este un spatiu cu masura si daca
¢ € L>(Q, ), atunci operatorul de multiplicare cu functia ¢ este:

My s L(Q 1) — L2(Q, ), (Mpf)(8) = 6(0)f(2)., ¥t € O

Am demonstrat (este de altfel evident) ca operatorii de multiplicare sunt
normali; reciproca acestei afirmatii ("modulo unitar-echivalenta”) este vari-
anta infinit dimensionald a teoremei spectrale pentru operatori normali (din
cazul finit dimensional).

50. Teorema spectrala pentru operatori normali pe
spatii Hilbert infinit dimensionale
Fie H un spatiu Hilbert infinit dimensional (separabil) si fie 7" € L(H) un
operator normal.
Atunci exista un spatiu cu masura boreliana regulata finita (€2, 1), un izomor-
fism de spatii Hilbert (operator unitar) U : H — L?(, 1) si o functie
¢ € L>®(Q, p) astfel incat T = U~ M,U.

Intr-o formulare concisa, teorema afirma ca un operator este normal
daca si numai daca este unitar-echivalent cu un operator de mul-
tiplicare.

Pentru alte formulari (echivalente) ale acestui rezultat cat gi pentru demonstratie,
recomandam [10],p.61; [6],p.911; [5],p.93; [20],p.71.

Un caz particular studiat deja al acestui rezultat este unitar-echivalenta din-

tre operatorii de convolutie (care sunt normali) si cei de multiplicare; a se
vedea teoremele 40 si 45.

Consecintele imediate (dar remarcabile) ale acestei teoreme sunt pro-
prietatile operatorilor normali deduse din proprietatile corespunzatoare ale
operatorilor de multiplicare; avem deci:

51. Teorema (proprietatile operatorilor normali)
Fie T € L(H) un operator normal; atunci:
(a) o(T*) =o(T) ={X; A€ o(T)}.
(b) T este autoadjunct < o(T) C R.
(c) T este pozitiv < o(T) C [0, c0).
(d) T este unitar < o(T) C S*.
(e) T este proiector < o(T) C {0,1}.
(£) *(T) =] T ||.
(g) || Tz ||=|| T*z ||, Vx € H ; se poate demonstra ca aceasta proprietate
caracterizeaza operatorii normali.
Este interesant acum sa ne reamintim analogia dintre numere complexe si
operatori de la sfargitul paragrafului 1 (acest capitol). Este clar (din teo-
rema de mai sus) ca analogia este mai naturald daca inlocuim in tabelul
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respectiv ”"operator” cu ”operator normal”.

In general, daca T' nu este un operator normal, proprietatile de mai sus nu
sunt adevarate. De exemplu, operatorul integral Volterra Ty de la sfarsitul
paragrafului precedent (teorema 48) are spectrul format numai din numarul
0, dar nu este autoadjunct; in schimb, daca un operator normal are spectrul
{0} , atunci, din proprietatea (f) de mai sus rezulta ca el este operatorul
identic nul.

Ca gi in cazul finit dimensional, o consecinta importanta a teoremei spec-
trale este posibilitatea construirii unui ”calcul functional” pentru opera-
tori normali. Prezentam in continuare aceasta constructie.

52. Definitie
Daca T € L(H) este un operator arbitrar (fixat) si p € C[X] este un poli-

n
nom , p(z) = Y. apz® atunci, este natural si definim operatorul p(T) =
k=0

n

3" aiTF . Am construit in felul acesta o aplicatie (numita ” calculul functional
k=0
polinomial al operatorului 7'7):

CX]>p—p(T) € LH),

cu proprietatile:

(ap + Bq)(T) = ap(T) + Bq(T) (liniara) si

(pq)(T) = p(T)q(T) (multiplicativa),

pentru orice «, 5 € C si p,q € C[X]; demonstratiile sunt imediate.

Din ultima egalitate rezulta ca operatorii p(7T") si ¢(7') comuta.

Tot cu metode elementare, si tot pentru un operator arbitrar, putem defini
f(T) si pentru anumite functii rationale.

Pentru aceasta, fie A € o(T) si fie functia (rationald) g(z) = ﬁ ; o definitie
naturald pentru operatorul g(T) este g(T) = (M —T)~!. Sa observam ca
definitia este corecta deoarece operatorul AI —T' este inversabil ( A nefiind
in spectrul lui 7). S& mai observim ci doi operatori de forma (Al —T)~!
si (vI—T)"! comuti intre ei deoarece operatorii A\I —T si vI —T comuta.
Mai general, fie ¢(z) = a(\ — 2)(A2 — 2)...(Ap — 2); observam ca putem
defini operatorul:

1 1
g(T) = a(Alf —T) YOI —T) (AT = T)7 L,
daca si numai daca A\, & o(T), Vk € {1,2,..n}. Este evident ca in acest

caz avem:

1 _
g(T) = (g(1) ™"
In cazul general, fie p,q € C[X] si fie f(z) = P o fractie

T az)
ireductibila. Daca polinomul ¢ nu se anuleaza pe spectrul lui T, ( sau,
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echivalent , functia f este definita pe intreg spectrul lui 7"), atunci definim
operatorul f(T) = p(T)[q(T)]~*. Fie R(T) multimea functiilor rationale
definite pe spectrul operatorului T .

Atunci aplicatia (numita ”calculul functional rational al lui 7”):

R(T) > f— f(T) € L(H),

prelungeste calculul functional polinomial cu pastrarea liniaritatii i a multi-
plicativitatii. De fapt, aplicatia astfel construita este un morfism de algebre.
Calculul functional astfel definit are urmatoarea proprietate de ”transfor-
mare a spectrului”.

53. Propozitie
Fie T € L(H); atunci, pentru orice f € R(T), avem:

o(f(T) ={f(N); A€ a(T)} = f(o(T)).

Demonstratie Demonstram mai intai incluziunea: f(o(T)) C o(f(T)).
Pentru aceasta, fie v € f(o(T)); exista deci A € o(T) astfel incat v = f(A).

Fie functia
_ - f(®)
Demonstram ca g € R(T'). Deoarece f € R(T), singurul punct din o(T")
in care functia g ar putea sa nu fie definitd este A. Daca f = %, cu
p,q € C[X], atunci ¢(\) # 0 ; avem:
p(A) _ p(z)
az) _ P(Na(z) — a(Mp(z)
—2 q(A)q(z)(A - 2)
Polinomul s(z) = p(A\)g(z) — q(A\)p(z) se anuleaza in z = A, deci exista un
polinom r € C[X] astfel incat s(z) = (A — 2)r(z); rezultd deci ca functia
g este

adicd g € R(T), deci are sens ¢g(T'). Sa presupunem prin absurd cd v =
f(N) € o(f(T)), deci exista, [f(\)I — f(T)]~!. Din relatia

f) = f(z) = (A= 2)9(2)
si din multiplicativitatea calculului functional, rezulta:
S = f(T) = (M = T)g(T).
Inmultind ultima egalitate cu [f(A\)I — f(T)]~!, obtinem:

(M =T)g(T)[f(M — (D))" =1,
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si, deoarece operatorii de mai sus comuta , rezulta ca A\l — T este operator
inversabil, contradictie cu A € o(T).

Demonstram acum incluziunea inversa: o(f(7")) C f(o(T)).

Fie v € o(f(T)) si presupunem prin absurd cd v ¢ f(o(T)). Rezulta

atunci ca functia
1

v—f(2)
este in R(T) si din egalitatea [v — f(z)]h(z) =1 rezulta
I = f(DIMT) =1,

adica vI — f(T') este operator inversabil; contradictie cu v € a(f(T)).

h(z) =

Prelungirea calculului functional (rational) si la alte clase de functii cu
pastrarea liniaritatii, multiplicativitatii si a proprietatii de transformare a
spectrului este o problema importanta in teoria operatorilor. Exista si alte
functii pentru care se pot da definitii elementare.

&)
De exemplu, daca f(z) = > a,2", Vz € C este o functie intreaga atunci
n=

o0

operatorul f(T) = > a,T" se poate defini pentru pentru orice T €
n=0

L(H) (deoarece seria de operatori converge) si sunt pastrate proprietatile

mentionate mai sus.

Un alt exemplu este functia f(z) = Z; in acest caz, o definitie naturala ar fi
f(T) = T*. De aici rezulti ca daca g¢(z) = |z|?, atunci ¢g(T) = T*T (sau
TT* ?7) ; daca operatorul T ar fi normal, definitia nu ar fi ambigua. Sa
alegem de exemplu ¢(T') = T*T, si sa luam T =V operatorul de translatie
unilaterald pe ¢2(N); proprietatea de transformare a spectrului nu mai este
adevarata ; intr-adevar, deoarece g(V) = V*V =1 | atunci

a(g(V)) = o(I) = {1} dar
g9(e(V)) =g({r e C; A <1}) = [0,1].

Operatorii care admit un calcul functional suficient de general si cu pro-
prietati remarcabile sunt operatorii normali. Pentru aceasta, definim cal-
culul functional mai intai pentru operatorii de multiplicare (ceea ce se face
intr-un mod natural si simplu) si apoi vom transfera calculul functional ast-
fel construit la operatori normali arbitrari folosind unitar-echivalenta din
teorema spectrala.

54. Definitie (calculul functional marginit pentru
operatorii de multiplicare)
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Fie ¢ € L>®(Q,pn) si fie My operatorul de multiplicare cu ¢ definit pe
spatiul L2(Q, u).

Consideram restrictia masurii Lebesgue din plan la compactul

o0(My) = essran(¢). Fie F € L*(0(My)); in particular, deoarece o(My)
este compact, F' poate fi o functie continua.

Deoarece o(My) = essran(¢), rezulta ca functia compunere, F o ¢ exista
(de fapt ea este definita a.p.t.; daca functiile ¢ si F' ar fi continue, atunci
F o ¢ ar fi definita peste tot si ar fi continua) si este in L*°(€, p) . Exista
deci operatorul de multiplicare Mpoy4 € L(L?(Q, 1t)), ceea ce ne permite sa
definim operatorul F'(My) = Mpoy. Aplicatia

L®(0(My)) 3 F — F(My) € L(LA(Q 1))

se numegte calculul functional marginit (in sensul ca F este functie
esential marginita) al operatorului My .

Se observa ca operatia de aplicare a lui F' asupra operatorului My, inseamna
de fapt compunerea lui F' cu ¢.

Este usor de demonstrat ca aplicatia de mai sus prelungeste calculul functional
cu functii rationale al operatorului Myg. Sunt pastrate de asemenea si pro-
prietatle uzuale, inclusiv proprietatea de transformare a spectrului.

55. Teorema
Cu notatiile de mai sus, avem:
(a) (aF + BG)(My) = aF(My) + fG(My),
(b) (FG)(My) = [F(M)|[G(M,)),
(c) F(My) = [F(My)]*,
(d) o(F(My)) = F(o(M,)),
(e) Operatorii F(My) si G(My) comuta,
pentru orice o, € C si F,G functii esential marginite pe spectrul opera-
torului My, .
Demonstratie Verificarile (a),(b) si (c) sunt imediate; demonstram, de
exemplu, (b):

(FG)(My) = M(pcyog = M(Fog)(Gog) = MFopMaop = F(My)G(My).

(d) Vom face demonstratia in ipoteza ca functia F' este continua. Propunem
cititorului familiarizat cu rationamentele specifice teoriei abstracte a masurii
sa refaca demonstratia pentru o functie F' esential marginita, ([10],p.60).
Enuntul este echivalent cu essran(F o ¢) = F(essran(¢)); se observa ca
daca si functia ¢ este continua, atunci egalitatea devine banala deoarece
amandoi membri sunt egali cu inchiderea imaginii functiei compuse F' o ¢,
adica (F(o(92)).

Consideram acum cazul general si demonstram incluziunea F(o(My)) C

C o(F(Mg)). Fie v = F(\) € F(o(My)), cu A € o(My)). Fie E o
vecinatate a lui F'(\); pentru a demonstra ca F(\) € o(F(My)) va trebui sa
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demonstram ci masura multimii (Fo¢)!(E) este strict pozitiva (nenuli).
Dar (Fo¢) Y(E) = ¢ Y(F71(E)). Deoarece E este vecinitate a lui F(\)
si deoarece functia F' este continu, rezulta ci F~!(E) este vecinatate a lui
A si deci, din definitia imaginii esentiale a Iui ¢, rezulta ca ¢~ (F~1(E))
are masura strict pozitiva. Incluziunea inversa o demonstram prin trecere
la complementare:

C —F(o(Mg)) CC —o(F(My)).

Fie deci A & F(0(My)). Multimea o(My)) este compactd si cum F' este
continua, rezultd cd multimea F(o(My)) este compacta. Deoarece (din
ipoteza) A & F'(o(My)) , atunci exista o vecinatate F a lui A astfel incat
ENF(oc(Mg)) =0. Luand imaginile inverse prin functia F ale multimilor
din egalitatea precedenta, obtinem

FHE)(o(Mg) =0.
Luand acum imaginile inverse prin functia ¢, obtinem
¢ (FTHUE) (¢ (0(My) = 0.

Dar, din definitia imaginii esentiale, masura multimii Q —¢~1(c(My)) este
nula (daca functia ¢ ar fi continui, atunci aceasta multime ar fi vida).
Rezultd ci si multimea (Fo¢!)(E) are masura nuld si deci A € o(F(My)).

Consideram in continuare doua exemple.

(i) Fie ¢(t) =t, ¥t € [0,1] si fie
My : L*(0,1) — L*(0,1), (Mgf)(t) = tf(t).

Atunci, o(My) = [0,1] si daca F' € L*°(0,1), rezulta F'(My) = MF.

(ii) Fie acum 9 (t) = iifl, vVt € R si fie

My I(R) = A(R), (My)(0) = ()

Atunci o(My) = S si pentru orice functie F' € L>°(S!), avem:

t+1
i+ 1

Fon)N 0 =F () 10, 9f € PR)
Calculul functional marginit pentru un operator normal arbitrar se con-
struieste folosind unitar-echivalenta din teorema spectrala.

56. Definitie (calculul functional marginit
pentru operatori normali)
Fie T € L(H) un operator normal si fie My operatorul de multiplicare
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unitar-echivalent cu el: T = U 'M,U. Dacd F este o functie esential
marginita pe spectrul operatorului 7', (considerat ca spatiu cu masura cu
restrictia masurii Lebesgue din plan), atunci definim F(T) = U~ 'F(M,)U .
Din teorema de mai sus

L™ (o(T)) > F — F(T) € L(H)

are proprietatile:
(a) Liniara si multiplicativa:

(aF + BG)(T) = aF(T) + BG(T),

(FG)(T) = F(T)G(T),

Va,B € C,VF,G € L* (¢(T)); din multiplicativitate rezultda ca operatorii
de forma F(T) comuta intre ei.
(b) F(T) = [F(T)]*; de aici rezulta ci toti operatorii de forma F(T) sunt
normali.
(¢) o(F(T)) = F(o(T).

S consideram ca exemplu operatorul de convolutie pe spatiul £2(Z) (op-
eratorul de convolutie este operator normal).
Fie 0 € (?(Z) astfel incat F~10 € L>(S!); Operatorul Cy este unitar-
echivalent cu operatorul de multiplicare cu F~'0, mai precis Cy = F ' Mzr—14F.
Pentru orice functie F' € L>®(c(Cy)) = L™ (essran(F 1)), avem F(Cp) =
.F_IMFO(]:—lg).F.
In particular, daca 6 = o1, atunci C,, = W (operatorul de translatie bilat-
eral) si W = F~1M,, F, unde,
wi(e) = €. Reamintim ca o(W) = S'. Deoarece w; este aplicatia identica
pe S!, pentru orice functie F' € L>°(S!), avem:

F(W)=F 'MpF.

Mai general, daci n € Z, avem F(W") = F~'Mp,,, F, unde,
wn(eit) — eint.

Aplicatiile calculului functional sunt numeroase; indicim in continuare
cateva. Prima este existenta radacinii patrate pozitive pentru operatori
pozitivi; comparatia cu cazul finit dimensional este interesanta (a se vedea
capitolul 3).

57. Teorema (radacina patrata pozitiva)
Fie P € L(H) un operator pozitiv. Atunci exista si este unic un operator
pozitiv Q € L(H) astfel incat Q% = P; operatorul @ se numeste radicina
pitrati pozitivd a lui P si se noteazi /P
Demonstratie Functia radical f(t) = v/t este o functie continud pe spec-
trul operatorului P (orice operator pozitiv are spectrul in [0, 0o)), deci
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putem defini operatorul Q = f(P) = v/P . Din multiplicativitatea calculu-
lui functional, rezulta :

unde, am notat cu id(¢) = ¢ functia identica.

Pentru unicitate, este suficient sa observam ca un operator de multiplicare
pozitiv, My, are o unica radacia patrata pozitiva, M /3.

De exemplu, daca ¢(t) =t,Vt € [0,1] , atunci operatorul My este operator
pozitiv pe L?(0,1) si

(VMg f)(t) = Vif(t) = (M 5f)(t), vt € [0,1].

58. Consecinta
Fie T € L(H) un operator arbitrar. Atunci 7" este pozitiv daca si numai
daca exista S € L(H) astfel incat T = S*S
Demonstratie Daci T este operator pozitiv, atunci ludm S = vT'. Re-
ciproc, orice operator de forma S*S este pozitiv (evident).

Alta consecinta a calculului functional este descompunerea polara pentru
operatorii inversabili si pentru cei normali pe spatii Hilbert infinit dimen-
sionale; orice numar complex nenul z admite o unica
descompunere z =ru cu r >0 si |ul =1. Daca T € L(C™), atunci T
admite o descompunere de forma T = UP , cu U operator unitar gi P
pozitiv. In general, aceasta descompunere nu este unica decat in anumite
conditii suplimentare (de exemplu daca T este inversabil).

59. Teorema (descompunerea polara)
Fie T € L(H) un operator arbitrar.
(a) Daca T este inversabil , atunci exista U € L(H) operator unitar gi P €
L(H) operator pozitiv astfel incat T'= UP. In plus, aceasta descompunere
(polara) este unica.
(b) Daca T este normal, atunci exista o descompunere polard (nu neaparat
unicd) 7' = UP cu U unitar si P pozitiv; in plus, operatorii U, P,T
comuta Intre ei.
Demonstratie (a) Fie P = vT*T . Operatorul T fiind inversabil, rezulta
ca T*T este si el inversabil, deci 0 € o(T*T) . Din teorema de transformare
a spectrului rezulta ca 0 ¢ o(vT*T) deci operatorul P este inversabil. Fie
U=TP~!. Atunci U este inversabil (ceea ce este evident); U este unitar:

UU=pP TP t=p PPt =1,

Unicitatea rezulta din constructie si din unicitatea radacinii patrate pozitive.
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(b) Fie functiile
p(z) = |z|, V2 € Csiu(z) = é,Vz;éOgiu(O) = 1.

Atunci p gi u sunt functii marginite pe spectrul lui 7. Aici se poate
constata necesitatea unui calcul functional si cu alte functii decat continue
(p este continud dar u nu este continua). Fie P = p(T) si U = u(T).
Deoarece functia p ia valori pozitive, din teorema de transformare a spectru-
lui rezulta ca operatorul P are spectrul in [0, co). Cum P este si operator
normal, rezultd ca P este operator pozitiv. Deoarece u(z)u(z) =1, Vz €
C, din multiplicativitatea calculului functional rezulta UU* = U*U = 1
deci U este unitar. Din identitatea u(z)p(z) = z, Vz € C, rezulta (folosind
iaragi multiplicativitatea calculului functional) T'=UP.

Continuam cu aplicatii ale calculului functional si ale formulei de de-
scompunere polara. Orice numar real i strict pozitiv ¢ se poate scrie sub
forma t = €®, cu s € R; de asemenea, orice numar complex A cu |\| =1, se
poate scrie sub forma A = €', cu 7 € R. Pentru operatori liniari si continui
pe un spatiu Hilbert, avem:

60. Propozitie
(i) Pentru orice operator pozitiv si inversabil P € L(H ), exista un operator
autoadjunct S € L(H) astfel incat P = exp(S).
(ii) Pentru orice operator unitar U € L(H), exista un operator autoadjunct
A € L(H) astfel incat U = exp(iA).
Demonstratie (i) Deoarece operatorul P este pozitiv i inversabil, rezulta
ca o(P) C (0, 00); rezulta deci cd functia (continua) logaritm natural, In
este definita pe spectrul operatorului P si deci putem defini operatorul S =
In(P); deoarece @) = 2V > 0, avem egalitatea:

exp(S) = exp(In(P)) = P.

Din proprietatile calculului functional rezultd ca S este operator normal,
iar din teorema de transformare a spectrului rezulta incluziunea: o(S) =
In(o(P)) C In((0, c0)) = R. Din teorema 51(b) rezulta ca S este operator
autoadjunct.

(ii) Deoarece U este operator unitar, rezulta ca spectrul sau este inclus
in cercul unitate: o(U) C S'. Fie f € L°°(S!) astfel incat exp(if(\)) =
A\, VA € S!. Facem mentiunea ci o astfel de functie exista, ea putand fi,
de exemplu, una din ramurile argumentului (care nu este continua, dar este
marginitd); daca spectrul lui U nu este egal cu intreg cercul unitate, atunci
exista chiar functii continue cu proprietatea exp(if(A)) = A, VA € o(U).
Definim operatorul A = f(U); din proprietatile calculului functional rezulta
ca A este operator autoadjunct si exp(iA) = exp(if(U)) = U.



126 CAPITOLUL 6. MF.06. OPERATORI PE SPATII HILBERT

61. Teorema
(i) Orice operator inversabil T' € L£(H) se poate scrie ca un produs de doua
exponentiale, mai precis, exista doi operatori autoadjuncti S, A € L(H)
astfel incat T' = exp(iA) exp(95).
(ii) Multimea G a operatorilor inversabili din £(H) este conexa prin arce,
adica pentru orice operator inversabil T', exista o aplicatie continua ~y :
[0,1] — G astfel incat y(0) =1 si y(1) =T.
Demonstratie (i) Fie T € £(H) un operator inversabil i fie, conform
teoremei 59(a), descompunerea sa polarda (unica): T = UP, unde, U este
operator unitar gi P este operator pozitiv si inversabil. Conform propozitiei
anterioare, exista doi operatori autoadjuncti A, S € L(H) astfel incat U =
exp(iA) i P = exp(S), deci T' = exp(iA) exp(S).
Mentionam ca exista operatori inversabili T' care nu se pot scrie sub forma
unei singure exponentiale. Pe spatii finit dimensionale, aceastd proprietate
este totusi adevarata.
(ii) Fie T € G si fie A, S € L(H), operatori autoadjuncti
astfel incat T' = exp(iA) exp(95). Fie

v:10,1] = G, v(t) = exp(itA) exp(tS).

Este usor de aratat ca -~y satisface conditiile cerute.



Capitolul 7

MF.07. Aplicatii in teoria
sistemelor

Cuvinte cheie

rezolutie, sistem cauzal, sistem invariant in timp, spatiul starilor, controla-
bilitate, observabilitate.

Intr-o formulare generala, un sistem este o aplicatie intre doua spatii de
semnale: intrari (comenzi) si iesiri (raspunsuri); modelul matematic pentru
semnale sunt functiile. Desigur, pentru a obtine rezultate interesante, sunt
necesare unele conditii restrictive. Un caz important este cel al sistemelor
liniare: aici semnalele sunt elemente ale unor spatii vectoriale, iar sistemul
este o aplicatie liniara. O alta proprietate remarcabild este continuitatea;
modelul matematic uzual pentru sistem este atunci acela al unui operator
liniar i continuu intre doua spatii Banach. In acest capitol ne propunem
sa prezentam cateva notiuni din teoria sistemelor care se modeleaza in mod
natural folosind conceptele si rezultatele expuse in capitolele precedente.
Prin sistem vom intelege in continuare un operator liniar si continuu pe
un spatiu Hilbert. Elementele acestui spatiu (de obicei functii de timp)
vor fi intrarile gi iegirile sistemului. Aga cum am mai spus, o parte din pro-
prietatile intuitive ale unui sistem 1si gasesc imediat un corespondent matem-
atic: liniaritate, continuitate. De asemenea, metodele folosite pentru studiul
sistemelor sunt in mod natural rezultate de analiza functionala. Pe langa
acestea, exista gi unele constrangeri fizice, cat gi unele metode de studiu
tipice teoriei sistemelor. Dintre acestea amintim cauzalitatea gi invarianta
in timp, iar ca metoda de studiu descompunerea in spatii de stari a unui sis-
tem. Prezentarea unor modele matematice pentru aceste notiuni constituie
obiectul acestui capitol. Pentru aprofundarea cunostintelor privind modelele
matematice ale teoriei sistemelor, recomandam urmatoarele lucrari: [FO1],

[S01], [D02], [BO1], [001], [S01], [S02].
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7.1 MF.07.1. Sisteme cauzale

Intuitiv, un sistem este cauzal daca iesirea la orice moment (fixat) de-
pinde numai de valorile intrarii la momente anterioare.
De exemplu s# consideram spatiul Hilbert ¢2(Z7) si sistemul (operatorul) de
translatie bilaterala: (Wz)(n) = z(n — 1), ¥n € Z. Evident ca W satis-
face conditia (intuitiva) de mai sus: iegirea la momentul n este egala cu
intrarea la momentul n — 1. Sa consideram acum adjunctul (care coincide
aici cu inversul) lui W, care este (W*z)(n) = z(n + 1). Evident, sistemul
W* nu este cauzal. El are chiar o proprietate duala cauzalitatii : iegirea la
un moment dat depinde numai de valorile intrarii la momente posterioare;
un astfel de sistem se numeste anticauzal. Cadrul care permite o defintie
pentru cauzalitate este spatiul Hilbert cu rezolutie.

1.Definitie
Fie (H, <, >) un spatiu Hilbert (ca de obicei separabil gi complex). Ream-
intim c# un operator P € £(H) se numeste proiector daca P2 = P. Daci P
si @ sunt proiectori, atunci, prin definitie, P < @ daca P(H) C Q(H) (a se
vedea paragraful 2,cap.5). Fie T o multime total ordonata avand ¢, si ¢t~ cel
mai mic si respectiv cel mai mare element. Prin rezolutie a identitatii pe
spatiul H se intelege orice familie de proiectori P = (P;)ic7 cu proprietatile:
(i) < Ps,Vt<s,t,seT.
(11) PtD:O§1Ptoo =1.
(iii) Daca P, € P astfel incat lim P, x = Pz, Vz € H, atunci P € P.

n—oo
Perechea (H,P) se numeste spatiu Hilbert cu rezolutie. Evident, pe

acelagi spatiu Hilbert se pot defini mai multe rezolutii. Interpretarea in-
tuitiva a definitiei este : multimea T este timpul, iar dacd = € H, atunci
P,z este partea (esantionul) lui « de pana la momentul ¢, iar (I — P;)z este
partea lui x de dupa momentul ¢.

Vom introduce in continuare rezolutiile canonice pe cateva spatii Hilbert
uzuale.

2.Exemple
(a) Pe spatiul C", rezolutia canonica este definita de multimea de proiec-
tori {Pr; k = 0,1,2..,n}, unde P, = O si (Pyx)(m) = x(m) daca m <
k si 0 daca m > k. Evident, in acest caz T = {0,1,2,..,n}.

(b) S& considerim acum spatiul Hilbert ¢2(Z).
Fie T = {-o0} U Z U{o0} , P.oxc = O, P5, = I si pentru orice n € Z
definim proiectorul (P,z)(m) = x(m), daca m < n si 0 daca m > n.
Rezolutia P = (P,)ne7 este rezolutia canonici pe £2(Z2).
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(c) Pe spatiul £2(N) rezolutia canonica se defineste analog.
T=NU{ox}, P,=0, Py, =1,iar P, cun € N ca mai sus.

(d)Fie acum spatiul Hilbert al functiilor de patrat integrabil pe R,
L*(R). Fie T = {—~c}URU{c}, P_o = O si Py, = I. Pentru orice t € R,
definim proiectorul (numit si trunchierea la momentul ¢) (P.f)(x) = f(x)
daca z <t si 0 daca z >t

Analog se definesc rezolutiile canonice pe spatiile L%(0, 00) si L?[0, 1].

3.Definitie

Fie (H,P) un spatiu Hilbert cu rezolutie si fie T € L(H). Sistemul T se
numeste cauzal (sau operator subdiagonal, inferior triunghiular) in ra-
port cu rezolutia fixata pe H daca pentru orice x,y € H cu proprietatea
Px = Py, VP, € P, rezulta P Tx = P/Ty,VP, € P. Interpretarea in-
tuitiva este evidenta: daca intrarile x si y sunt egale pana la momentul ¢,
atunci i iesirile corespunzatoare, T'x si T'y sunt egale pana la momentul
t. Folosind liniaritatea operatorului 7', obtinem urmatoarele caracterizari
echivalente:

4.Propozitie
Fie (H,P) un spatiu Hilbert cu rezolutie si fie T € L(H). Urmaétoarele
afirmatii sunt echivalente:
(i) T este cauzal in raport cu rezolutia P.
(ii) P,T = P,TP,, VP, € P.
(iii) T(I — P,) = (I — P)T(I — P,), VP, € P.
(iv) Pentru orice P; € P, subspatiul Ker(P;) este invariant pentru
operatorul T
Demonstratie (i)= (ii) Pentru Vo € H, avem P[(I — P;)z] = 0 = B0
si deci, deoarece T este cauzal, rezulta P[T(I — P,)x] = P,T0 = 0, adica
PTx = PTPux.
Echivalenta (ii)< (iii) este evidenta.
(iii)= (iv) Fie x €Ker(P;); din (ii), avem: P,Tx = P.TP,x = 0.
(iv)= (i) Fie =,y € H astfel incat P.x = P,y. Rezulta ca P(x —y) = 0,
deci z — y €Ker(P;). Din ipoteza (iv), rezulta ca T'(z — y) € Ker(FP;), adica
PT(x —y) =0, ceea ce arata ca T este sistem cauzal.

5.Definitie

Fie (H,P) un spatiu Hilbert cu rezolutie. Notiunea duala cauzalitétii este
anticauzalitatea. Un sistem 7" € L£L(H) se numeste anticauzal in raport cu
rezolutia P (sau operator supradiagonal, superior triunghiular) daca
adjunctul sau, T, este cauzal.

Un sistem care este si cauzal gi anticauzal se numegte sistem fara memo-
rie. Notam cu C(H) multimea sistemelor cauzale pe H, cu AC(H) multimea
sistemelor anticauzale si cu M(H ) mutimea sistemelor fara memorie.



130 CAPITOLUL 7. MF.07. APLICATII IN TEORIA SISTEMELOR

Analogul propozitiei anterioare pentru sisteme anticauzale este:

6.Propozitie
Fie (H,P) un spatiu Hilbert cu rezolutie si fie T € L(H); urméatoarele
afirmatii sunt echivalente:
(i) T este anticauzal in raport cu rezolutia P.
i) -P)T=(I—-P)T(I—-P),VYP, €P.
(iii) TP, = PTP,, VP, € P.
(iv) Pentru orice P, € P, subspatiul Im(P;) este subspatiu invariant pentru
operatorul T'.
Demonstratie Totul rezulta din echivalenta (cap. 6): subspatiul K este
invariant la T < subspatiul K este invariant la T* si din egalitatea :
Ker(T) = (Im(T*)*.

7.0bservatie
Din propozitiile 4 si 6 rezulta ca un sistem 7" este fara memorie daca si nu-
mai daca pentru orice P, € P , subspatiile Ker(P;) si Im(P;) sunt subspatii
reducatoare pentru 7', sau, echivalent, orice proiector P; € P comuta cu T,
adica: BT = TP; (cap.b).

8.Propozitie
Fie (H,P) un spatiu Hilbert cu rezolutie. Atunci multimile C(H), AC(H)
si M(H) sunt spatii Banach si in plus produsul a doua sisteme cauzale este
cauzal (respectiv anticauzal, respectiv fara memorie.
Demonstratie Daca T si S sunt doi operatori cauzali, atunci orice combinatie
liniara a lor este de asemenea operator cauzal, deoarece, conform propozitiei
4, pentru orice o, 5 € C gi P, € P, avem:

T(Ker(P;)) C Ker(F;) si S(Ker(F;)) C Ker(P;) =

= (aT + BS)(Ker(P,)) C Ker(P,).

Produsul: T'S(Ker(P;)) C Ker(FP;). Pentru a demonstra completitudinea, fie
T,, un sir de operatori cauzali care converge la T si fie z € Ker(F;); atunci

P, Tx = lim P/T,r = 0, ceea ce aratd ca T este operator cauzal. Analog
n—oo

se demonstreaza si pentru operatorii anticauzali. In cazul operatorilor fara
memorie, trebuie sd observam in plus ca adjunctul unui operator fara mem-
orie este si el fara memorie.

9.Exemple
(a) In continuare vom caracteriza operatorii cauzali pe C".

Fie T € L£(C™) a carui matrice in baza canonica este A = (a;5);j. Din
propozitia 6 rezulta ca T este cauzal daca si numai daca pentru orice x € C™
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sike{l,2,..,n} avem:

x(m) =0dacam < k= (Tx)(m) =0dacam < k.

M=

Dar (Tx)(m) = > amix(k) si deci obtinem:

k=1

T este cauzal & a;; =0, Vi < j.

Deci un sistem pe C™ este cauzal (in raport cu rezolutia canonica asociata
bazei canonice) daca gi numai daca matricea sa in baza canonica este inferior
triunghiulara.

Deoarece adjunctul T* are matricea (aj;)j, rezulta ca sistemul 1" este anti-
cauzal daca si numai daca matricea (a;j);; este superior triunghiulara. Din
cele doua caracterizari rezulta ca un sistem pe C™ este fara memorie daca
si numai daca matricea sa (in baza canonica) este o

matrice diagonala.

Sa presupunem acum ca operatorul 1" este cauzal i inversabil. Deoarece
inversa unei matrice inferior triunghiulare este tot inferior triunghiulara,
rezulta ca pe spatii finit dimensionale inversul unui sistem cauzal si inversabil
este si el cauzal. Asa cum vom vedea In exemplele urmatoare, aceastd pro-
prietate nu mai este adevarata pe spatii Hilbert infinit dimensionale.

(b) Fie acum spatiul £2(2) si fie (0,,)nez baza canonici; ((a se vedea
exemplul 17(ii)). Fie T € L(¢*(2)) si fie (aij)ijez matricea sa (infinitd),
adica a;; =< T'oj,0; >. Printr-un rationament similar cu cel din exemplul
(a), obtinem ca T este cauzal daca gi numai daca
a;j = 0,Vi < j,i,j € Z, adica matricea sa (in baza (o,)ncz) este infe-
rior triunghiulara. In particular, translatia bilaterala W este sistem cauzal:
matricea sa (in baza (0,)ncz) este

0 — 1 daca i=j5+1
Y1 0 in rest

Asa cum am vazut in cap.6, W este unitar si deci inversul sau este egal
cu adjunctul, care, conform definitiei este anticauzal. Cum matricea lui W*
este superior triunghiulara, rezulta ca operatorul W este cauzal si inversabil,
dar inversul sdu nu este cauzal. In acest caz, operatorii fara memorie sunt
operatorii diagonali.

(c) Sa consideram acum cazul particular al unui operator de
convolutie pe (?(Z), Cox = 0 % z,Vz € (*(Z) , unde F~10 € L>(S!).
Deoarece matricea (infinita) a lui Cp este
a;j = 0(i — j), rezulta ca

Cy este cauzal daca si numai daca 6(n) = 0, Vn < 0.
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O formulare echivalenta este urmatoarea:

Sistemul Cy este cauzal daca si numai daca functia (numita functia de
transfer a sistemului), !0 este esential marginita si analiticd pe cerc,
adica: F~10 € H>(S'); aceasta deoarece coeficientii sai Fourier de indici

negativi sunt nuli:
—_—

F~10(n) =0(n) =0,Vn < 0.

Interpretand spatiul £2(Z) ca domeniul timp si L*(S!) ca domeniul

frecventa, rezulta (pentru sisteme de convolutie), dualitatea:

cauzalitate (in domeniul timp) <ranalicitate (in domeniul frecventa).

Daca sistemul de convolutie Cy este si inversabil, (ceea ce este echivalent

cu 0 ¢ essran (f *10): (cap.6), atunci inversul sau este cauzal daca i numai

daca functia ﬁ este in subalgebra H>°(S!). In concluzie, am obtinut:
Un sistem de convolutie pe £?(Z) este cauzal si are un invers cauzal

dac# si numai daca F~10 si 7319 sunt analitice, adica functia F 16 este

functie exterioara (”outer function”).

(d) Caracterizam acum operatorii integrali cauzali pe spatiul L?(R).
Fie deci (cap.6) K : R?2 — C o functie de patrat integrabil si (Tx f)(z) =
[ K(z,y)f(y)dy, Vf € L*(R). Din exemplul 2(d) si din propozitia 4 rezulta
R

ca Tk este cauzal daca si numai daca pentru orice ¢ € R gi pentru orice
functie f € L?(R) cu proprietatea f(s) = 0, Vs < t rezulta (Tx f)(s) =
0,Vs < t. Fiet € R fixat si fie f € L?(R) astfel incat f(s) = 0, Vs < .
Pentru orice s < t, avem:

(Ticf) (s) = /R K (s,2) f(x)dz =

:[;K@@ﬂ@m+LmK@@ﬂ@M:lmK@@ﬂ@m.

Rezulta deci ca (Tk f)(s) = 0 daca si numai daca

le@wﬁ@Mx—O

Deoarece functia f este arbitrara pe intervalul (s, o), din egalitatea de mai
sus rezulta K(s,z) =0, Vs < x, ceea ce incheie demonstratia.

Pritr-un rationament similar celui de mai sus, se poate demonstra ca op-
eratorul integral Tk este anticauzal daca si numai daca nucleul K verifica
egalitatea K(x,y) =0, Vz > y. In particular, rezulta ca nu exista operatori
integrali (neidentic nuli) fara memorie pe L?(R).

O clasa de operatori fara memorie pe acest spatiu este clasa operatorilor de
multiplicare: pentru orice ¢ € L>°(R), operatorul My f = ¢f,

Vf € L2(R) este fard memorie; lisaim demonstratia ca exercitiu.
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(e) In cazul particular al unui operator de convolutie pe R, (cap.6),
(Cef)(z) = [k(z —y)f(y)dy, Vf € L*(R), din exemplul de mai sus rezulta
R

ca C} este cauzal dacd gi numai daca nucleul k£ are suportul inclus in
[0, 00) : k(z) =0, Vz <0.

7.2 MF.07.2. Sisteme invariante in timp

O alta proprietate remarcabila pe care o pot avea sistemele liniare este
invarianta in timp. Vom incepe prin a defini notiunea de sistem invariant in
timp pe spatiile £2(Z) si L?(R) si vom generaliza apoi definitia la un spatiu
Hilbert abstract.

10.Definitie
Fie W operatorul de translatie bilateral pe spatiul £?(Z), adica:
(Wz)(n) = z(n—1),Yn € Z. Unsistem T € L(¢*(Z)) se numeste invariant
in timp daca TW = WT'. Evident ca un sistem invariant in timp comuta
cu orice putere a lui W: TWF = W*T, Vk € Z. Deoarece Wrz = oy, » z,
rezulta ca T este invariant in timp daca si numai daca

op * (Tx) = T(op * x), Vo € £%(Z), Vk € Z.

Invarianta in timp pe L?(R) se defineste dupa cum urmeazi. Fie, pentru
orice s € R fixat, operatorul de translatie

Ly : L*(R) = L*(R), (Lsf)(t) = f(t — s).

Un sistem T € £(L?(R)) se numeste invariant in timp daci si numai daci
TL,=LT, Vs eR.

Generalizare
Sa observam ca in cele doua definitii date mai sus, avem de fiecare data
un grup abelian (G,4+), (G = Z, respectiv G = R), un spatiu Hilbert
H, (H = (*(Z) si respectiv H = L*(R)) si o aplicatie R : G — L(H),
(R(k) = W* si respectiv R(s) = L) cu proprietatile:
(i) R(0) = 1.
(ii) R(u+v) = R(w)R(v), Yu,v € G.
(iii) Operatorul R(u) este unitar pentru orice u € G.
(iv) Aplicatia H x G > (f,u) = (R(u)) f € H este continua.
O aplicatie R cu proprietatile de mai sus se numeste reprezentare
continua si unitara a grupului G pe spatiul H.
In aceste conditii, definitia generala a sistemelor invariante in timp este:
sistemul T' € L(H) se numeste invariant in timp daca
R(u)T' = TR(u), pentru orice u € G; pentru completari, recomandam [FO01],
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[S01], [001].

11.Teorema
Fie T € L(¢*(Z)). Urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(a) T este invariant in timp.
(b) T este operator de convolutie, adicd exista § : Z — C astfel incét
Tz = Cox = O xx, Vo € (*(Z).
Demonstratie Implicatia (b)=-(a) este evidenta deoarece operatorii de
convolutie comuta intre ei.
Fie T € L((*(Z)) astfel incat TW = WT. Daci (a;j); jez este matricea lui
T (in baza canonica, {0 }rez), atunci din egalitatea TW = WT, obtinem:

> apnrz(k) =Y ai_pa(k), Vo € (2(Z), Vi € Z.
keZ keZ

De aici rezultd imediat ca a;; = ajy1j+1, Vi,j € Z; prin inductie (sau folosind
direct egalititile TW* = WKT, Vk € Z), rezulti:

Aij = Qi—kj—k, Vi, J, k € Z.

In concluzie, matricea sistemului 1" este constanta de-a lungul diagonalelor
paralele cu diagonala principala (matrice Toeplitz), adica exista 6 : Z — C
astfel incat a;; = 0(i — j), Vi,j € € Z, deci sistemul T' este un sistem de
convolutie: Tx = Cpz = 0 x 2. Functia F~ 10 € L°°(S!) se numeste functia
de transfer a sistemului; ea are proprietatea:

FYTx)

_ 1
= =F ',

deci raportul dintre transformata Fourier (inversa) a iesirii gi transformata
Fourier (inversi) a intririi este constant (nu depinde de intrarea z). In
general, pentru un sistem arbitrar, aceasta proprietate constituie definitia
functiei de transfer a sistemului (daca ea exista).

Operatorii integrali invarianti in timp pe L?(R) admit o caracterizare
asemanatoare.

12.Propozitie
Fie K : R? — C o functie de patrat integrabil si fie Tx : L2(R) — L?(R)
operatorul integral asociat, adica: (Tx f) (z) = [ K(z,y)f(y)dy.
R

Urmaétoarele afirmatii sunt echivalente:

(a) Tk este invariant in timp.

(b) Tk este operator de convolutie, adica exista k : R — C astfel incat
K(z,y) =k(zx —y),deci Tk f = Crf = k~* f.

Lasam demonstratia ca exercitiu.

Reiese clar din exemplele prezentate ca exista o legatura profunda intre
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notiunea de sistem invariant in timp si operatia de convolutie. Mentionam de
asemenea ca notiunea de sistem invariant in timp (si legatura ei cu operatia
de convolutie) se studiaza si pentru sisteme de tip distributie; recomandam
in acest sens [S01], [FO1].

7.3 MF.07.3. Spatiul starilor

Intuitiv, starea (la momentul t) a unui sistem 7" € L(H) este acea
informatie (eventual minimald) necesara pentru ca din cunoasterea valorilor
intrarii posterioare momentului ¢ sa putem deduce valorile iegirii posterioare
momentului ¢.

13.Definitie
Fie (H,P) un spatiu Hilbert cu rezolutie (cu notatiile din definitia 1) si fie
T € L(H). O descompunere in spatii de stari (state space decomposi-
tion) a sistemului 7" este orice familie de triplete
{(Xt, A, 0¢);t € T} cu proprietatile:
(i) X; este spatiu Hilbert, Vt € T.
(ii) A+ : H — X; este un operator liniar gi continuu astfel incat \; =
MNPVt e T.
(iii) 6; : Xy — H este un operator liniar si continuu astfel incat 6; =
(I —P)0,VteT.
(iV) (I - Pt)TPt = et)\t.

In aceastd definitie, X; se numeste spatiul starilor la momentul ¢, \;
este aplicatia intrare-stare, iar 6, aplicatia stare-iesire. Daca u € H este
o intrare arbitrara, atunci x; = \u € Xy se numeste starea sistemului T’
la momentul ¢, corespunzatoare intrarii w.

Sa consideram o intrare u € H si fie t € 7. Sa calculam valorile iesirii Tu
posterioare momentului ¢:

= (I—Pt)TPtu—i—(I—Pt)T(I—Pt)u:Qt)\tu—l—(I—Pt)T(I—Pt)u:
:gtxt—F(I—B)T(I—Pt)U

De aici rezulta ca, intr-adevar, cunoasterea valorilor intrarii posterioare mo-
mentului ¢ (adica (I — P;)u) si a cuplului A, 0; (adica a starii la momentul
t) permite cunoasterea valorilor iesirii posterioare momentului ¢.

14.Exemple
(i) Orice sistem T' € L£(H) admite o descompunere ”triviala” in spatii de
stari, considerand X; = H, \y = P, si 6, = (I — P,)T, Vt € T. Aceasta de-

9 A
1
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scompunere nu este interesanta deoarece aici spatiul starilor (H) este prea
mare. Aga cum vom vedea In continuare, sunt interesante acele descom-
puneri in care spatiul starilor este "mic”; o situatie tipica in acest sens este
aceea cand spatiul starilor X; are dimensiune finita, (desi H are dimensiune
infinita).

(ii) Sistemul diferential (sistem dinamic liniar)
Fie matricele A € M, (R), B € M, 1(R),C € M;,(R) si D € R. In cele
ce urmeaza, spatiul Hilbert L?(0,1) este considerat cu rezolutia canonici,

(Pt)eefo,1)-
Fie u € L?(0,1) si fie 2 : [0,1] — R™ solutia problemei Cauchy

2/ (t) = Ax(t) + Bu(t), (0) = 0.
Fie operatorul (numit ”sistem diferential” sau ”sistem dinamic liniar”)
D : L*(0,1) — L*(0,1), Du = y,unde, y(t) = Cx(t) + Du(t),Vt € [0,1].

Din teoria ecuatiilor diferentiale rezulta ([B0O1],p.276):

¢
x(t) :/ eA=%) Bu(s)ds, vt € [0,1],
0

¢
si deci y(t) = (Du)(t) = [ CeArt=%) Bu(s)ds + Du(t),¥t € [0,1]. Propunem
0

ca exercitiu verificarea faptului ca D este un operator liniar si continuu
pe L%(0,1). Se poate arita (prin translatia y — Du = v) ci proprietitile
sistemului D nu se schimba dacad presupunem ca D = 0; vom face de aici
inainte aceasta ipoteza.

Vom construi acum o descompunere (canonica) in spatii de stari a sistemului
D.

Fie, pentru orice t € [0,1], X; = R™ i fie aplicatiile:

¢
At 0 L2(0,1) — R®, \u = z(t) = / eA=%) Bu(s)ds,
0

CeAt=D¢  dack s>t

0 : R™ — L*(0,1), (6:8)(s) = { 0, dacd s<t

Inainte de a demonstra ci descompunerea de mai sus verifica definitia 13, sa
observam ca in acest caz, spatiul starilor (R™) este acelasi la orice moment
t si este finit dimensional.

Pentru orice t € [0,1] si u € L?(0,1), avem:

t t
A = / eA=%) Bu(s)ds = / A=) B(Pu)(s)ds = A\ Pru.
0 0
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CeA(S_t)g, daca s>t

€)= { GGk 92 (- PG

Este clar ca pentru orice s < ¢, avem:
[(I — P)TPul(s) =0= (0 \u)(s).

Fie acum s > t; avem:

(I — P)TPyu)(s) = (TPu)(s) = /0 ) Cer~T) BPu(r)dr =

t t
= / Ce~7) Bu(r)dr = CeA(S_t)/ AT Bu(r)dr = (0.0 u)(s).
0 0

Vom nota (A, B,C') descompunerea (canonica) definita mai sus.

(iii) Sistemul dinamic liniar se poate defini si pe spatiul Hilbert L?(R).
Pentru aceasta, fie matricele A, B, C ca in exemplul anterior; in plus, vom
presupune ca matricea A este stabila , adica valorile proprii ale lui A sunt
toate in semiplanul stang: {z = a+ib € C; a < 0}. Pentru orice u € L?(R),
consideram sistemul diferential:

7' (t) = Ax(t) + Bu(t),

tlim x(t) = 0. Atunci solutia (unicd) a problemei
——00
Cauchy de mai sus este:

cu conditia initiala

x(t) = /t A7) Bu(r)dr.

—00
Sistemul dinamic liniar pe R este operatorul
D: L*(R) — L*(R), Du = Cx.
Pentru demonstratii si completari, recomandam [H02], S01], [S02].
Descompunerea canonica este {(R™, A, 0;) ; t € R}, unde:
o

A L2 — R", Mu = / 6A(t_T)Bu(7')dT,

—0Q0

CeAl=7¢ dack 7>t

0, : R" — LQ(R)’ (01{)(7—) = { 0, daca 7<t

Lasam ca exercitiu demonstratia.

(iv) Sistemul discret (sistem ”diferenta”)
Analogul discret al exemplului anterior este definit dupa cum urmeaza. Fie
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matricele A, B,C ca mai sus si fie u € (2(N). Fie x : N — R solutia
recurentei:

z(k +1) = Az(k) + Bu(k), (0) = 0.

Sistemul diferenta este operatorul liniar si continuu
>(N) > u —y € (*(N), unde, y(k) = Cx(k),Vk € N.

Este usor de demonstrat ca
k—1 .
y(k) = Ca(k) = C> A Bu(k—1-j), vk > 1.
§=0

Spatiul starilor este X = R", Vk € N si:
et 2(N) = R®, \ou = z(k),

- .
O : R™ — (2(N), (0,6)(j) = { oA g j ii ﬁ 1

Lasam ca exercitiu demonstratia faptului ca (Xg, Ag, 0x)ren este o
descompunere in sensul definitiei 13, pe care o vom nota (A, B, C).

(v) In toate exemplele de pand acum, spatiul starilor a fost acelasi la
fiecare moment: X; = R™, Vt. Dam in continuare un exemplu in care spatiul
starilor este variabil in timp.

Pentru aceasta, vom face observatia ca pentru a defini o descompunere in
spatii de stari a unui sistem T, este suficient sa definim operatorii (I —
P,)T P,, Vt; mentionam c&, in general, familia de operatori {(I — P,)TP;; t €
7} nu determina in mod unic sistemul 7. Totusi, in exemplul care urmeaza,
sistemul T' este unic determinat in acest mod; pentru demonstratii i com-
pletari, recomandam [FO1].

Fie H = (2(N) cu rezolutia canonici (cf. exemplului 2(c)) si fie {0y }nen
baza sa canonica. Fie:

n
(I-P)TPu=)_ <u,05> Oni1sh
k=0

Asa cum am mentionat, familia {(I — P,)T'P,,; n € N} determina sistemul
T. O descompunere in spatii de stari pentru sistemul 7' se poate obtine
dupa cum urmeaza; pentru orice n=0,1,2,..., definim:

Ap t 2(N) = R N u = (< uy00 >, < uy01 >, .0, < Uy 0y >) .

0, : R* — (2(N), 0, (0, 21, .., ) = Zxkon+1+k.
k=0
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Se demonstreaza fara dificultate ca {R" ™1 \,,,0,; n € N} este o
descompunere in spatii de stari pentru 7. Observam ca spatiul starilor este
finit dimensional la orice moment, dar, dimensiunea sa creste odata cu tre-
cerea timpului: R, R?, R3, ....

7.4 MF.07.4. Controlabilitate si observabilitate

15.Definitie
Fie H un spatiu Hilbert cu rezolutie si fie T' € L(H). O descompunere
{ X4, Aty 0t }eeT se numeste complet controlabila daca pentru orice t € T,
imaginea aplicatiel A; este subspatiu dens in Xy, adica Vt € T, Vz € X; si
Ve > 0, Ju € H astfel incat || hu—x ||<e.
Intuitiv, o descompunere este complet controlabila daca la orice moment,
pentru orice stare data, existd o intrare care sa aduca sistemul oricat de
aprope de starea data.
Descompunerea { Xy, A\, 04 }1e7 se numeste complet observabila daca toti
operatorii #; sunt marginiti inferior, adica V¢ € T, de > 0 astfel incat
| Orx ||> € || x|, Vz € X;.
Intuitiv, complet observabilitate inseamna posibilitatea determinarii starii
la orice moment dat daca se cunosc valorile intrarilor si iesirilor posterioare
momentului dat.
O descompunere care este gi complet controlabild si complet observabila se
numeste descompunere minimala.
Propunem ca exercitiu faptul cad descompunerea (variabila in timp), con-
struita in exemplul 14(v) este minimala. Pentru sistemul dinamic liniar,
vom demonstra mai intai un criteriu de minimalitate pentru descompunerea
sa canonica.
Un punct forte al modelului matematic prezentat aici pentru notiunea de
stare este si urmatoarea teorema de existenta a descompunerilor minimale
pentru un sistem arbitrar.

16. Teorema
Fie H un spatiu Hilbert cu rezolutie si fie T' € L£(H). Atunci 7" admite o
descompunere minimala.
Demonstratie Construim mai intai spatiul starilor la un moment dat. Fie
deci t € T fixat; definim pe spatiul P,(H) relatia de echivalenta:

T~ Y <= (I—Pt)TPt.T: (I—Pt)TPty, V:v,y S Pt(H)

Multimea claselor de echivalenta,

o —

B(H) = {lale s = € B(H)}
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este spatiu vectorial cu operatiile uzuale:
[#]e + [yle = [ + yle s ala]y = [oz];, Va,y € B(H), Vo € C.
Se demonstreaza de asemenea ca aplicatia:

< [x]t, [y]t >=< (I — Pt)TPtx, (I — Pt)TPty >,
este un produs scalar pe P;(H), care se organizeaza astfel ca un spatiu pre-
hilbertian. Definim spatiul starilor la momentul ¢, X, ca fiind completatul
(inchiderea) acestui spatiu prehilbertian.
Definim acum operatorii A; si 6;.

)\t H — Xt, )\ta: = [Ptl']t.

o —

Operatorul 6, este definit initial pe subspatiul (dens) P;(H) prin formula:
Gt[x}t = (I — Pt)TPtiL'

Demonstram acum c& #; este continuu, si deci el poate fi prelungit prin
continuitate la intreg spatiul Xj:

1 6:[2]e |*=Il (I = P)T P =< (I = P)T P, (I = P)T Pz >=| [a]¢ ||,

ultima norma fiind norma din X;. Din relatia de mai sus rezulta ca opera-
torul 0; este o izometrie gi deci, in mod evident, el este gi marginit inferior.
Demonstram acum ca \; este continuu:

I Aez |=[ O A [[=]| (I = P)T P [|[<| T [[|| 2 ||, Vo € H.
Se verifica prin calcul direct egalitatile:
)\t = )\tPtu 9,5 = (I — Pt)9t §1 (_[ — Pt)T_Pt = Qt)\t.

Demonstram acum ca descompunerea este minimala. Complet observabili-
tatea a fost deja demonstratd, deoarece 0; este marginit inferior. Pe de alta
parte, din definitie, A; are imagine densa in Xy, deci descompunerea este si
complet controlabila.

17.Teorema (Criteriile generale de controlabilitate
si observabilitate)
Fie H un spatiu Hilbert cu rezolutie, fie T € L(H) si fie {X;, A, 0t}ieT O
descompunere a sa.

(i) Descompunerea este complet controlabila daca si numai daca pentru
orice t € T, avem:

< MNz,x>> 0,Ve € Xy, x #0.
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(ii) Descompunerea este complet observabila daca i numai daca pentru
orice t € T, avem:

< 070u,u>> 0,Vu € H, u#0.

Demonstratie (i) Daca descompunerea este complet controlabila, atunci,
din definitie, rezulta ca operatorii A; au imagine densa. Se poate demonstra
ca A} este injectiv, Vt € T si deci pentru orice x € H, x # 0, avem:

< ANz, @ >=< Nz, A >=|| Afz 2> 0,

Reciproc, daca MA\; > 0, atunci A} este injectiv si rezulta ca A\; are imagine
densa.
(ii) Rationamentul este asemanator cu cel de mai sus.

Incheiem acest paragraf cu unele particularizari si exemplificéri ale notiunilor
si rezultatelor de pana acum.

Un caz particular remarcabil se obtine aplicdnd criteriul general de con-
trolabilitate si observabilitate sistemului diferential.

18.Propozitie (Criteriile lui Kalman de observabilitate
si controlabilitate pentru sistemul diferential)
Fie D sistemul diferential din exemplul 14(ii) si fie (A, B, C) descompunerea
sa canonica.

(i) Descompunerea (A, B,C) este complet observabila daca si numai
daca urmatoarea matrice (”de observabilitate”) are rang maxim:

C
CA

Q= C A2

CAnfl

(ii) Descompunerea (A, B,C') este complet controlabila daca si numai
dacd urmatoarea matrice (”de controlabilitate”) are rang maxim:

R = <B "BA:BA%: .. BA"1>

Demonstratie (i) Conform teoremei precedente, descompunerea este com-
plet observabila daca si numai daca 6;6; > 0, Vt € [0,1], unde, 6; a fost



142 CAPITOLUL 7. MF.07. APLICATII IN TEORIA SISTEMELOR

definit in exemplul 14(ii):

CeAt—¢  dack s>t

0 : R" — L2(07 1), (0:5)(s) = { 0, daca s<t

Calculam acum adjunctul lui ;. Reamintim ca daca £ si n sunt doi vectori
(coloane) din R®, atunci produsul lor scalar este ¢7'7, unde, ¢7 este trans-
pusul lui €.

Pentru orice £ € R™ si f € L?(0,1), avem:

T

1 1
< f,0:£ >L2:/t f(s)C’eA(S_t)fds = [/t f(s)C’eA(S_t)ds £=

1 T
= [ / A=t T f(s)ds] £=<0;f,& >pn .
t

Rezulta deci ca pentru orice t € [0, 1], avem:
1 T
0 f = / e T f(s)ds, Vf € L*(0,1).
t
In concluzie, operatorul 070, : R" — R"™ este:

1
070, = [ / AT (= 0T CeAls—t) g | ¢,

t

Deci 076; > 0 daca si numai daca matricea

1
/ AT (51 0T (1pAls—1) g

t

este strict pozitiv definita, sau, echivalent, daca
1 T
0< < &050,8 >= / [C’eA(s_t)f] [cef“s—t)g} ds, V€ € RP, € £ 0.
¢

Rezulta deci ca descompunerea nu este complet observabila daca si numai
daca exista £ # 0 astfel Incat

CeAe =0, Vs € [t 1],

sau, echivalent
Cette =0, vt € [0,1].

Dezvoltand e in serie Taylor, relatia de mai sus devine:

= CAIE
>

; =0, Vt €[0,1].

=0
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Din teorema de unicitate a dezvoltarii in serie de puteri, rezulta:
CAIE=0,VjeN.

Deoarece puterile A7, ¥j > n se pot exprima in functie de puterile A7, 0 <
Jj <n—1, (consecinta a teoremei Hamilton-Cayley), este suficient sa avem:

CAI¢=0,Vj€{0,1,2,..,n —1}.

In concluzie, descompunerea este complet observabila daca si numai daca
sistemul liniar si omogen Q¢ = 0 (cf. notatiei din enunt) are numai solutia
banala, adica matricea Q are rang maxim.

(ii) Rationamentul este analog celui precedent; calculam mai intai opera-
torul \¥ : R™ — L?(0, 1), pentru care obtinem:

BTeAT(t=9)  daci s <t
0 daca s>t

(i) 5) = {
Rezulta deci ca matricea (in baza canonica) a operatorului A;\} este:
t T
/ eAlt=s) BT A  (1=5) g,
0

Repetand rationamentul de la punctul (i), demonstratia se incheie.

19.0bservatie
Pentru sistemul dinamic liniar pe L?(R) si pentru sistemul discret din ex-
emplul 14(iii) si (iv) se poate enunta si demonstra un rezultat analog celui
anterior; lasam acest fapt ca exercitiu.

20.Definitie

Sistemul diferential D admite urmatoarea generalizare vectoriala.
Fie m € N i fie

1
L*([0,1],R™) = {u :[0,1] - R™; wmasurabila si / | u(t) ||? dt < oo}.
0

In definitia de mai sus || || este norma euclidian din R™. Cu operatiile
uzuale de adunare si inmultire cu scalari, L?([0, 1], R™) este spatiu vectorial;
se demonstreaza ca aplicatia:

1
< u,v >= / < u(t),v(t) > dt
0

determin& pe L2([0,1], R™) o structurd de spatiu Hilbert; demonstratiile
acestor afirmatii sunt adaptari ale celor din cazul scalar (m=1).
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Fie n,p € N si fie A € M, ,(R), B € M, n(R), C € Mp,(R). Pentru
orice u € L%([0,1], R™), fie = : [0, 1] — R™ solutia problemei Cauchy:

2'(t) = Ax(t) + Bu(t), Vt € [0,1] ; z(0) = 0.
Sistemul diferential (cazul vectorial) este aplicatia
D : L*([0,1],R™) — L*([0,1], RP), Du =y, unde, y(t) = Cx(t).

Rezultatele demonstrate pentru cazul scalar sunt adevarate si pentru cazul
vectorial, cu adaptarile corespunzatoare (care sunt evidente). S& mai ob-
servam ca in cazul vectorial matricele de observabilitate, Q, si controlabili-
tate, R, nu mai sunt patratice, insa criteriile lui Kalman se enunta la fel ca
in cazul scalar (rang maxim).

Propunem ca exercitiu definirea sistemului discret vectorial, a sistemului
dinamic liniar vectorial pe L?(R) si a variantei vectoriale a sistemului din
exemplul 14(v).

Sistemele 1n care intrarile si iegirile sunt functii cu valori vectoriale se numesc
sisteme MIMO (Multi Input, Multi Output), iar cele in care intrarile si
iegirile iau valori scalare se numesc SISO (Single Input, Single Output).



Capitolul 8

MF.08. Camp de
probabilitate

Cuvinte cheie

Evenimente, o-algebra evenimentelor, masura, caAmp de probabilitate,
probabilitati conditionate, independenta , formula Bayes.

8.1 MF.08.1.Multimi. Functii.

Se presupun cunoscute notiunile elementare ale teoriei multimilor. Vom
recapitula unele definitii si vom fixa notatiile; pentru teoria probabilitatilor
o prima dificultate o constituie obignuinta cu ”"multimi de multimi”, adica
multimi ale caror elemente sunt, la randul lor multimi.

Apartenenta. Daca A este o multime si a € A(a ¢ A) spunem ca a
apartine (nu apartine) multimii A (este sau nu este un element al multimii
A). Multimea vida () este unica multime care nu are elemente. Doua multimi
sunt egale daca au aceleasi elemente.

Incluziune. Multimea A este inclusd in multimea B daca x € A —
x € B pentru orice z € A ("=" este semnul implicatiei logice). In
acest caz scriem A C B.Daca A C B gi A # B scriem A C B (incluz-
iune strictd ). Evident: A C A;A C B gi B C A daca si numai daca
A=B,AC Bsi BCC implica A C C.Daca A C B spunem ca (multimea
A este o submultime (parte) a (multimii) B.Multimea vida este submultime a
oricarei multimi (justificare?). Data o multime M, multimea submultimilor
(partilor) multimii M se noteazia P(M). Astfel: A € P(M) <— AC M
( 7<=" este simbolul echivalentei logice "daca si numai daca ”). Rezulta
() € P(M) pentru orice M. Reamintim ca daca multimea M are n elemente,
atunci multimea P (M) are 2" elemente. Daca a € M se face deosebire intre
elementul a gi submultimea {a}.

145
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Combinari. Dacd A este o multime cu n elemente (n > 1) si k < n,
se numeste combinare de k elemente din A orice submultime a multimii A
avand k elemente. Numarul de submultimi de k elemente ale unei multimi
de n elemente este C¥ = n(n_l)”,;;(!n_kﬂ) = 5 (:ik)!. Formulele principale ale
calculului cu combinari au fost studiate in liceu.

Exercitii. 1) Fie multimile 0, A = {1}, B = {0, 1}. Determinati P(0),
P(A), P(B).

2) Justificati egalitatea CO + C! + C2 + ... + C? = 2",

Exemple. 1) Multimile fundamentale de numere (naturale,intregi, rationale,
reale, complexe) se vor nota, respectiv N, Z, Q, R, C. Putem considera, in
mod natural, ca NCZ C QC R CC.

2) Multimea rezultatelor posibile la aruncarea unui zar este {1, 2, 3,4, 5,6}.

Operatii cu multimi. 1) Reuniune: daca (A;),.; este o familie de
multimi (indexata cu o multime de indici I), se definegte reuniunea multimilor
familiei UA; = {x;3i € I,x € A;} (s-a folosit simbolul ”3” pentru ”exista
7). Reuniunea unei familii finite (infinite) de multimi va fi numita (impro-
priu) reuniune finita (infinitd ). Termenii ”finit”, ”infinit” vor fi luati in
sens intuitiv fa " & precizari suplimentare. Reuniunea a douda multimi A, B
se noteaza A U B (si analog pentru o familie finitd de multimi).

2) Intersectie:  daca (A;j);c; este o familie de multimi, se defineste
intersectia multimilor familiei NA; = {x;Vi € I,z € A;} (s-a folosit simbolul
"V” pentru ”orice”). Intersectia unei familii finite (infinite) de multimi va
fi numita (impropriu) reuniune finitd (infinita ). Intersectia a doud multimi
A, B se noteaza AN B (si analog pentru o familie finitd de multimi).

3) Complementara: daca A C B , complementara multimii A (in raport
cu multimea B) este CpA = {x;z € B,z ¢ A}.Daca nu este pericol de
confuzie vom omite indicele B in notatia complementarei.

4) Diferenta: pentru multimile A, B se defineste diferenta A — B =
{z;x € A,z ¢ B}. Evident, CgA = B — A. Proprietatile operatiilor
cu multimi (asociativitatea si comutativitatea reuniunii si intersectiei, dis-
tributivitatea intersectiei fata de reuniune si a reuniunii fatd de intersectie
etc.) se presupun cunoscute (a se vedea si exercitiul de mai jos). Vom scrie
legile De Morgan :

C(UAZ) = ﬁ(C’Al) si C(ﬁAz) = U(CAZ)

Exercitii.1) Daca A, B,C sunt multimi, sa se arate ca AN (BUC) =
(AUB) N (AUC) (distributivitate).

2) Sa se determine AU A, AN A, A — A pentru o multime A.

3) Daca A, B sunt multimi, sa se calculeze A — (A — B).

Aranjamente. Fie A o multime cu n > 1 elemente si 1 < k < n.
Numim aranjament de k elemente din A imaginea unei functii injective f :
{1,2...,k} — A. Numarul functiilor injective definite pe {1,2...,k} cu valori
in Aeste A =n(n—1)..(n —k+1).
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Permutari. Se noteaza P, = A} (numarul functiilor bijective intre
doua multimi cu n elemente).

Produs cartezian. Daca A, B sunt multimi se definegste multimea
Ax B = {(x,y);x € A,y € B} a perechilor ordonate de elemente din
A, respectiv B. Reamintim ca , in A X B, (z,y) = (u,v) daca si numai daca
x =u,y =v. Daca A are m elemente, iar B are n elemente, atunci A x B
are mn elemente.

O functie f : A — B atageaza fiecarui element x € A un element bine de-
terminat f () € B ; A este multimea de definitie a functiei, iar B multimea
in care functia ia valori. Douda functii f, g sunt egale daca au aceeagi multime
de definitie, aceeagi multime in care iau valori si f (z) = g (x) pentru orice
xz . O functie f : A — B este injectiva daca f(x) = f (y) implica z = y ,
surjectiva daca pentru orice y € B exista x € A astfel incat f (x) =y, bijec-
tiva daca este injectiva si surjectiva . Pentru o functie bijectiva f: A — B
se defineste functia inversa f~!: B — A prin f~! (y) = xi daca f (z) = y.
Daca A = (), atunci se considera ca existd o unica functie definita pe A cu
valori in B; dacd B = () i A # () nu exista functii definite pe A cu valori in
B.

Compunerea functiilor. Daca f : A — B sgi g : B — C sunt doua
functii, se defineste functia go f : A — C prin (go f) (x) = g (f (z)) pentru
orice x € A. Compunerea functiilor este asociativa . Datd multimea A # ()
se definegte functia idy : A — A,ids(z) = z,Vox € A. Evident, daca
f:A— B,atunci foidsy = f,idgo f = f.

Imagine directa , imagine reciproca . Fie f : M — N o functie.
Pentru A C M,B C N se definesc: f(A) = {f(z);2 € A}, f1(B) =
{z; f (x) € B}.f (A) este imaginea (directd ) a multimii A prin functia f, iar
f~1(B) imaginea reciprocd a multimii B prin functia f (a nu se confunda
notatia imaginii reciproce cu existenta functiei inverse). Sunt importante
proprietétile: 1 (UB;) = Uf~"(B;), [~ (NB;) =nf~" (By), [~ (CnB) =
Cyf~1(B). Pentru y € N se scrie f~1(y) in loc de f~1({y}); daci y este o
valoare a functiei f, atunci f~!(y) se zice multime de nivel a functiei f.

Exercitii.4) Demonstrati egalitatile de mai sus (din 2.2).

5) Care dintre proprietatile 2.2 ale imaginii reciproce sunt adevarate
pentru imaginea directa (evident formulate adecvat)?

6) Sa se arate ca , daca f : M — N este surjectiva , atunci functia
g:P(N)—=P(M),g(B) = f!(B) este injectiva .

Operatii cu functii. Vom studia, in acest set de lectii, mai ales functii
cu valori in R (functii reale). Este important ca operatiile de baza cu aceste
functii sa fie bine intelese. Astfel:

Adunare. Fie f,g : M — R doua functii reale. Se defineste suma
f+9g: M — R prin:

(f+9) (@)= f(z)+g(x), Vo e M.

Inmultire cu un numar. Fie f: M — R si @ € R. Se defineste functia



148 CAPITOLUL 8. MF.08. CAMP DE PROBABILITATE

af : M — R prin:
(af) (z) = af (x),Vz € M.

Inmultire. Fie f,g : M — R doua functii reale. Se defineste produsul
fg: M — R prin:
(fg)(x) = f(z)g(z), Vo € M.

Se verifica usor proprietatile fundamentale ale acestor operatii; nu mai
insistam. Daca M = N se obtin operatiile cu giruri de numere reale. Cele
de mai sus se extind fara modificari la functii cu valori in C.

Indicatorul unei multimi. Fie A C M. Functia x4 : M — R, x4 (2) =
1 daca x € Asi xa(z) =0 daca x € M — A se numeste indicatorul unei
mulfimi A. Se observa usor ci , reciproc, orice functie f definita pe M care ia
(cel mult) valorile 0 sau 1 este indicatorul unei (unice) submultimi a multimii
M. Fie f : M — R o functie cu un numar finit de valori ajag...a, si fie
Ay, As... A, submultimile pe care f ia valorile respective (multimile de nivel
ale functiei f); desigur A; N A; =0 pentru i # j si AAUAU...UA, =M

(spunem ca Aj, Ag...A,, formeaza o partitie a multimii M. Se arata usor
n

(exercitiu) ca f = ZaiXAi

K3

Exercitiu. 7) Sa se arate ca daca A, B C M, atunci x aup = max(x4, XB)
si xanp = min(x4,xp), unde max(min) inseamna luarea valorii maxime
(minime).

Numarabilitate. O multime A este numarabila daca exista o functie bi-
jectiva f : N — A (elementele multimii se pot ”aranja” intr-un gir). Se arata
ca multimile N, Z, Q sunt numarabile (pentru N este evident), iar multimea
R nu este numarabila. Pentru mai multe detalii privind acest subiect se pot
consulta cursuri de Analiza Matematica .

8.2 MF.08.2. Evenimente, 0 — algebra evenimentelor.

Evenimente. Vom utiliza termenii experientd si experiment ca avand
acelagi sens pe care il presupunem intuitiv clar. Rezultatele unui experiment,
vor trebui precizate pentru fiecare experiment in parte.

Exemple. 1) Experimentul consta din lansarea (aruncarea) unui zar pe
o masa (goald ). Se presupune ca zarul se opreste pe o anumita fata . Rezul-
tatul unui asemenea experiment este numarul indicat pe fata superioara a
zarului, dupa oprirea acestuia. Rezultatele posibile ale experimentului sunt
in numar de sase.

2) O urna contine bile albe si bile negre; bilele sunt identice cu exceptia
culorii. Experimentul consta in extragerea, fard a privi in urna , a unei
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bile. Rezultatul unui experiment se considerd a fi culoarea bilei extrase.
Rezultatele posibile sunt cele doua culori.

Se observa ca , in experimentele de mai sus rezultatul nu poate fi prezis
cu exactitate inaintea efectuarii experimentului. Vom numi asemenea exper-
imente, experimente aleatoare. O realizare (concreta sau imaginata ) a unui
experiment aleator se numeste probd . In urma unei probe unul (si numai
unul) dintre rezultatele posibile ale experimentului se va realiza. Acesta va
fi rezultatul probei respective (de exemplu, la o lansare concreta a unui zar
s-a obtinut numarul 6).

Evenimente. Fie ) multimea rezultatelor posibile ale unui experiment
aleator. Vom considera pentru inceput ca {2 este o multime finita , cazul
general fiind prezentat in lectiile urmatoare. Vom numi eveniment orice
submultime A C 2. Un eveniment se realizeaza intr-o proba daca rezultatul
probei apartine evenimentului.

Exemple. 1) () si  sunt evenimente; () nu se realizeaza in nici o proba
numindu-se astfel evenimentul imposibil, {2 se realizeaza in orice proba si se
numeste evenimentul sigur.

2) Daca w € Q (deci w este un rezultat posibil al experimentului), atunci
multimea {w} este un eveniment, numit eveniment elementar (notam de-
osebirea dintre un rezultat posibil gi un eveniment elementar).

3) Fie o moneda cu fetele notate a,b. Consideram experimentul aleator
al aruncarii de doua ori a monedei cu multimea de rezultate posibile €2 =
{(a,a),(a,b),(b,a),(b,b)}. Evenimentul A = {(a,b), (b,a)}poate fi inter-
pretat ca enuntul ”se obtin rezultate diferite la cele doua aruncari”.

Asa cum se observa din ultimul exemplu evenimentele reprezinta , in-
tuitiv, enunturi anticipative privind rezultatele unei probe. Am preferat
definirea evenimentului ca multime a rezultatelor posibile favorabile adev-
eririi unui enunt din motive de precizie a limbajului.

Operatii cu evenimente. Operatiile cu multimi devin, evident, operatii
cu evenimente. Aceste operatii au urmatoarea interpretare ”logica ”:

reuniunea A U B : evenimentul A U B se realizeaza daca si numai daca
se realizeaza A sau se realizeazia B

intersectia A N B : evenimentul A N B se realizeaza daca si numai daca
se realizeaza A i se realizeaza B

complementara C'A: evenimentul C'A se realizeaza daci §i numai daca
nu se realizeaza A

Astfel conectorii logici fundamentali (in logica propozitiilor) au inter-
pretare naturala in algebra submultimilor unei multimi. Evenimentul C'A
se zice evenimentul contrar evenimentului A (mai ”scurt ”contrar lui A).

Evenimentele A, B se zic incompatibile dacdi AN B = (). Interpretarea
este clara : A gi B nu se pot realiza simultan. Adaugam relatia de incluziune
intre evenimente: daca A C B Inseamna ca orice realizare a evenimentului
A este gi o realizare a evenimentului B, deci putem interpreta incluziunea
ca o implicatie.
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Exemplu. In experimentul lansarii zarului ( Q = {1,2,3,4,5,6}) eveni-
mentele {1,3,5},{2,4,6} sunt incompatibile (un rezultat al unei probe nu
poate fi, simultan, par gi impar).

Camp de evenimente. Vom trece la modelul matematic general
al evenimentelor i operatiilor cu acestea. Cazul discutat mai sus este un
caz particular important dar limitat daca luam in consideratie amploarea
problemelor teoretice si aplicative puse de notiunea de probabilitate. Eveni-
mentele sunt interpretate ca submultimi si logica combinarii lor ca operatii
cu submultimi. Atat motive matematice cat i interpretari concrete jus-
tifica faptul ca , in general, evenimentele nu vor mai fi foate submulfimile
unei multimi si printre operatiile cu evenimente apar operatii ”infinite”. De
asemenea, in general, interpretarea elementelor ca rezultate posibile nu mai
are aceeagi greutate ca in discutia anterioara (totusi intuitia capatata pe
cazul numarului finit de rezultate posibile igi pastreaza importanta). Teoria
probabilitatilor, in forma pe care o prezentam, este o parte (la fel ca teoria
lungimilor, ariilor si volumelor, maselor etc.) a teoriei generale a masurii
avand desigur problematica ei specifica si limbajul corespunzator. Unele
notiuni vor fi date in cadrul general al teoriei masurii gi redenumite pentru
cazul teoriei probabilitatilor.

3.1 Fie © o multime (notatia este oarecum traditionala si o vom péastra).
Se numeste o-algebra pe 2 o multime A C P (Q) astfel incat:

i) Qe A

ii) Daca A € A, atunci CA € A

iii) Daca (A;), este un sir de multimi A, € A,Vn € N, atunci
UA, € A

Intuitiv vorbind o-algebra este structura multimilor care vor fi masurate
(evenimentelor care vor avea probabilitate). Din definitie deducem urmatoarele
proprietati pentru o o-algebra A:

H0eAsiA#(D

2) Daca A,B € A, atunci AUB € A

3) Daca (Ay), este un sgir de multimi 4, € A,Vn € N, atunci
NA, € A

4) Daca A,B € A, atunci AN B € A

5) Daca A,B € A, atunci A — B € A

Demonstratia acestor proprietati este simpla . De exemplu, sa demon-
stram 2,3) si 5):

2) Definim sirul Ag = A, Ay = B, A,, = 0,n > 2 si aplicam iii) si iv).

3) C(NA,) =U(CA,) si aplicam ii) i iii).

5) A— B=ANCB etc.

Exercitiu.1) Demonstrati 1 si 4.

n

O pereche (22,A), unde A este o o—algebra pe  se numeste spatiu
masurabil, iar multimile A € A multimi masurabile. In teoria proba-
bilitatilor spatiile masurabile vor fi numite campuri de evenimente, iar
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multimile care le apartin vor fi numite evenimente. Denumirile: eveni-
ment sigur, eveniment imposibil,evenimente contrare, evenimente
incompatibile pastreaza acelagi sens ca mai sus.

Exemple. 1). Fie A = P (Q); evident conditiile i), ii), iii) sunt sat-
isfacute. Regasim astfel cazul discutat in sectiunea 2 ca un caz particular.

2) Fie ) # A C Q; atunci A = {0), A, CA, Q} este o o—algebra (pe Q)

3) Fie Q o multime (nevidd ) si f : © — R o functie.Fie A = {f~1 (B); B C
R}.Este o verificare simpla gi un bun exercitiu (toate proprietatile necesare
se afla in acest text) de a ardata ca A este o o—algebra . Daca V' C R
este multimea valorilor functiei f se arata ca A consta din reuniuni arbi-
trare de multimi de nivel f~!(v),u € V. Acest exemplu arata ci pot apirea
o—algebre de interes, diferite de P (2) chiar in cazul multimlor finite.

4) Fie Q = R. Exista o o—algebra pe R care contine intervalele (de orice
tip) si care este cea mai mica (in sensul incluziunii) c—algebra cu aceasta
proprietate. Aceastd o—algebra se numeste o—algebra Borel si multimie
care 1i apartin se numesc boreliene.

Exercitiu. 2) Fie A C Q. Sa se determine cea mai mica o—algebra care
contine A.

8.3 MF.08.3. Camp de probabilitate.

Probabilitate. Intr-un experiment aleator (repetabil) ordonarea an-
ticiparilor privind realizarea evenimentelor se face prin atagarea unui numar
real Intre 0 si 1 fiecarui eveniment, numar reprezentand o masura a gradului
de asteptare privind realizarea evenimentul intr-o proba . Aceste cuvinte
sunt, desigur, o descriere cu scop intuitiv. Vom considera doua exemple
clasice gi apoi vom da definitiile riguroase.

Exemple. 1) Am vazut ca la experimentul lansarii unui zar multimea
rezultatelor posibile este Q = {1,2,3,4,5,6}. Vom considera campul de
evenimente (€2, P (2)); in lipsa unor informatii suplimentare sau din ratiuni
de simetrie vom ataga rezultatelor (de fapt evenimentelor respective) aceeagi
probabilitate % si, mai general, fiecarui eveniment A probabilitatea P (A) =
%, unde cardA este numarul de elemente al multimii A.

2) Fie un experiment aleator cu o multime finita Q de rezultate posibile
si atagdm campul de evenimente (2, P (£2)). Se repeta experimentul de n ori
si se considera drept probabilitate a unui eveniment A frecventa relativa de
realizare a evenimentului A, P (A) = %, unde k este numarul de realizari ale
evenimentului A. Acest model este, desigur, nesatisfacator probabilitatea
depinzand de numarul de repetari ale experimentului. Punctul de vedere
frecventist in teoria probabilitatilor sustine ca probabilitatea este, intr-un
sens care ramane sa fie definit, limita frecventelor relative cand numaérul de
repetari tinde la infinit. Vom intalni o precizare a acestor afirmatii la legea
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numerelor mari. In orice caz, intuitia probabilitatii ca frecventa este foarte
utila .

Camp de probabilitate. Fie (2, A) un spatiu masurabil. O functie
p: A —[0,00] este 0o masura daca :

Dp@=0

ii) Daca (A,),, este un gir de multimi din A, disjuncte doua cate doua
(A;NAj; =0 daca i # j), atunci p(UA,) = Z,u (Ay,) (dacd u(Ay,) = oo
n

pentru cel putin un indice, atunci Y p(A4,) = oo, dacd u(A4,) # oo,Vn
si seria Y u(Ay) este divergenta , atunci > u(A,) = oo, daca seria este
convergenta , atunci »_ u (A4,) este suma seriei).

Proprietatea ii) se numeste " numarabil aditivitate”.

O masura pentru care p () = 1 se numeste probabilitate. O vom
nota p. Vom numi cAmp de probabilitate tripleta (2, A, P). Numarul
P (A) se numeste probabilitatea evenimentului A. Notiunea de camp
de probabilitate este fundamentala pentru teoria probabilitatilor.

Proprietatile esentiale ale unui camp de probabilitate sunt:

1) Daca A,Be€ A,ANB =0, atunci P(AUB) = P(A) + P (B) (finit
aditivitate).

2) P(CA)=1—-P(A).

3) Daca A,B € A, atunci P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB)

4) Daca A,B € A, A C B, atunci P (A) < P(B).

5) Daca (A,), este un sir crescator (A, C A,y1,Vn) de evenimente,
atunci P (UA,,) = lim, 00 P (45).

6) Daca (Ay),, este un sir descrescator (A, 2 An41,Vn) de evenimente,
atunci P (NAy,) = lim P (A,).

n—oo

Vom demonstra 1) si 3):

3) Consideram girul Ag = A, A1 = B, A, = 0,n > 2 si aplicam i) si ii).

5) AUB = AU (B — A) si aplicand 3) obtinem P(AUB) = P(A) +
P(B—-A),dar P(B— A)=P(B)— P(AN B) etc.

Remarcam cid , dacad evenimentele A, B nu sunt incompatibile, prob-
abilitatea reuniunii nu se poate calcula numai din probabilitatile acestor
evenimente (acelasi lucru pentru intersectie).

Se arata cu usuringa ca in cazul in care A este o multime finita , finit
aditivitatea implica numarabil aditivitatea.

Exemple. 1) (Egal probabilitatea) Fie Q@ = {wj,wo,...,wp} 51 A =
P (Q). Pentru A € P (Q) definim P (4) = %94 ynde cardA este numirul
de elemente ale multimii A. Este un exercitiu simplu verificarea conditiilor
i), ii), deci se obtine un camp de probabilitate. Acest model este datorat
lui Laplace. Probabilitatea unui eveniment este raportul dintre numarul
de rezultate favorabile evenimentului gi numarul de rezultate posibile (se
mai spune "raportul dintre numarul de cazuri favorabile evenimentului si
numarul de cazuri posibile). Modelul egal probabilitatii este justificat de
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lipsa de informatie (sau de "motive”) pentru a deosebi probabilistic rezul-
tatele posibile. Desigur, acest model de camp de probabilitate generalizeaza
exemplul zarului prezentat mai sus. Alte modele de acest tip sunt urnele cu
bile sau aruncarea unei monede.

2) Vom generaliza modelul din exemplul precedent prin descrierea tu-
turor campurilor de probabilitate pe o multime finita  si A = P (). Se
observa ca este suficient si cunoastem probabilitatile P ({w;}) = p;,i =
1,2,...,n,unde 0 < p; < 1,p1 +p2+...pn, = 1. In adevar, din definitia prob-
abilitatii rezulta P (A) = Z p;. A da numerele p;,7 = 1,2, ..., n satisfacand

w;EA
conditiile de mai sus inseamna a da o repartitie de probabilitate pe ).

3) Fie o multime numarabila cu elementele agezate intr-un sir (wy),,.
Sa luam A = P (2). A da o probabilitate in acest context revine la a da
un sir (py),, de numere intre 0 si 1 astfel incat an = 1. Justificarea

n
acestei afirmatii se face ca In exemplul precedent. Si in acest caz se foloseste
termenul repartitie de probabilitate.

4) Fie Q = [0, 1] si A o—algebra multimilor boreliene incluse in intervalul
[0,1]. Notiunea de lungime a unui interval se extinde la multimile boreliene
obtindnd o masura (masura Lebesgue); nu vom intra in amanunte (vezi
MF.05). Vom nota P (A) masura multimii A € A (P ([a,b]) =b—a). Se
obtine o probabilitate. Acest exemplu poate fi considerat ca un exemplu
de probabilitate geometrica . O interpretare posibila a acestui model este
experimentul aleator ”se alege, la intamplare, un numar din intervalul [0, 1]”;
probabilitatea ca punctul sa apartina unui interval este chiar lungimea acelui
interval. Un fenomen interesant apare in legatura cu aceasta interpretare:
probabilitatea ca un punct anume sa fie ales este nula desi, dupa o proba
, un anume punct va fi ales; cu alte cuvinte sunt posibile evenimente de
probabilitate 0. Trebuie astfel distins intre eveniment imposibil gi eveniment
de probabilitate 0. Analog existd evenimente de probabilitate 1 care nu sunt
sigure (de exemplu, [0,1)). Aceste evenimente se zic aproape sigure. Ar fi
util de mentionat ca nu orice submultime a intervalului [0, 1] este boreliana
, dar nu vom intra In amanunte.

5) Fie campul de evenimente (2,P (Q2)) si a € . Definim 6, (4) = 1
dacd a € A i d,(A) =0 daca a ¢ A. Se obtine o probabilitate (exercitiu)
numita masura Dirac concentrata in a.

6) Fie (pi)lgz‘gn o repartitie de probabilitate pe €2 si (qj')1§j§m o repartitie
de probabilitate pe Qo (pentru simplitate vom nota elementele celor doua
multimi cu indici). In acest caz, notand p;; = p;q;, se obtine o repartitie
de probabilitate pe produsul cartezian 1 x 9. Numim aceasta repartitie
repartitia produs a celor doua repartitii initiale. Sa observam ca repartitiile
initiale se obtin din repartitia produs ca ”repartitii marginale” p; = Zpij’ qj =

J
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Zpij-
i

7) Fie multimile finite Qq, Qs si (pij)ij o repartitie de probabilitate pe

O x Qg (notatii ca in exemplul precedent). Definim p; = Zpij, q; = ZPU‘

J A
Atunci (p;); este o repartitie de probabilitate pe ; si (g;) ;O repartitie de
probabilitate pe 29; aceste repartitii se zic marginale. In general repartitia
initiala nu este produsul repartitiilor marginale.

Exercitiu. Doua persoane ¢, 1) se vor intalni intr-un anumit loc intre
orele 12 si 13. Sosit, fiecare asteapta 20 de minute si daca celalalt nu soseste,
pleaca . Care este probabilitatea ca cei doi sa se intalneasca stiind ca ei sosesc
aleator si independent unul de altul?

Solutie. Vom interpreta precizarile ”aleator” i ”independent” in mod in-
tuitiv. Notand cu x, y timpii de sosire a celor doua persoane, multimea sosir-
ilor posibile va fi (ludnd unitatea de masura a timpului minutul) multimea
perechilor de numere reale (z,y) cu z,y € [0,60] (deci un patrat in plan).
Multimea sosirilor favorabile intéalnirii este formata din perechile (z,y) , |z — y| <
20. Vom considera ca probabilitatea ceruta este raportul dintre aria multimii
sosirilor favorabile si aria patratului (o forma geometrica a egal probabilului,
a se vedea gi exemplul 4) de mai sus). Un calcul simplu arata ca probabili-
tatea respectiva este 8.

8.4 MF.08.4. Probabilitati conditionate, independenta
. Formula Bayes

Probabilitati conditionate. In cele ce urmeaza vom cosidera un camp
de probabilitate fixat (€2, A, P).

Fie B € A astfel incat P (B) # 0. Definim, pentru fiecare eveniment
A € A probabilitatea lui A conditionata de B prin P (A|B) = Z555).
Din definitie rezultd formula de inmultire P (AN B) = P (B) P (A|B).
Interpretarea probabilitatii conditionate P (A|B) este: probabilitatea eveni-
mentului A stiind c& evenimentul B se va realiza (sau s-a realizat). Sa
observam ca pentru B fixat functia A — P (A|B), A € A este o probabil-

itate. In adevar, evident, ) — 0, apoi daca (A,), un sir de evenimente,
P((UA,)NB) P(U(A,NB))

disjuncte doua cate doud obtinem P (UA,|B) = e
P(A,NB
;(P?]S)) = ;P (A,|B); in sfarsit este clar ca P (Q2|B) = 1. In-

tuitiv vorbind, probabilitatea conditionata de B reprezinta o reevaluare a
probabilitatilor in prezenta unei informatii noi.

Sa presupunem ca P (A), P (B) # 0. Rezulta: P(ANB) =P (B)P (A|B) =
P (A) P (B|A), probabilitatea intersectiei este egald cu probabilitatea un-
uia dintre evenimente Inmultitd cu probabilitatea celuilat conditionata de
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primul.

Independenta. Evenimentele A, B se zic independente daca P (AN B) =
P (A) P (B). Independenta este o proprietate mutuala care face sa intervina
in mod esential probabilitatea. Daca A, B sunt independente si P (B) # 0
obtinem P (A|B)P (B) = P(A)P(B) si deci P(A|B) = P(A), astfel ca
realizarea evenimentului B nu influenteaza probabilitatea evenimentului A
(o formulare mai intuitiva a faptului cd A nu depinde de B).

Exercitiu. 1) Daca evenimentele A, B sunt independente, atunci sunt
independente A,CB si CA, B si CA,CB.

Exemple. 1) Fie Q = {a,b,c,d},A = P(Q) si doua probabilitati
pe (2, A)p este egal probabilitatea, iar ¢ corespunde repartitiei %, i, %, %.
Sa consideram evenimentele A = [a,b},B = [b,c}; avem AN B = {b}.
In raport cu probabilitatea p,p(4) = 3,p(B) = 1,p(ANB) = 1, deci
evenimentele sunt independente. In raport cu probabilitatea ¢, q (A)
L.4(B) = 3.,¢(ANB) = L se vede cd ¢ (AN B) # q(A) q(B), deci A, B
nu sunt independente.

2) Intr-un camp de probabilitate (2, A, P) evenimentele A, {2 sunt in-
dependente (oricare ar fi A € A);la prima vedere acest fapt poate parea
ciudat.

In general independenta evenimentelor Ay, As, ..., Ay, n > 2 se defineste
astfel: pentru orice 2 < m < n gi orice indici 1 < i1 < ig < ... < i < 1 s&
rezulte P (A“ N AiQ n...N Azr) =P (Azl) P (Azg) ...P (Azr)

Formula probabilitatii totale. Fie Aq, As,..., A, evenimente astfel
incat:

sunt incompatibile doua cate doua , P (A;) # 0,i = 1,2,...n sl Ay U
AU ... UA, = Q. In acest caz vom spune ca Aj, Ao, ..., A, formeaza un
sistem complet de evenimente. Pentru orice eveniment B are loc:

P(B)=) P(A:)P(B|4;) (formula probabilititii totale).
1

Demonstratia este simpla : avem B = U(B N A;) si se aplica finit aditiv-
itatea probabilitatii si formula de inmultire a probabilitatilor.

Exemplu(problema3 ). Fie 5 urne din care: 2 urne contin 2 bile albe si o
bila neagra fiecare, (compozitia A1), o urna contine 10 bile negre (compozitia
As) si 2 urne cu 3 bile albe i o bila neagra , fiecare (compozitia Asz). Se
considera urmatorul experiment aleator: dintr-o urna aleasa la intamplare
se extrage, la intamplare, o bila . Care este probabilitatea ca bila sa fie alba
?

Solutie. Fie B evenimentul extragerii unei bile albe. Evenimentele ex-
tragerii din urne de compozitiile date formeaza un sistem complet de eveni-

mente (notate la fel ca si compozitiile respective). Avem:
P (A1) = 2,P(A42) = £, P (A3) = 2 (egal probabilitate pe urne), P (B|A4;) =
2,P(B|Ay) =0,P (B|As1) = 3.
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0+

(S
[S211\)
N[

Aplicand formula probabilitatii totale obtinem p (B) = %% +
1

Aceasta rezolvare, desi corectd , nu pune in evidentd clar campul de
probabilitate pe care se lucreaza ; se pare ca se lucreaza cand cu urne cand
cu bile etc. Pentru lamurirea acestei situatii este util sa se considere ca
rezultat al experientei o pereche formata din compozitia urnelor gi din cu-
loarea bilelor. Deci Q = {(Ai,a),(A2,a),(As,a),(A1,b), (A2,b),(A3,b)}
si luam A = P (Q). Introducem repartitia de probabilitate P (A;1,a) = %%
(probabilitatea compozitiei inmultita cu probabilitatea extragerii tipului de
bild din compozitia respectiva ) etc. Se obtine un camp de probabilitate
in care B = {(A1,a),(As,a),(As,a)} si sistemul complet de evenimente
{(A1,a),(A1,b)} (notat mai sus A;) etc. Se verifica usor ca se ajunge la
acelasgi rezultat ca in calculul ”intuitiv”’ de mai sus.

Schema bilei neintoarse. O urna contine n bile dintre care m bile
rogii gi restul albe in rest identice. Se extrage, fara a privi in urna , o bila ;
se noteaza culoarea, se pune bila deoparte si se repeta procedeul de kK < n
ori. Vom nota R; evenimentul "o bila rogie este extrasa la pasul 7 gi A;
evenimentul analog pentru o bila alba . Ne propunem sa calculam P (Rz|R;)

§i P(Rlle)

Avem: P(Rl) = %,P(Al) P(Rl ﬂRg) = P(Rl)P(R2|R1) =
mm—l"deci P(Ry|R1) = 2=

P(Ry) = P (A1) P (R2 \Al) P (R1) P (Ro|Ry) = 2o iy + il =

P (Ri|Ry) = P = et
Deci P (Rz|R1) = P (R1|R2). Explicati, intuitiv, aceasta simetrie oare-
cum surprinzatoare. Construiti campul de probabilitate care este la baza
rationamentului de mai sus (cu atdt mai necesar cu cat rezultatul obtinut
este neagteptat).
Formula Bayes. Fie A1, Ao, ..., A,, un sistem complet de evenimente si
B un eveniment cu P (B) # 0. Avem P (4;|B) = %,i =1,2,...,n
Folosind formula probabilitatii totale obtinem :
P(B)P(B|Ai)
n
S P(B)P(BIA;)

J=1

P (A;|B) =

formula Bayes.

Formula Bayes se mai numeste gi formula probabilitatilor ipotezelor; in-
tuitiv vorbind, asupra rezultatului unui eveniment aleator se fac anumite
ipoteze "apriori” Ay, Ao, ..., A, cu anumite probabilitati. In urma unei probe
s-a realizat evenimentul B. In aceste conditii probabilitatile ipotezelor se
"reevalueaza ” conform formulei Bayes. Realizarea evenimentului B a sporit
informatia disponibild i a permis reevaluarea ipotezelor. Vedem aici mod-
elul procesului de invatare atat de important in cunoagterea umana .

Exemplu (problema3 ). Fie 5 urne din care: 2 urne contin 2 bile albe
si 3 bile negre fiecare, (compozitia A;), 2 urne cu o bila alba si 4 bile negre
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fiecare (compozitia As), o urna contine 10 bile negre (compozitia As). Dintr-
o urna aleasa la Intamplare se extrage, la intamplare, o bila ; bila este alba
. Care este probabilitatea ca bila sa fi fost extrasa din urna de compozitie
As?

Solutie. Din formula Bayes deducem P (A3|B) = P(A3) P(B|As)

3
> P(A;)P(B/A;)
j=1

in care probabilitatile necesare se calculeaza ca in problema precedenta .
Lasam ca exercitiu finalizarea calculului.

Exercitiu. 2) Vom considera o problema de diagnostic (medical) uti-
lizand notatii mai des intalnite in practicd . Fie multimea H = {h,h)
multimea ipotezelor (h este ipoteza ca pacientul are o anumita boala , iar
k' ipoteza contrard (nu are boala)). Din statistici se obtin probabilittile

initiale P (h) = 0,008, P (h/> = 0,992. Un test de laborator © da rezul-
tatele posibile &, © astfel incat P (@|h) = 0,98, P (S|h) = 0,02, P (@m’) -

0,03, P (6]h/) =0,97. Se face un test care da rezultatul ®. Sa se calculeze

P (h|®).

Pentru acest capitol se recomanda lucrarile: [B.01],: [C.01],: [D.01],:
[F.01],: [B.01],: [G.01],: [G.03],: [B.01],: [I.01},: [B.01],: [L.01],: [B.01],:
[P.02],[S.01], : [S.01].



Capitolul 9

MF.09. Variabile aleatoare

Cuvinte cheie

Masurabilitate, variabila aleatoare, media variabilelor aleatoare, functie
de repartitie, densitate de repartitie, variabile discrete, variabile continue,
momente.

Acest capitol contine si o introducere cu caracter pregatitor in vederea
definirii momentelor variabilelor aleatoare. Se prezintd succint integrarea
functiilor pe un camp de probabilitate. Pentru cazul general al integrarii
functiilor pe spatii cu méasura trimitem la cursurile de Analiza Matematica si
Analiza functionald . Vom fixa un cAmp de probabilitate (2, A, p). Vom nota
variabilele aleatoare conform cu standardele teoriei probabilitatilor X, Y etc.
cu o exceptie relativa la functiile simple (functii cu o multime finita de
valori).

9.1 MF.09.1. Variabile aleatoare, medie.

Functii masurabile (variabile aleatoare). O functie X : Q@ — R
se zice masurabild dacd pentru orice interval I avem X~ '(I) € A. In
cadrul teoriei probabilitatilor functiile masurabile pe campuri de probabili-
tate se numesc variabile aleatoare. Se poate arita ca , pentru o variabila
aleatoare X rezultd X! (B) € A pentru orice multime boreliani B. Vom
folosi si notatia (X € B) pentru X1 (B).

Intuitiv, putem interpreta o variabila aleatoare ca o functie care atageaza
fiecarui rezultat al unei experiente aleatoare un numar real (rezultat, de
exemplu, dintr-o masurare) in asa fel incat multimea acelor w € Q pentru
care X (w) € B este un eveniment (pentru orice multime boreliand B).
Astfel spre exemplu multimea ”conditiilor” care determina ca temperatura
sa se afle intr-un anume interval constituie un eveniment.

158
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Exemple.1) Daca A = P (£2), atunci orice functie X : @ — R este o
variabila aleatoare.

2) Daca x4 este indicatorul multimii A C Q, atunci x4 este variabila
aleatoare daca si numai daca A € A.

Exercitii. 1) X : Q — R este variabila aleatoare <= (X € (—o0,)) €
AVa € R <= (X € (—o0,a]) € A,Va € R ("<=" inseamna "daca si
numai daca ”). Analog cu intervale («a, o0), [ar, 00) etc.

2) O functie g : R — R se zice masurabila daci g~' (B) este boreliana
pentru orice multime boreliana B. (admitem, de exemplu, ca daca g : R — R
este continua atunci este masurabila ). Sa se arate ca daca X : Q@ — R este o
variabila aleatoare gi g : R — R este masurabila atunci go X este o variabila
aleatoare. Admitem ca dacad g : R — R este continua atunci este masurabil&

Listam, fara demonstratie, proprietatile variabilelor aleatoare (demonstratiile
nu sunt dificile si pot fi luate ca exercitiu):

Proprietatile variabilelor aleatoare. Fie X Y variabile aleatoare si
acR:

1) X 4+ Y, XY, aX sunt variabile aleatoare.

2) Daci X (w) # 0,Vw € , atunci + este o variabili aleatoare.

3) Fie (X,,),, un sir de variabile aleatoare astfel incat X,, = X (convergenta
punctuala ). Atunci X este o variabila aleatoare.

4) O functie simpla are, prin definitie o multime finita de valori (reale).

n

S-a aratat ca functiile simple sunt de forma s = g aix A, unde ag, o, ..., ap

sunt valorile functiei s, iar A1, As...A, multimileZ de nivel; s este o variabila
aleatoare daca gi numai daca A; € A,i =1,2,...,n. Dacid X este o variabila
aleatoare pozitiva , atunci exista un sir crescator (sy),, de variabile aleatoare
simple astfel incat s, = X.

5) Daca X este o variabila aleatoare, atunci si |X| este o variabila
aleatoare ( | X| (w) = |X (w)] ).

6 Daca X,Y sunt variabile aleatoare, atunci max(X,Y’) si min(X,Y)
sunt variabile aleatoare. Reamintim ca max(X,Y)(w) = max (X (w),Y (w)),w €
Q etc.

n
Integrarea. Fie s = g ;X 4, o variabila aleatoare simpla cu val-

)

n
ori pozitive. Definim [, sdP = Z%’P (A;). Fie X o variabila aleatoare

i
cu valori pozitive. Definim fQ XdP = sup fQ sdP (marginea superioara
s<X

se ia dupa toate variabilele aleatoare simple mai mici ca X). In gen-
eral vom avea fQ XdP € [0,00]. Vom spune ca X este integrabila daca
JoXdP < oco. Pentru o variabild aleatoare oarecare X definim X+ =
max(X,0), X~ = —min(X,0). Evident X = XT - X, |X| = XT + X"~.
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Spunem ca X este integrabila daca | X | este integrabila ; in acest caz definim
JoXdP = [, XTdP — [, X dP (cele doua integrale sunt finite aga cum
rezulta imediat).

Medie. Daca variabila aleatoare X este integrabilda numim medie a sa
numarul real [, XdP. Vom nota media variabilei aleatoare X cu M [X].
Vom spune ca X are medie daca X este integrabila .

Exemple. 1) Daca A € A, atunci M [ya] = P (A).

2) Daca c este variabila aleatoare constanta (¢ (w) = ¢,Vw € Q ), atunci
M [c] = ¢ (atentie la abuzul de notatie in care ¢ denota fie o functie constanta
fie un numar real).

3) Sa reluam exemplul © = [0, 1], A multimile boreliene si p extinderea
lungimii intervalelor. Fie variabila aleatoare X = xqnjo,1 (deci functia care
ia valoarea 1 pe QN[0,1] si 0 in rest). Rezulta M [X] =0 (cacip (QN[0,1]) =
0 (probabilitatea unui ”punct” este 0 iar Q N [0, 1] este numarabila ) si se
aplicd proprietatea de numarabil aditivitate a probabilitatii). Este demn
de remarcat ca functia despre care discutam furnizeaza un exemplu tipic de
functie care nu este integrabila Riemann; cu ajutorul noii definitii a integralei
aceasta functie se poate integra.

Vom reveni cu exemple dupa listarea principalelor proprietati ale inte-
gralei (si in capitolul urmator).

Proprietatile mediei. Fie X,Y variabile aleatoare si a € R.

1) Daca X,Y au medie, atunci X +Y are medie si M [X + Y] = M [X]+
M Y]

2) Daca X are medie, atunci aX are medie si M [aX] = aM [X]

3) Daca X,Y au medie i X <Y, atunci M [X]| < M [Y]

4) X are medie daca si numai daca | X| are medie si |M [X]| < M [| X]]

5) Orice variabila aleatoare marginita are medie.

6) Daca 0 < X3 < X9 <...< X, <..si X, 5 x si X are medie, atunci
nhﬁnolo M [X,] = M [X] (teorema de convergenta monotona ).

7) Fie X o variabila aleatoare pozitiva si (X,,),, un sir crescator de vari-
abile aleatoare simple pozitive X,, % X. Sirul (M [X,]),, este marginit daca
si numai daca X are medie si in acest caz 77,h—>r<(>lo M [X,] = M [X].

8) Fie ® o variabild aleatoare astfel incat M [®] = 1. Definim ¢ :
A — R,q(A) = M[Pxa] = [oPxadp = [, Pdp (ultima egalitate fiind
o definitie). Atunci g este o probabilitate.

Unele dintre proprietatile de mai sus (1,2,3,4,5) au demonstratii ugoare
prin aplicarea directa a definitiilor. Proprietatea 6 este o teorema celebra
datorata matematicianului Lebesgue.

Sa revenim la exemple.

Exemple. 4) Fie Q o multime finita (nevida ) cu n elemente. Con-
sideram campul de egala probabilitate asociat. Evident, in acest caz, orice
variabila aleatoare are medie gi daca X are valorile (nu neaparat distincte)
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a1, @2, ..., Qy, atunci M [X] = w, deci media aritmetici a valorilor
variabilei.

5) Mai general decat in exemplul precedent fie pi,pa . p, o repartitie de
probabilitate pe o multime cu n elemente si campul de probabilitate asociat.
Atunci orice variabila aleatoare are medie si daca X are valorile aq, ao, ..., ay,
vom avea M [X]| = aip1 + agps + ... + appp, deci media "ponderatd ” a
valorilor variabilei.

6) Fie (pn),, o repartitie de probabilitate pe o multime numarabila si

campul de probabilitate asociat. Atunci o variabila aleatoare X cu valorile
o0

QQ, A1, ..., Qpy, ... (un gir) are medie daca si numai daca seria E Qppn este
0

oo
absolut convergenta gi, in acest caz, M [X]| = Z QnPn -
0

Exercitii. 3) Demonstrati afirmatiile din exemplele 5,6,7. Pentru exem-
plul 7 analizati, pentru inceput, cazul variabilelor aleatoare pozitive folosind
proprietatea 7 (proprietatile mediei) si considerand sirul (X,,),,, unde X, ia
valorile ag, aq, ..., ay,0,0,0....

4) Considerati masura Dirac concentrata in a. Aratati ca orice variabila
aleatoare X are medie si M [X] = X (a) (evaluarea functiilor intr-un punct
este un caz particular de integrare).

Vom nota (oarecum ambiguu) multimea variabilelor aleatoare care au
medie cu L'; deci X € L' va insemna ca X este integrabild . Din pro-
prietatile mediei rezultd ci L' este un spatiu vectorial peste R si luarea
mediei este o aplicatie liniara definita pe L' cu valori reale.

9.2 MF.09.2. Variabile aleatoare, functie de repartitie,
densitate de repartitie, momente.

Vom continua, in acest capitol, studiul variabilelor aleatoare. Pentru
simplitate vom scrie v.a ca prescurtare pentru ”variabila aleatoare”.(2, A, P)
va fi un camp de probabilitate fixat.

Repartitie. Vom nota B g—algebra multimilor boreliene pe R; o prob-
abilitate p : B — [0, 1] va fi numita repartitie sau lege de probabilitate.
Inainte de a studia cateva legi de probabilitate des intalnite vom arata cum
se asociaza o repartitie unei variabile aleatoare.

Fie X : Q — R o v.a; pentru orice multime boreliana S € B definim
pz(S) = p(X €85) =p(X1(S)). Se observd cu usurinta ca px este o
probabilitate (de exemplu px (USy) = > p, (Sn) pentru orice gir (Sy,),, de
multimi boreliene disjuncte doui cite doud rezulta din faptul ca X 1 (US,,) =
UX~1(S,) tinand cont ci p este o probabilitate). Astfel se atageaza oricarei
v.a X repartitia px numita repartitia v.a X gi implicit campul de probabil-
itate (R, B,px). In general informatiile probabilistice despre v.a X se pot
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obtine cunoscand repartitia asociata ; cu alte cuvinte, doua v.a cu aceeasi
repartitie se pot considera ”probabilistic” identice.

Exercitiu.1) Dati exemplu de v.a diferite (ca functii) care au aceeasi
repartitie.

Fie ¢ : R — R masurabila , X ovaasiY = go X = ¢g(X) (ultima
egalitate este o notatie). Atunci py(S) = px (97 (S)) (verificare imediat
).

Functie de repartitie a unei v.a. Dacid X este o v.a definim functia
Fx :R—>R,Fx (z) =p(X <) =pz(—o0,z).

Functia F'x se numegte functia de repartitie a v.a X.

Proprietatile functiei de repartitie.

1) Fx (z) € 0,1],Vz € R

2) Fx este o functie crescatoare.

3) Fx este continua la stanga (EQFX () = Fx (a)).

4) lim Fx (z)=0, lim Fx (z) =1

T—00

T——00

5) p(X € la,b)) = Fx (b) — Fx (a) pentru orice a,b € R,a <b

Pentru demonstratie observam ca 1,2 sunt imediate din definitii. Pentru
proprietatea 3 sa consideram un sir x,, " a (sirul este crescator cu limita
a). Avem (—o0,a) = U (—00,x,) (sirul de multimi este crescator); aplicand
proprietatea 5 a campurilor de probabilitate obtinem rezultatul dorit. Ana-
log se demonstreaza 4. Proprietatea 5 este o consecinta imediata a egalitatii
[a,b) = (—00,b) — (—00,a).

Se poate arata ca orice functie cu proprietatile 1,2,3 de mai sus genereaza
o repartitie (in particular este functia de repartitie a unei v.a).

Se arata , folosind proprietatea 6 a campurilor de probabilitate ca limita
la dreapta F'x (a+) a functiei de repartitie este Fx (a+) = p(X < a). De-
ducem imediat ca p (X =a) = Fx (a+) — Fx (a) .Rezulta ca daca functia
Fx este continua , atunci p (X = a) = 0 pentru orice a € R.

Variabile aleatoare discrete. O v.a se zice discreta daca multimea
valorilor sale este finita sau numarabila (in cazul numarabil cerem ca in
fiecare interval compact sa se afle o multime finita (eventual vida ) de valori).
Daca {z;;i € I} este multimea valorilor notand p; = P (X = x;) repartitia
de probabilitate corespunzatoare vom avea, pentru fiecare multime boreliana
S:P(XeS) =px(9) = Zpi. Astfel repartitia unei v.a discrete este

;€S
determinata de repartitia de probabilitate pe valorile acesteia. Este usor de
observat ca functia de repartitie a unei v.a discrete este o functie in scara
cu ”salturi” in punctele corespunzatoare valorilor variabilei.

Exercitii. 1) Demonstrati afirmatia din exemplul de mai sus.

2) Aratati ca functia de repartitie a v.a X care ia valorile 0 si 1 cu
probabilitate 0, 7, respectiv 0, 3 este: Fx (z) = 0 pentruz <0, Fx (x) =0,7
pentru x € (0,1] i Fx () = 1 pentru > 1. Reprezentati grafic aceasta
functie.
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Variabile aleatoare continue. O v.a se zice continua daca exista o
functie masurabila f : R — R astfel incat:

i) f(z)> O,Vx eR

i) [T * flx)dr =1

iii) P (X €[ ab ff )dx Na,b € R,a <b.

In acest caz funcgla f este densitatea de probabilitate a v.a X. Se poate
aréta cd pentru orice multime boreliand S avem P (X € S) = px(S) =
Jo f S x) dx. Spunem ca probabilitatea p, este data de densitatea f in raport
cu masura Lebesgue.

Cateva precizari trebuie facute. In definitia de mai sus integrala este
luata in sensul din capitolul V, chiar mai general, in raport cu o masura care
nu este probabilitate (acest caz se trateaza similar cazului tratat in V) si
anume cu masura Lebesgue pe R. Nu vom intra in detalii privitor la aceasta
masura (pentru detalii trimitem la cursurile de Analiza Matematica si de
Analiza Functionala ). Avand in vedere ca vom lucra cu functii continue
(sau continue cu exceptia unei multimi finite de puncte) si pozitive, este
suficient sa consideram, pentru intervale, integrala Riemann (proprie sau
improprie).

Reciproc, orice functie cu proprietatile i, ii este densitate de repartitie si
genereaza o repartitie (si deci este densitatea unei v.a continue).

Exemplu. Si considerim functia f (z) = 0,2 < 0si f (x) = Ae ™, 2 >
0, A > 0. Se verifica cu ugurinta ca aceasta functie satisface conditiile i, ii de
mai sus. Repartitia generata de aceasta densitate se numeste exponentiala
. O v.a (continua ) cu densitatea f se zice exponential repartizata .

O v.a exponential repartizata are urmatoarea proprietate interesanta :

P(X>z+4+y/X>z)=P(X >y),z,y>0.
P(X>aty)N(X>2)) _ P(X>zty) _ Mop, e Mdt

Inadevar P (X >z 4+ y/X > x) =

—A(z+ o . . o
€ e_(my) = e M = P(X >y). Se spune ci o v.a exponential repartizat este

lipsita de memorie.
Legatura dintre functia de repartitie gi densitatea de repartitie, pentru

v.a continue, este data de :
xX
- [ s
—0o0

si (in anumite conditii, de exemplu daca f este continua ) f(z) = Fy (x).
Momente. Vom arata pentru inceput ca integralele v.a se pot calcula
folosind repartitiile asociate. Fie X o v.a si g : R = R o functie masurabila
In ipoteza existen’gei integralelor (nu enuntam precis conditiile) rezulta
ng x)dpx (reamintim ca pyx este repartitia asociatd v.a X).
Demonstrat;la se face in mai multi pagi pentru functia g Incepand cu g in-
dicatorul unei multimi boreliene, apoi g functie simpla masurabila si apoi

P(X>z) T TP(X>x) T A XNdt
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prin aproximarea functiilor masurabile prin functii simple etc. Obtinem, in
particular, o formula importanta pentru medii:

MX] = [ adpx

Se obtin formulele corespunzatoare pentru v.a discrete sau continue:
n

oo
M [X] = Zazipi (cazul multimii finite de valori) M [X] = inpi(cazul
i i
numérabil) M [X] = [*_xzf () dz (cazul continuu) Mai general, vom defini
momentul de ordin k,(k € N,k > 1) al unei v.ia X prin my [X] =
M (X k) = [ X kdp (dacs , bineinteles integrala exista ). In particular,
my [X] = M [X]. Folosind rezultatele de mai sus si luand functia g (z) = 2*
avem

my, [X] = Z:asfpz sau my [X]| = Zazfpz sau M [X] = [ aFf (z)dx

calculul mediei.

Dispersie. Momentul de ordin 2 joaca un rol important in studiul v.a.

O v.a se zice centratd daci are media nuld . Dacid X € L' numim v.a
centrata asociatda v.a X — M [X| (M [X — M [X]] = M [X]-M [M [X]] =0,
media v.a constante este constanta insasi).

Dispersia D [X] a unei v.a este momentul de ordin 2 al variabilei cen-
trate X —M [X] (cand acesta exista ). Astfel avem D [X] = [, (X — M [X])? dp.
Rezulta :

n o0
D[X] =) (w — M[X])’p; sau D[X] = Y (2; — M[X])’p; san
1 K3

D[X]= [ (z— M[X])*f (z)dz calculul dispersiei.

Multimea v.a care au moment de ordin 2 (deci si dispersie) va fi notata
L2,

Proprietatile dispersiei.

1) Daca c este o v.a constanta , atunci D [c] = 0

2) Dacd X € L? si a € R, atunci aX € L? si D [aX] = oD [X]

3) Daci X,Y € L?, atunci X +Y € L? si D[X + Y] = D[X]+ D[Y] +
2M[(X = M [X]) (Y = M [Y])]

Demonstratia acestor proprietati rezulta dintr-un calcul simplu.

Vom numi covarianta v.a X, Y numarul cov [X,Y] =M [(X — M [X]) (Y — M [Y))].
Evident cov [X, X] = D [X].

Calculul dispersiei: D [X] = ma [X]-M [X]* (D[X] = [, (X — M [X])*dP =
D[X] = [, X2dP —2M [X] [, XdP + M [X]etc.

Vom numi abatere patratici medie a v.a X € L? numarul o (X) =

D [X].

Exercitiu. Sa se determine media si dispersia unei v.a exponential

repartizata .
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Solutie. Densitatea de repartitie a v.a este f(z) = 0,2 < 0si f(z) =
Xe ™ 2 >0,\>0. Rezults :

M(X]=\[° re Mdr = % (printr-o simpla integrare prin parti). Apoi
ma [X]1 = A [, 2% dx = 5 (integrare prin parti) si deci D [X] = %

2 = 2

’ Vo);n avea prilejul sa calculam medii si dispersii in capitolul urmator.
Pentru acest capitol se recomanda lucrarile: [B.01],: [C.01],: [D.01],:

[F.01],: [B.01],: [G.01],: [G.03],: [B.01],: [I.01},: [B.01],: [L.01],: [B.01],:

[P.02],[S.01],: [S.01].



Capitolul 10

MF.10. Legi de probabilitate

Cuvinte cheie

Legea binomiala , legea Poisson, repartitia uniforma , legea normala .

In acest capitol se prezinta cateva legi de probabilitate (repartitii) im-
portante atat teoretic cat si pentru aplicatii.

10.1 MF.10.1. Legea (repartitia) binomiala .

Se considera un experiment aleator cu doua rezultate posibile a si @
(experiment Bernoulli) care se realizeaza cu probabilitatile p, respectiv g
(p+q=1). Se fixeaza numarul natural n > 1 si se considera experimentul
care consta In repetarea independenta , de n ori a experimentului Bernoulli.
Rezultatele posibile ale acestui ultim experiment sunt n-upluri (siruri finite
de lungime n) de a si @. Intuitiv, probabilitatea de a obtine un n-uplu
care contine a de 0 < k < n este p*q"*. Sunt CF astfel de n-upluri.
Probabilitatea de realizare a unui n-uplu care sa contina a de k ori va fi

r = CFpFqn=F . Ca urmare a acestui rationament ”intuitiv’ vom trece la
definirea legii binomiale: 0 v.a urmeaza o lege binomiala de parametri n, k
(n > 1,0 < k < n) daca valorile posibile sunt 0,1,...,n si probabilité‘gile

corespunzatoare pj, = CkpFq"~*. Definitia este corects cici ch kgn=h —

k=0
(p + q)" = 1(formula binomului). Legea binomiald va fi notata B (n,p).

Media unei v.a binomial repartizate. Fie X o v.a care urmeaza legea

B (n,p). Avem M [X Zk Fq"~*. se porneste de la identitatea (de

n

functii) (14 z)" = ZCkwk derivand obtinem n (1 + z)" Zka k1
k=0

166
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n—1 n pk_l
pentru orice z € R. Pentru « = £ avem n (1 + %) = chﬁ =,

sau

k 1
Zk:Ck 7 §i Inmulfind ambii membrii cu p rezultda M [X] = np

(s a presupus 0<p<l).

Dispersia unei v.a binomial repartizate. In urma unui calcul similar
celui de mai sus (exercitiu) se arata ca D [X] = npq. Vom reveni la o alta
justificare a acestui rezultat intr-un capitol urmator.

Exemplu. Un garaj deserveste 70 de camioane. Probabilitatea ca, in
timp de un an, un camion sa intre in reparatie este 0,3. S&a se determine
numarul mediu de camioane in reparatie intr-un an.

Solutie. Consideram v.a "numar de autocamioane in reparatie intr-un
an”. Putem presupune (de ce?) ca aceastda v.a urmeaza o lege binomiala
B (70,0, 3). Rezulta media 70 x 0,3 = 21.

Sa ne punem urmatoarea problema: care sunt valorile de maxima proba-
bilitate pentru o v.a repartizata B(n,p). Pentru aceasta sa calculam rapor-

tul pkzl, un calcul simplu arata ci p;“ =1 q’o < k < n. Din conditia
< 1 se deduce np — q < k. Obtinem concluzia: daca np — q < 0, atunci
po > P1 > ... > pn, daca np — ¢ este un intreg > 0, atunci valorile de proba-
bilitate maximé sunt np —q sinp —q+1 = np+p (cu aceeasi probabilitate),
iar daca np — q nu este intreg, atunci valoarea de maxima probabilitate este
intregul k,np — q < k < np + p. Valoarea cea mai probabild a unei v.a se

mai numeste mod al acesteia.

Pk+1

Exercitiu. Fie n = 50 si p = . Si se determine valorile cele mai

probabile. ’

Solutie. Se obtine np — q = 16, deci cele mai probabile valori sunt 16 si
17.

Diagrama in batoane. Este vorba de o reprezentare grafica, in plan,
a unei v.a cu un numar finit de valori; pe axa Ox punem valorile v.a gi in
fiecare asemenea punct ridicam un segment perpendicular pe Oz de lungime
proportionala cu probabilitatea valorii respective.

Exercitiu. Construiti diagrama in batoane pentru o v.a repartizata
B(9,0,4).

10.2 MF.10.2. Repartitia Poisson.

Spunem ca o v.a urmeaza o repartitie (lege) Poisson de parametru
A > 0 daca este discreta cu valori posibile £ € N si probabilitatile py =
o
)\
AN

e AL k € N. Definitia este corecta fiindca Ze

97 :1.

Media unei v.a Poisson repartizata. Daca X urmeaza o lege Poisson
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00 00 2k o 21
de parametru A avem M [X]| = zo:kpk = e_/\zo:kk! - /\e_)\z;(k_l)! -
A

Deci: M [X] = A.

Dispersia unei v.a Poisson repartizata. Fie X o v.a Poisson repar-
tizata cu parametrul A. Calculam pentru inceput momentul de ordin 2 al
acestei v.a:

oo

X = 3SR e S AT S e N
0] = 3 =S A 1) 1) g -

A(A+1). Obtinem: D[X]=A(A+1) = A2 =\
Deci: D[X] = A\

Exercitiu. Sa se determine valorile de maxima probabilitate pentru o
v.a Poisson repartizata.

Raspuns. Se procedeaza analog cazului repartitiei binomiale. Valoarea
de probabilitate maxima este intregul k satisfacand conditia A — 1 < k < A
pentru \ neintreg; dacd A este intreg, atunci A— 1, \ sunt valorile de (aceeasi)
probabilitate maxima.

Aproximarea legii binomiale prin legea Poisson. Fie B (n,p (n)),,

un gir de repartitii binomiale astfel incat girul p (n) — 0sinp (n) — A\, A > 0.

In aceste conditii: pentru fiecare k € N avem li_>m CFp () (1 —pn)"F=
n—oo

e‘AAk—I; (sirul de repartitii binomiale tinde punctual catre o repartitie Pois-

son). Notatia p (n), oarecum neobignuita pentru siruri, a fost utilizatd pen-
tru a nu fi pericol de confuzie cu notatia pj folosita pentru repartitia unei
legi binomiale fixate. Importanta acestui rezultat sta in faptul ca anumite
calcule se simplifica daca se inlocuieste repartitia binomiala cu repartitia
Poisson. Inlocuirea legii binomiale cu o lege Poisson se recomanda in situatia
n > 50,p < 0,1. Nu vom demonstra relatia de mai sus dar vom considera
un exemplu (calculul limitei de mai sus poate fi luat ca exercitiu).

Exemplu. Un sistem are 10? de componente. Intr-o luni fiecare compo-
nenta se defecteaza independent de functionarea celorlalte iar probabilitatea
de defectare este 1073, Care este probabilitatea ca nici o componenta si nu
se defecteze? Putem considera ca ”"modelul” probabilistic al sistemului este
dat de o repartitie binomiala B (103, 10_3). Avem g =1—1072 = 0,999 si
probabilitatea cautata este 0,999'°0  Aproximam legea binomiald cu o lege
Poisson de parametru A = np = 103 - 1073 = 1(media legii binomiale aprox-
imeaza media legii Poisson, aga cum rezulta din conditia de aproximare).
Avem de calculat, pentru legea Poisson, pp = e~! = 0, 368 asa cum rezulti
cu usurinta.
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10.3 MF.10.3. Repartitia uniforma.

Fie a,b € R,a < b. O v.a este repartizata uniform in intervalul
(a,b) daca este o v.a continua de densitate
f(z) = 7L dacd z € (a,b) si f (z) =0 in rest. Se mai spune c& v.a
respectiva urmeaza o lege de densitate uniforma in intervalul (a, b).
Functia de repartitie. Daca X este o v.a uniform repartizata in (a,b),

X
functia sa de repartitie este F' (x) = / f (t)dt i se obtine cu usurinta ca
o0

F(z) =0dacaz <a,F(z) = {2 dacaa <z <bF(r)=1dacaz >b
(s-a notat F' in loc de Fx pentru simplitate).

Exercitiu. Sa se deseneze graficul functiei F'.

Media unei v.a uniform repartizata. Dacda X este o v.a uniform

00 b
b
repartizata in (a,b), atunci M [X] = / xf (x)dr = / - f adx = a—21— .

Deci X € L'si M [X] =L
Dispersia unei v.a uniform repartizata. Daca X este o v.a uni-

[e.o] b 2
form repartizata in (a,b), atunci D[X] = / <a; - a—2+— ) f(x)de =

—00

b 2 2
b 1 b—
/a (w — a—2i— > 5o ada: = ( 12@) . Deci X are dispersie si D[X] =

(b—a)”
2
Exercitiu. Fie X ca mai sus i a < ¢ < d < b. Sa se calculeze

P(c< X <ad).

: ¢ dy d—c : .

Solutie. Avem P (¢ < X <d) = / - b_a Deci probabilitatea
ca v.a X sa ia valori in intervalul (cf d) C (a,b) este raportul lungimilor
intervalelor respective.

Exemplu. Metrourile sosesc in statie la intervale de 2 minute. Timpul
de asteptare a unui calator sosit aleator in statie poate fi modelat ca o v.a
uniform repartizata in intervalul (0, 2).

Sa ne reamintim campul de probabilitate pe [0, 1] in care evenimentele
sunt multimile boreliene iar probabilitatea este generata de lungimea inter-
valelor. Legatura dintre acest camp si repartitia uniforma este evidenta; il
putem considera ca un model al experimentului ”alegerea la intamplare a
unui numar (punct) in intervalul [0, 1]”. Modelul se incadreaza si in ceea ce
am numit ”probabilitate geometrica” si este un analog ”continuu” al egal
probabilitatii.

10.4 MF.10.4. Legea normala.

O v.a continua urmeaza o lege normala de parametri m,oc € R,0 > 0
_(e=m)? . .
daca are densitatea de repartitie f (x) = U\}ge 202 . Vom folosi notatia
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N (m, o) pentru a ne referi la o lege normala de parametri m,o. Astfel vom
spune ca v.a X urmeaza o lege N (m, o) sau ca X este N (m, o) repartizata.
Trebuie mentionat ca unii autori noteaza N (m, 02) ceea ce este notat, in
acest text, N (m, o).

22

2.

In particular densitatea de repartitie a legii N (0,1) este f (z) = ﬁe

N (0,1) se mai numeste ”legea normala redusa”.

oo
Pentru a avea o definitie corecta raméane de verificat conditia / f(z)dx =
—00

o0
1. In acest scop reamintim rezultatul fundamental / e dr = V.

[e.e]
Folosind acest rezultat si o schimbare evidenta de variabile se obtine conditia
ceruta.

In figura sunt reprezentate densitatile legilor N (0,1) si N (0, %) .
Functia de repartitie. Daca X este N (0, 1) repartizata, atunci functia
xX

2
sa de repartitie va fi data de ® (z) = 1/ e~ 7 dt. Din cauza importantei
—0o0

Ver
legii normale in probabilitati si statistica functia ® este tabelata (a se vedea
sfargitul capitolului).

Vom folosi termenul ” functie de repartitie a legii normale” cu semnificatie
evidenta. Legatura dintre legile normale de diferiti parametri este ugor de
stabilit si permite reducerea calculelor la legea normala redusa (si deci la
functia ®). Astfel:

- daca v.a X este N (m, o) repartizata, atunci v.a Z = &%m este N (0,1)
repartizata.

- daca v.a X este N (0,1) repartizata, atunci v.a Y = X + m este
N (m, o) repartizata.

Este suficient s& dovedim una dintre afirmatii, de exemplu a doua. Avem

2 2
Fy(@)=P(Y <2)=P(0X +m<z)=P (X < =) :E/ -

ez

In integrald facem schimbarea de variabili u = ot 4+ m i obtinem Fy (z) =

x B (u—m)2
- 127r / e 207 du ceea ce era de demonstrat.
— 00
Functia ® are proprietatea ® (z)+® (—z) = 1. Intr-adevir avem @ (z)+
00 2
/ e"Tdt = 1 si facand schimbarea de variabila ¢ = —u 1n integrala
X
obtinem rezultatul. O functie importanta este functia erorilor care se de-
finegte prin er f (z) = % fox et dt. Se obtine relatia ® (z) = %—I—%erf <%)
Functia erorilor este legata de teoria erorilor accidentale de masurare. Ast-
fel se considera (Gauss) ca variabila aleatoare = cu valori erorile acciden-
tale de masurare este repartizata normal N (0,0), in care o este legat de

b 2
_z_
precizia masuratorii. Vom avea deci p(a <E <b) = ﬁ / e 222dx =
a
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1 b 22 a 22 UL da
</ e_%Qdac—/ e_%v?d:c> :i / ﬂe_ugdu—/ ﬁe“ﬂdu =
oV 2 0 0 ﬁ 0 0
1 b a
—lerf|——=)—erf|—=]).
2 < f <U\/§> d (0\@))

Exercitiu. Desenati graficul functiei erf.
Media unei v.a normal repartizate. Fie X o v.a care urmeaza legea

o0 12
N (0,1). Avem M [X] = \/12?/ ze 2 dr = 0 (integrala exista si functia

de integrat este impara). Fie acum Y = 06X + m o v.a care urmeaza legea
N (m, o). Din proprietatile mediei deducem M [Y] = oM [X]|+m = m.
Deci o v.a normal repartizata de parametri m,o are media egala cu
parametrul m.
Dispersia unei v.a normal repartizate. Fie X o v.a care urmeaza

0.1). Avem D[X] = & [ e Fde = [ aae ¥
legea N (0,1). Avem D |X]| = / e zdx = / rxe 2 dx.
2 oo . 2T oo

Aplicand o integrare prin parti (z = u,ze 2 = dv) se obtine D[X] =
1. Fie acum Y = 0X + m o v.a care urmeaza legea N (m,c). Evident,
Y — M [Y] = 60X de unde, folosind definitia dispersiei obtinem D [Y] = o2.
Sa scriem din nou rezultatele obtinute:

Daca o v.a urmeaza legea normala N (m, o), atunci media sa este m, iar
dispersia o2. In acest mod parametrii legii normale capata o semnificatie
concreta. Rezulta ca o este abaterea patratica medie corespunzatoare.

Regula celor 30. Fie X o variabila aleatoare N (m,o) repartizata.
Atunci P(m —30 < X <m+30) ~0,997.

Demonstratia este imediata: se reduce la N (0, 1) si se cauta in tabele.

Pentru acest capitol se recomanda lucrarile: [B.01],[C.01], [D.01] [G.01],
[G.02],[G.03], [S.01]
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MEF.11. Vectori aleatori

Cuvinte cheie

Vectori aleatori, repartitie comuna, densitate comuna, repartitie marginala,
corelatie, independenta variabilelor aleatoare.

11.1 MF.11.1. Vectori aleatori, repartitie comuna.

Fie (Q,A, P) un camp de probabilitate. O functie X : Q@ — R" X =
(X1, X2, ..., X;,) pentru care componentele X1, Xo, ..., X,, sunt variabile aleatoare
se numeste vector aleator n-dimensional. Pentru a fixa ideile vom studia, cu
deosebire, vectori aleatori 2-dimensionali si vom folosi notatia Z = (X,Y)
pentru aceasta situatie. Rezultatele se extind cu usurinta la vectori aleatori
de dimensiune oarecare. Un dreptunghi in R? este un produs cartezian de
intervale; conditia ca X,Y sa fie v.a este echivalenta cu faptul ca, pentru
orice dreptunghi S C R? rezults Z=1(S) = (Z € S) € A (egalitatea este
o notatie, conforma conventiilor facute anterior). Multimile boreliene ale
planului sunt cele care apartin celei mai mici o-algebre care contine drep-
tunghiurile si de aici rezultd ca proprietatea de a fi vector aleator este de
acelasi tip cu proprietatea de a fi v.a anume: imaginea inversa a oricarei
multimi boreliene este eveniment (proprietatea de masurabilitate).

Repartitie comuna. Daca B este o-algebra multimilor boreliene din
R? numim repartitie (2-dimensionald) orice probabilitate P : B — [0, 1]. Fie
Z = (X,Y) un vector aleator. Pentru fiecare multime boreliana S € B
definim Py (S) = Pxy (S) = P(Z € S) (prima egalitate este o notatie); se
obtine o repartitie numita repartitia vectorului aleator Z sau (mai des
folosita) repartitia comuna a v.a X,Y. Repartitia comuna determina
probabilistic vectorul aleator (acelasi fenomen a fost descris pentru variabile
aleatoare). Pentru intelegerea rolului repartitiei comune in raport cu rolul
repartitiilor componentelor este util sa ne reamintim ca, in general, probabil-
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tatea intersectiei a doua evenimente nu este determinata de probabilitatile
evenimentelor respective.

Vom trata, pentru inceput, cazul in care componentele vectorului aleator
sunt discrete si au o multime finita de valori. Fie X o v.a cu multimea de
valori {x1,za, ...,z } s1 Y o v.a cu multimea de valori {y1, y2, ..., yn } (definite
pe o multime 2 si cu multimea partilor ca o-algebra). Considerand vectorul
aleator Z = (X,Y) (cu multimea de valori {x1, zo,...,xm} X {y1,Y2, ---;Yn})
repartitia comuna este determinata de numerele p;; = p (X =z, Y = y;),i =

1,2, m,j=1,2,n, Y pij = 1.
Z‘7j

X\Y yio . . - Y . . . Ym marginal X
z1 Pun - - - P15 - - - Pim D1.
T bir - - - Pij - - - Pim Di.
Tm Pn1 - - « Pnj - - - Pnm Pn.
marginal Y pq1 . . . p; . . . Dm 1

In tabelul de mai sus este reprezentata repartitia comuna a v.a X.Y.
Avem p; = P(X =ux;) = Zpij (prima egalitate este o notatie), i =

J
L,2,.,nsipj=p(Y =y;) = Zpij repartitiile variabilelor X, respectiv Y

numite repartitii marginale. ZDin tabel se pot obtine cu usurinta proba-
bilitati conditionale (daca au sens); de exemplu p;/; = p(Y =y; | X = x;) =
%(prima egalitate fiind o notatie).

~ Asemenea tabele pot aparea, de exemplu, dintr-un recensamant in care
sunt adresate doua intrebari fiecare cu un numar finit de raspunsuri posibile;
numerele p;; reprezinta frecventa relativa a raspunsului (x;,y;) etc.

Cazul in care p;; = p;. X p.j pentru orice pereche (i, j) corepunde situatiei
importante cand v.a X,Y sunt independente (notiune care se va defini mai
jos).

Functia de repartitie comuna. Dacia Z = (X,Y) este un vector
aleator, se defineste functia de repartitie comuna a perechii (X,Y)
prin Fyy (z,y) = p(X <2,Y <y) = pxy[(-00,z) X (—00,y)]. Functia
Fxy este definitd pe R? si ia valori in intervalul [0, 1].

Exercitiu. Figurati, in plan, multimea (—oo, z) x (—o0,y).

Proprietatile functiei de repartitie comuna. Vom nota pentru sim-
plitate cu F' functia de repartitie comuna.
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1. Functia de repartittie comuna este crescatoare in fiecare variabila
(r1 < mg implica F (x1,y) < F (x2,y), Yy etc).

2. F(x,—00) = limy_,_o F ((x,y) = 0 (prima egalitate este o notatie)
si F (—o0,y) =lim;, o F' ((x,y) =0, F (00, 00) = 1(notatie evidenta).

3. Fie S dreptunghiul [a,b) X [¢,d). Atunci P ((X,Y) € S) = F (¢,d) —
F (a,d) — F (b,c) + F (a,c).

Lasam verificarea acestor proprietati ca exercitiu.

Functiile Fx (z) = F (z,00) , Fy (y) = F (00, y) sunt functiile de repartittie
ale v.a X, Y; sunt numite repartitii marginale.

Densitate de repartitie comuna. Daca Z = (X,Y) este un vector
aleator spunem c# o functie (misurabild) f : R?> — R este o densitate
a vectorului Z sau o densitate de repartii;ie comuna a v.a X,Y
daca f(x y) > 0 pentru orice z,y , [fpo f (z,y)dzdy = 1si p(Z € S) =
Jof ¢ [ (%,y) dzdy pentru orice multime boreliana S C R?. Precizam c& pentru
functii continue pe dreptunghiuri (si multimi mai generale des intalnite in
practica) integrala generald coincide cu integrala Riemann.

Exemplu. Fie S = (a,b) X (¢,d),a < b,c < d un dreptunghi in plan.
Functia f : R2 —» R, f = m)@ (xs este functia caracteristica a
multimii S) satisface conditiile unei densitati. Un vector aleator cu asemenea
densitate se zice uniform repartizat in dreptunghiul S.

Revenind la cazul general al existentei unei densitéti vom avea F' (z,y) =

Ty
/ / f (x,y)dzdy si (in anumite conditii) -2 8m8y (x,y) = f(z,y).

Sa consideram o situatie analoags celei descrise la v.a. Fie g : R> = R
masurabild, Z : Q@ — R?* Z = (X,Y) un vector aleator si pxy repartitia
comund asociata. Notam g (X,Y) = go Z. Vom avea (in ipoteza existentei
mediei) M [g(X,Y)] = [z2 9 (2,y) dpxy. In cazul existentei unei densititi
f vom avea M [g (X,Y)] = [g2 g (2,y) f (2,y) dzdy.

Exemplu. Dacia Z = (X,Y) este un vector aleator de densitate f,
atunci (In ipoteza existentei mediei) M [XY] fRQ xy f(z,y)dzdy i (in
ipoteza existentei integralelor) cov[X,Y] = [z (x — M [X]) (y — M [Y]) f (z,y) dzdy.
Reamintim ca prin covarianta v.a X, Y 1n§elegem M [(X M [X])(Y — MIY])].

Avem cov[X,Y] = M [XY] — M [X] M [Y] asa cum rezulta imediat. Se
mai foloseste notatia cov[X,Y] = K,,. Daca o,, 0, sunt abaterile patratice
medii (nenule) ale v.a X respectiv Y, atunci coeficientul de corelatie al v.a

X,Y se definegte ca 7,y = ;i“’ Rezulta (exercitiu) |ry,| < 1.

11.2 MF.11.2. Independenta variabilelor aleatoare.

Fie X1, Xo, ..., X,, v.a pe campul de probabilitate (2, A,p). Spunem ca
aceste variabile sunt independente daca pentru orice multimi S1, Ss, ..., Sy
boreliene in R evenimentele (X7 € S1), (X2 € S2), ..., (X5, € Sy,) sunt inde-
pendente. Astfel, de exemplu, v.a X,Y sunt independente daca pentru
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orice multimi S, T boreliene in R avem P (X € S,)Y €T) = P(X € 5) x
P (Y €T). Amnotat, pentrusimplitatep(X € S,Y € T) =p (X € S)N(Y € T)).
Putem exprima acest fapt mai sofisticat din punct de vedere matematic
spunand ca independenta v.a X,Y revine la faptul ca probabilitatea Px y
introdusa la inceputul acestui capitol este ”produsul” probabilitatilor Px si
Py asociate v.a X respectiv Y. Sensul intuitiv al notiunii de produs (sens
la care ne marginim) este ideea geometrica veche ca ”aria unui dreptunghi
este produsul lungimilor laturilor” generalizata la masuri.

Exemplu. Fie X o v.agi Y o v.a constanta Y = ¢. Atunci v.a X,Y
sunt independente. In adevir fie S, 7 multimi boreliene. Sunt posibile doui
cazuri: ¢ € T caz in care (Y € T) = Q deci P(Y €T) =1sic ¢ T caz
in care (Y €T) = @ deci P(Y € T) = 0. In ambele cazuri conditia de
independenta este verificata.

Ca o consecinta directd a definitiilor, in cazul v.a independente X,Y
obtinem pentru functiile de repartitie Fxy (z,y) = Fx (z) Fy (y).

Daca X,Y sunt v.a continue de densitati f respectiv g si sunt inde-
pendente, atunci densitatea lor de repartitie comuna este h cu h(x,y) =
h (z) h (y) pentru orice z,y € R.

Media produsului a dou# v.a independente. Daci v.a X,Y € L' si
sunt independente, atunci XY € L' i M [XY] = M [X] M [Y] (reamintim
ci o v.a este in L' daca are medie).

Demonstratia acestui fapt este standard (in teoria integralei): se demon-
streaza pentru v.a simple (pozitive) si se aproximeaza v.a generale cu v.a sim-

n m

ple etc . Sa aratam doar primul pas. Fie X = ZaiXAw Y = ijxgj v.a
i=1 j=1

simple independente. Din independenta rezulta P (A; N Bj) = P (A;) P (By)

pentru orice t = 1,2,....,.ns8i j=1,2,....m

Avem M [XY] = ZazXA > bixs, | | =M | aibjxans,

> aibjP (Ai N By) (Zal A ) > b,P(B)) | = M[X]MY].
i.j J
Dispersia sumei a doui v.a independente. Daci X,Y € L? sunt
v.a independente, atunci D[X + Y] = D[X] 4+ D[Y] (reamintim ca notatia
L? este folositd pentru v.a care au dispersie).
Demonstratia rezulta din calcul: D[X +Y] = D[X]+ D[Y ]+ 2cov (X,Y)
(a se vedea capitolul VI sectiunea ”Momente” ) si deci este suficient sa aratam
cd, in cazul independentei, cov[X,Y] = 0. Avem
M[(X = M[X]) (Y = M[Y))] = M [XY] = XM [Y] = YM [X] - M[X] M[Y)
si din independenta obtinem M [X|M [Y]-M [X]| M [Y]-M [X]| M [Y]—
MIX|MI[Y]=0.
Exercitiu. i). Aratati ci daca X,Y € L' sunt independente, atunci
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X—M [X],Y—M [Y] sunt independente si obtineti astfel o altd demonstratie
a afirmatiei de mai sus.

ii) Aratati ca daca X1 X ..., X, € L? si sunt independente, atunci

DX+ Xo+ ..+ X, | =D[Xq]+D[Xso] +... + D[X,].

Repartitia sumei a doua v.a independente. Fie, pentru inceput,
X,Y doua v.a discrete cu multimi finite de valori si independente. Notand
x, y valorile "generice” ale v.a X respectiv Y un simplu calcul arata ca
P(X+4+Y=z2= Z P (X =z)P (Y =y). De aici rezulta cu usurinta ca

T+y==z

functia generatoare ;/ sumei a doua v.a discrete independente este produsul
functiilor generatoare ale termenilor. Vom da si o formuld pentru calculul
densitatii de repartitie a sumei a doué v.a continue gi independente. Anume
fie v.a independente X de densitate f siY de densitate g. In acest caz den-
sitatea v.a X +Y este datd de h (z) = [*° f (z —y) g (y) dy. Astfel rezultd
ca densitatea sumei a doua v.a 1ndependente este convolutia densitatilor
termenilor.

Exemplu. Suma a doua v.a independente gi normal repartizate este o
v.a normal repartizata.

Vom face calculul pentru cazul variabilelor reduse lasand cazul general
ca exercitiu. Fie deci X,Y v.a N (0 1) repartizate Densitatea sumei va fi

)2

data de h( ) = 217r _ooooe_( 2 _Tdy—f -2 f y—my)dy_
x2
:—_zf y—:cy-i-x) dy—f_‘lf dy_f—j_

Am obtinut densitatea legii NV (0, V2 ) aga cum am afirmat (medla sumei este
suma mediilor, iar dispersia sumei este suma dispersiilor).
Exercitiu. Variabilele aleatoare X,Y sunt independente si uniform
repartizate in intervalul (a,b). Sa se determine densitatea sumei X + Y.
Raspuns. Daca h este densitatea sumei, atunci h (x) = 0 daca = < 2a
sau x > 2b, h(z) = (‘Z 231 daca 2a < z < a+bsih(x) = éi‘; daca
a+ b <z < 2b (repartitia corespunzatoare se numeste Simpson).

Pentru acest capitol se recomanda lucrarile:[B.01], [C.01], [D.01] [G.01],
[G.02],[G.03],[S.01].



Capitolul 12

MF.12. Legea numerelor
mari

Cuvinte cheie

Siruri de variabile aleatoare, inegalitatea Cebisev, legea numerelor mari,
teorema limita centrala, functie caracteristica, aproximarea variabilelor aleatoare.

12.1 MF.12.1. Inegalitatea Cebisev.

Fie (2, A, P) un camp de probabilitate, X : @ > Rovasgig: R - R
o functie méasurabila. Sa presupunem ca g este crescatoare gi pozitiva pe
imaginea X (92) a v.a X. Fie a € R, g (a) > 0. In aceste conditii:

(x) P(X >a) < % (reamintim ca g (X) = g o X si presupunem
existenta mediei).

Demonstratia este simpla: M [g (X)] = [*_g(z)dPx > [>° g (x)dPx >
g(a) [7XdPx = g(a) P (X > a). Proprictitile integralei utilizate in demonstratie
sunt intuitive chiar daca se lucreaza cu o integrala mai generala decat in-
tegrala Riemann. Daca presupunem ca v.a X este continua cu densitate f,
atunci demonstratia devine:

o9 (@) f(@)de > [ g(2) f(x)dz > g(a) ;7 [ (x)do =g (a) P(X > a)
ceea ce arata, probabil, mai familiar.

Un caz particular deosebit de important al inegalitatii (x) se obtine luand
g (r) = 2? si presupunand X € L2 Anume:

(xx) p(|X = M [X]| > a) < Da[f , a > 0. (inegalitatea Cebisev).

In adevir D[X] = M [(X - M [X])2] si se aplica (x) pentru v.a X —
M [X].

Sa luam a = eo [X],e > 0 ( 0 [X] e abaterea patraticd medie presupusa
> 0) in (+*). Vom obtine P (|X — M [X]| > e0 [X]) < &. Putem interpreta
acest rezultat spunand ca abaterile v.a X fata de media sa care sunt mari in
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raport cu dispersia sunt foarte putin probabile. Astfel, de exemplu, luand
e = 10 obtinem P(|X — M [X]| > 0o [X]) < 0,01.

Sa observam ca trecand la evenimentul contrar in (**) obtinem:

(xx%) P(|X —MI[X]| <a)> 1—% o forma des utilizata a inegalitatii
Cebigev.

12.2 MF.12.2. Legea numerelor mari.

Fie X1, Xo, ..., Xp, ... un sir de v.a in L? la fel repartizate si independente.
Prin "la fel repartizate” intelegem ca au aceeasi repartitie (adica px, = px,,
pentru orice n, m), iar prin "independente” intelegem ca Xi, Xo, ..., X, sunt
independente pentru orice n. Atunci:

Ve >0 lim P(‘W - M[Xl]{ >¢) =0 ( legea numerelor

n— oo
mari in forma Cebigev).

Demonstratia este foarte simpla. Fiind la fel repartizate, v.a X1, Xo, ..., X,, ...au
aceeasi medie i aceeasi dispersie (de ce?). Sa notam media comuna cu p si
dispersia comuna cu o2. Avem M [X1 + Xo + ... + X,)] = np si
DI[X; + X+ ... + X;)] = no?(s-a folosit independenta). Fie ¢ > 0 si s&
luam in (x%) a = ne si X = X7 + Xo + ... + X,,. Obtinem
P( X1+ Xo+ ...+ Xy —nu| > ne) < no® sauP(!W —M‘ >¢) <

(ne)”

n“—; de unde rezultatul, prin trecere la limita.

Inainte de a furniza un exemplu care si faci mai usgor de intuit rezultatul
important obtinut sa formulam o definitie generala care sa precizeze limita
de mai sus.

Convergenta in probabilitate. Fie (Y;,), un sir de v.a. Spunem ca
acest sir converge in probabilitate catre v.a Y daca

Ve >0 nh_}ngoP (1Y, — Y] >¢) =0. Cu aceasta definitie legea numerelor

X1+ Xot.+X <
SAfS2tedan ), catre v.a

mari afirma convergenta in probabilitate a girului (
constanta p (media comuna a v.a X1, Xo, ..., Xy, ...).

Nu vom intra in studiul convergentei in probabilitate si a legaturilor
sale cu alte tipuri de convergenta a sirurilor de v.a; vom vedea alt tip de
convergenta in formularea legii tari a numerelor mari.

Exemplu. S& consideram un experiment Bernoulli (doua rezultate posi-
bile a cu probabilitatea p si @ cu probabilitatea q = 1—p). Atagdm v.a X
care ia doar doua valori 1 daca se realizeaza « si 0 daca se realizeaza @.
Clar, X ia valoarea 1 cu probabilitatea p si valoarea 0 cu probabilitatea q.
Rezultd M [X] = p si D [X] = pq (justificati). Daca X, X, ..., X, sunt in-
dependente si avand aceeasi repartitie ca X, atunci v.a X1+ Xo+...+ X, este
repartizata binomial B (n,p). In particular regasim media np si dispersia
npq pentru v.a binomial repartizate. V.a X1+ Xo+ ...+ X,, numara aparitia
rezultatului a in n experiente independente. V.a w reprezinta
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frecventa relativa de aparitie a rezultatului « in n experiente independente.
Legea numerelor mari aplicata in acest caz da:

Ve >0 li_>m P (‘w — p‘ > s) = 0, deci sirul frecventelor rel-
n—oo

ative converge in probabilitate catre probabilitatea ”teoretica” p.
Exercitiu. Se poate afirma ca, din 1000 de aruncari independente ale
unei monede ”oneste”, probabilitatea de aparitie a stemei de un numar de
ori cuprins intre 400 si 600 este cel putin 0,97 ?
Solutie. Ne aflam in contextul exemplului precedent cu p = 0,5 gi n =

1000. Aplicam (* * *) si avem: p (|FtXetattn 050 <0,1) > 1 -
% = 0,975. Raspunsul este "da”.

Putem generaliza legea numerelor mari renuntand la conditia de ”la fel
repartizate” pentru v.a ale sirului si pastrand conditia de independenta.
Astfel notand ui,af media respectiv dispersia v.a X; vom avea din (xx)

n n
2 2
> o > o
P( X1+ Xo+.. 4+ X0 ,1141+/142+-.~+/J«n‘ Z 8) S Z=21 . . Daci lim ’L=12 -0
n n n4e nooco M ’

n n — :

atunci lim P (
n—oo
Sunt posibile si alte generalizari; de exemplu inlocuind conditia de independenta
cu conditia de necorelare cov [X;, X;| = 0 pentru orice ¢ # j. Nu vom insista.
Metoda Monte Carlo. Fie = [0,1] x [0, 1], B o-algebra multimilor
boreliene incluse in 2 i p probabilitatea geometrica asociata (P (A) este
aria multimii A). Fie g : [0,1] — [0,1] o functie continud. Atunci sub-
graficul 4, = {(z,9);0 < 2z < 1,0 < y < g(x)} este multime bore-
liana gi ne propunem sa estimam aria acestei multimi prin metode prob-
abilistice. Daca imaginam experimentul ”"un punct este ales la Intamplare
in 7 atunci vom avea un experiment Bernoulli considerand rezultatele:
punctul apartine multimii A, sau complementarei. In acest caz probabil-
itatea p este chiar aria multimii A;,. Vom avea folosind cele de mai sus
P(‘W —p‘ < 5) >1- % >1- 4nl€2 (pq §%). Daca ne alegem
o marja de eroare € > ( si un prag 1 — ¢ de probabilitate putem determina
n astfel incat P (‘w — p‘ < 5) > 1—4. Practic aceasta Inseamna
ca generand la Intamplare n puncte in €2, numarand cate puncte apartin
multimii A4 si impartind la n probabilitatea ca sa obtinem aria p cu eroarea
acceptata este cat de mare am dorit.
O varianta a acestei metode se bazeaza pe legea de repartitie uniforma.
Daca X este uniform repartizata in (0, 1), atunci M [g (X)] = fol g (x)dz. Se
considera un gir (X,), de v.a independente si uniform repartizate pe (0, 1)
si se ataseaza sirul (Y3,), ,Y, = ¢ (X,,). Se aplica inegalitatea Cebisev ca mai
sus observand ca M [g (X)] € [0,1] sidecisi D [g(X)] = fol (g(x) — Mg (x)]))?dx €
[0,1] ugurand astfel estimarile. Practic, sirul (X,,),, modeleaza alegerea ”la
intdmplare” a unui gir de puncte in €2; cu marja de eroare admisa si cu
riscul (probabilistic) acceptat se determina n. Daca x4, x2, ..., 2, sunt puncte
obtinute (la intdmplare) se calculeaza g (z1),¢g (x2), ..., g (,) si media
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9@ Fg(@a) b 49@n) oot Tyats drept valoarea integralei (sau, echivalent, a

ariei de Cglculat).

Legea tare a numerelor mari. Fie (X,,), un gir de v.a pe campul
de probabilitate (€2, A, p). Spunem ca sirul tinde aproape sigur catre v.a X
dacd P{w; X, (w) nu tinde la X (w)} = 0. Deci sirul tinde punctual catre X
cu exceptia unui eveniment de probabilitate nula.

Fie X1, X, ..., X,,, ... un sir de v.ain L' la fel repartizate si independente
si i media lor comuna. In aceste conditii girul (W)n tinde aproape
sigur catre (v.a constantd) p (legea tare a numerelor mari). Nu vom
intra in amanunte privind demonstratia acestui rezultat. Adjectivul "tare”
se refera la faptul ca orice gir convergent aproape sigur este convergent in
probabilitate catre aceeasi limita (reciproca nefiind adevarata).

12.3 MF.12.3. Teorema limita centrala.

Convergenta in repartitie. Fie (2, A, P) un camp de probabilitate,
(Xy),, de v.a pe acest camp. Spunem ca sirul (X,,), converge in repartitie
catre v.a X daca girul functiilor de repartitie (FXx,, ), converge catre Fy in
fiecare punct de continuitate al functiei Fx ( deci daca x € R este un punct
in care functia Fx este continua, atunci F, (x) = F (z)).

Se poate arata ca daca girul (X,,), converge in probabilitate catre X,
atunci converge si in repartitie (catre X).

Exemplu. Fie a,, — a in R. Consideram v.a constante X,, = a,,, X = a.
Se arata cu usurinta ca sirul (X,,),, converge in repartitie catre X (aratati
acest fapt calculand functiile de repartitie corespunzatoare).

Exercitiu. Fie (0,,), un sir crescator o, > 0,Vn si 0,, = 0 € R. Fie
X, v.a N (0,0,) pentru orice n i X v.a N (0, 0) repartizata. Converge sirul
(Xn),, in repartitie catre X ?

Daca sirul (X,,),, converge in repartitie catre X rezulta, din definitie, ca
P (X, <z) = P(X <) in orice punct de continuitate a functiei Fx. De
aici rezulta ca pentru a < b si a,b sunt puncte de continuitate pentru Fly,
avem P (a < X, <b) = P(a < X <D).

Teorema limita centrala. Fie (X,,), un sir de v.ain L?, independente

si cu aceeasi repartitie pe (Q,A,P). Fie p = M [X1] = M[Xs] = ... ¢
02 =D[X1] = D[X3] = ... (¢ > 0). In aceste conditii:
: X1+ Xo+o At Xp— 2
pentru Vz € R nh_)rg(}P( Lt 2?\/% < :):) = ﬁ [, e 7 dt (teorema

limita centrala).

Cu alte cuvinte, daca notam S,, = X1+ Xo+...+X,, §1 S = X1+X2JgﬁX"7w
teorema limita centrala afirma ca sirul (S}};),  converge in repartitie catre o v.a
N (0,1) repartizata. S& remarcam ca M [S}] = 0si D [S;] = 1 pentru orice
n. Intuitiv putem interpreta v.a S, ca acumulare de efecte aleatoare inde-
pendente si la fel repartizate. Deducem din teorema si observatia care o pre-
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cede ca pentrua < b, nhﬁn;() P (a < X1+X2Jg‘\'/‘2X"_"" < b) = % I, efédt =
® (b)) — @ (a).

Nu vom demonstra legea numerelor mari (demonstratia necesita dez-
voltari care ies din cadrul acestui text).

Aplicarea teoremei limita centrala se face ”aproximéand” repartitia vari-
abilei S} cu repartitia normala N (0,1) (mai ales in cazul estimarii proba-
bilitatii unui eveniment fixat). Rezultate mai precise in acest sens se obtin
in cazul experimentului Bernoulli (si deci in cazul repartitiei binomiale). Sa
descriem, pe scurt, aceasta situatie. Fie (X)), un sgir de v.a independente
si ludnd doar doua valori: 1 cu probabilitatea 0 < p <1 si 0 cu probabili-
tatea ¢ = 1 — p. Asa cum am mai aratat, v.a S, = X1+ Xo + ... + X, are
o repartitie binomialad B (n,p). Teorema limita centrala aplicata in acest

2
<. : X1+ Xo+.. 4+ Xn—np _ 1 T -
caz da: (%) limy, 0 P( NG < m) = 7= f—ooe 2 dt (ream-

intim ca dispersia v.a X, este pq). Formula (%) poartd numele de teorema
DeMoivre-Laplace si este prima formulare a teoremei limita centrala. De-
ducem, ca mai sus, pentru a < b

2
(%) limp_e P (a < Xl”ﬁ%ﬁ‘”" < b) =L e~ Tdt = @ (b) —
® (a)

In cazul acesta se poate afirma mai mult: anume ca limita din (xx) este
uniforma In raport cu a,b. Fara sa intram in detalii privind exprimarea
precisa a acestui fapt, remarcam ca inlocuirea, pentru n suficient de mare

aP (a < X1+X2%X“7"p < b) cu ® (b) — ® (a) indiferent de a,b inseamna

ca se poate lucra "global” cu repartitia normala.

Exemplu. Folosind teorema Moivre-Laplace sa estimam probabilitatea
ca din 100 de aruncari ale unei monede sa apara stema de un numar de ori
cuprins intre 40 si 60. Pentru aceasta sa notam &, = W frecventa
relativa de aparitie a stemei (v.a X1, Xo, ..., Xj,... sunt independente si la fel
repartizate luand valoarea 1, in cazul aparitiei stemei cu probabilitatea p =
0,5 ). In cazul de fatd n = 100 i estimim P (0,4 < &, < 0,6). Aproximim

P (a < JE (& —0,5) < b)cuq>(b)—q>(a); resultia = /1% (0,4 - 0,5) =

—25ib =, /(%05 (0,6 — 0,5) = 2. Probabilitatea cautata va fi ® (2) — P (—2).
Din tabele rezulta @ (2) = 0,9772 iar & (-2) = 1 — ®(2). Deci ®(2) —
®(—2) =20 (2) — 1 = 0,9544.

Semnalam si un rezultat care priveste aproximarea probabilitatilor legii
binomiale cu valorile densitatii de repartitie a legii normale reduse. Pentru a
enunta acest rezultat si consideram repartitia binomiala B (n,p), 0 <p < 1
si sd notam p,, (k) probabilitatea ca o v.a B (n,p) repartizata sa ia valoarea
k (0 < k <n). Daca pentru € R notam (z) intregul cel mai apropiat de

x (cu o conventie oarecare cand sunt doi candidati) atunci
2

- 2 in plus ex-
( % %) JLH;O,/npq n (np + xy/npq) = 75=¢ 7 pentruz € R (in plus ex
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ista anumite precizari de uniformitate a convergentei asupra carora nu vom
insista.

Rezultatul obtinut se aplica pentru calculul aproximativ al probabilitatilor
pn (k). In adevir, scriem k = np + z/npq de unde z = ]f/ip si deci

L et ﬁf%
aproximatia probabilitatii p, (k) cu EvoTa

Exemplu. Sa calculam pe baza rezultatelor de mai sus pigo (55) pentru
L

e 2
p=0.5. Avem z = = 1 deci valoarea aproximativa este \/ﬁ5 =

0,484 (se poate verifica acuratetea aproximarii; cel putin trei zecimale ex-
acte).

55—50
5

12.4 MF.12.4. Functii caracteristice.

Desi nu vom utiliza in cele ce urmeaza functiile caracteristice ale v.a vom
prezenta, pe scurt, definitia si proprietatile principale ale acestora avand in
vedere importanta subiectului in teoria generala a probabilitatilor.

Fie (Q,A, P) un camp de probabilitate i A : @ - C, A =U +1iV o
functie cu valori complexe. Vom spune ca A este masurabilad daca functiile
reale U, V sunt masurabile; vom spune ci A este integrabila daca U,V € L' si
in acest caz vom pune [, AdP = [, UdP+i [, VdP. Proprietatile integralei
functiilor cu valori complexe se deduc cu ugurinta din proprietatile integralei
pentru v.a. Vom nota [, AdP = M [A]

Fie X o v.a. Pentru t € R functia w — e ; este
usor de vazut ca aceasta functie este integrabila (‘e | < 1 pentru orice
w € § etc). Se defineste functia caracteristica a v.a X ca integrala cu
parametru gx (t) = M [eitX ] In cazul unei v.a discrete care ia valorile z;, cu
probabilitatile pg (k parcurgand o multime finitd sau numarabila de indici)

tX(@) ya fi notatd X

it X (w

vom avea gx (t) = Z #kyy jar pentru o v.a continud de densitate f vom

avea gx (t) = [ em f (x) dx. Se vede legatura dintre functia caracteristica

si transformata Fourier.
2
t

Exemplu. Daca X este N (0,1) repartizata, atunci gx (t) = e~ 2 (a se
vedea un curs de transformare Fourier).
Proprietatile functiei caracteristice. Fie X o v.a si gx functia sa
caracteristica.
1) gx (0) =1, [gx ()] < 1.
2) gx este o functie uniform continua.
3) gax (t) = gx (at), Vt € R.
4) Daca X,Y sunt v.a independente, atunci gx1y = gxgy-
) Daca X are moment de ordin k£ > 1, atunci gx are derivata de ordinul
i aceasta este continua si gg() (0) ="M [X*].
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Primele patru proprietati sunt ugor de demonstrat si le propunem ca

exercitiu.
Exercitiu. V.a X este B (n,p) repartizata. Sa se determine functia sa

caracteristica si sa se regaseasca M [X] .
n

Solutie. Avem gx (t) = ZeitkCQ pkq" =" = (p ' 4+ q)". Avem gy (1) =
k=0
npie (p e + q)n_1 deci g/X (0) = inp si regasim M [X] = np.
Pentru acest capitol se recomanda lucrarile:[C.01] , [G.01] , [G.03] , [L.01] , [S.01].



Capitolul 13

MF.13. Lanturi Markov

Cuvinte cheie

Matrice de trecere, lant Markov, mers la intamplare, proces stochastic.

In prima sectiune se introduce notiunea de lant Markov, se stabilesc
cateva proprietati importante si se prezinta exemple. Nu se va intra in
probleme de amanunt scopul nostru fiind a familiariza pe student cu primii
pasi in aceasta importanta (atat teoretic cat i aplicativ) parte a studiului
probabilitatii. Cea de a doua sectiune va defini notiunea generala de proces
stochastic si o va ilustra cu citeva exemple.

13.1 MF.13.1. Lanturi Markov.

Pentru o mai buna intelegere a celor ce urmeaza vom incepe prin a
introduce notiunea de sistem dinamic determinist, in timp discret. Fie
S o multime nevida si f : S — S o functie. Perechea (S, f) se numeste sistem
dinamic (determinist). Pentru a explica aceasta terminologie sa consideram
timpul (discret) ca fiind multimea N a numerelor naturale (momentele de
timp) si sd notam, pentru n € N; f* = idg dacan =0si fo fo..o f,n
termeni In rest. Interpretam S ca multimea de stari a unui ”sistem” iar
functia f astfel: daca sistemul se gaseste la momentul n in starea s atunci, la
momentul n 4 1 se va gasi in starea f (s). Observam ca starea la momentul
n + 1 depinde doar de starea la momentul n si nu de intregul ”trecut”.
Dandu-se o conditie initiala sy (la momentul 0) atunci se obtine o evolutie
prin aplicarea iterata a functiei f: so, f (s0), f2 (s0)...f™ (s0) ... Evolutia
este determinista pentru ca starea la momentul n+1 este univoc determinata
de starea la momentul n (si evident de f) si tranzitia de la un moment la altul
nu depinde de timp (sistemul este autonom). In ciuda acestui cadru foarte
simplu se pot observa fenomene foarte interesante in studiul traiectoriilor
(in sens clar) sistemelor deterministe. Asfel un fenomen foarte mult studiat

184
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in ultima vreme este haosul in sisteme deterministe (intuitiv, o sensibila
dependenta a traiectoriilor de conditiile initiale); deja un caz aparent simplu
ca S =1[0,1] si f(z) =42 (1 — ) prezinta acest fenomen. Nu vom intra in
amanunte (pentru cei interesati, se poate consulta cartea Robert L. Dewaney
” An introduction to Chaotic Dynamical Systems” Addison-Wesley 1987).

Exista situatii cand tranzitia de la o stare la alta nu este determinata
cu precizie ci rezultd din starea prezenta si din rezultatul unui fenomen
(experiment) aleator (ca de exemplu aruncarea unui zar). Astfel, cunoscand
starea prezenta, starea viitoare este determinata doar probabilistic adica se
cunosc probabilitatile de trecere din starea prezenta in fiecare dintre stéarile
posibile. Un model al acestei situatii este oferit de notiunea de lant Markov
si in general de notiunea de proces stochastic. Vom incepe prin a defini
lantul Markov iar la sfarsitul acestui capitol vom defini si ilustra notiunea
de proces stochastic.

Lant Markov. Vom reprezenta timpul discret ca multimea N a nu-
merelor naturale numite gi momente; astfel 0 este momentul initial etc. Fie
S o multime finita nevida ale carei elemente vor fi numite stari. Vom
fixa o numerotare a starilor si vom identifica starile cu numerele respec-
tive; astfel functiile cu valori in S vor fi considerate cu valori numere (si deci
variabile aleatoare cand vor fi definite pe campuri de probabilitate) si vom
putea lucra cu matrice cu indici in multimea starilor). Vom nota generic
starile prin i, j... sau 4,.. unde rolul indicelui este de a preciza un anume
moment de timp (astfel i,, este un numar (reprezentand o stare) considerat
la momentul n € N). Vom considera o repartitie de probabilitate pe S,

p=®{)es, 0 <p@i) <1,> p(i) = 1siomatrice IT = (p(i,5)); jes
i
astfel ncat 0 < p(i,j) < 1,Zp (i,7) = 1,Vi € S (o astfel de matrice se

numeste matrice stochasticél, elementele matricei sunt > 0 gi suma ele-
mentelor de pe fiecare linie este 1). Un lant Markov omogen finit cu
spatiul starilor S, probabilitatile initiale p (i) si matricea de trecere II
este un sir (X5, ),y de v.a definite pe un acelasi camp de probabilitate si cu
valori in S astfel Incat:

a) P(Xo=1)=p(i),i€S.

b) P(Xni1 =tnt1 | Xn =tn, Xn—1 = in-1,..., X0 = ip) =
=P (Xnt1 =tnt1 | Xn =1n) = p(in,int1),Vn §i Vi, .oy in—1,i, € S (daca
prima probabilitate este definita).

Conditia a) spune ca starea initiala este cunoscutd, in general, doar
probabilistic: probabilitatea ca starea initiala sa fie i este p (7).

Conditia b) spune ca pentru determinarea probabilitatilor starilor la mo-
mentul n + 1 este nevoie doar de cunoagterea starii la momentul n si nu de
intreg trecutul (intreaga evolutie pana la momentul n) si aceste probabilitati
sunt date de matricea de trecere (se explica astfel necesitatea ca matricea
IT sa fie stochastica). Prima egalitate din b) se numeste proprietatea
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Markov. Adjectivul ”finit” se refera la finitudinea spatiului starilor iar ad-
jectivul ”omogen” se refera la faptul ca, in ciuda notatiei putin ambigua de
la b), probabilitatile de trecere nu depind de momentul trecerii (la sisteme
deterministe am numit autonomie o asemenea proprietate). Deoarece nu
vom considera decat lanturi Markov omogene finite vom omite adjectivele
”omogen” si ”finit”.

Se poate arata ca date S, p, Il exista un camp de probabilitate si un sir
de v.a indeplinind conditiile a),b). Nu intram in detalii.

Exemplu 1. Vom considera un gir de persoane astfel incat persoana n
poate comunica persoanei n + 1 doar doua mesaje numerotate 1,2. Prima
persoana din gir primeste mesajele 1 cu probabilitatea p (1) si 2 cu proba-
bilitatea p (2), p (1) + p(2) = 1. Daca o persoana primeste mesajul i = 1,2
atunci va comunica acelasi mesaj cu probabilitatea 1— p si celalalt mesaj cu
probabiliatea p. Evident, aceste date permit definirea unui lant Markov cu
s=2hr= e sn=( PP

Exercitiu. Descrieti cel mai general lant Markov cu doua stari.

Exemplu 2. Fie o "particula” care poate ocupa pozitiile 0,1, ...,1 pe
dreapta realda. Vom lua S = {0,1,...,1} si fie p o repartitie pe S. Daca
particula se afla in pozitia i € {1,2, ..., — 1} atunci in momentul urmator se
va afla in pozitia i+ 1 cu probabilitatea p si in pozitia i — 1 cu probabilitatea
1 —p (trecerea in alte stari este deci de probabilitate 0). Daca i = 0 trecerea
se face, cu probabilitate 1 in starea 1 i daca ¢ = [ trecerea se face cu
probabilitate 1 in [ — 1 (pozitiile 0,1 sunt pozitiile frontiera si conditia pusa
se exprima prin ”frontiere reflectante”). Astfel matricea II este data de
p(i,i+1) =ppGi,i—1) =1—pp(i,7) =0,i #i—1,i+ 1 pentru i €
{1,2,..,1 = 1}si p(0,1) = 1,p(0,5) = 0,5 # 1sip(l,l—1) = 1,p(l,j) =
0,7 # I — 1. Se obtine un lant Markov numit mers la intamplare (cu
frontiere reflectante).

Exercitiu (un model de difuzie). Se considera doua urne, prima continand
initial [ bile albe iar cea de a doua [ bile negre. Se extrage, la intamplare
cate o bila din fiecare urna si bila extrasa dintr-o urna se pune in cealalta.
Se continua indefinit. Considerand ca multime a starilor numarul de bile
albe din urna care contine initial doar bile albe descrieti procesul ca un lant
Markov. Gandind bilele ca un model pentru molecule lantul Markov obtinut
poate fi considerat ca un model de difuzie.

Repartitia comuna. Revenind la teoria generala a lanturilor Markov sa
observam ca, din definitia lantului va rezulta posibilitatea estimarii repartitiei
comune a v.a Xg, X1, ..., X, pentru orice n > 0. Astfel avem:

(*) P (Xo = io, X1 = il, ceey Xn,1 = infl, Xn = Zn) =D (’io)p (io, il)p (’il, ig) ...p (infl, Zn)

Sa demonstram aceasta relatie prin inductie . Pentru n = 1 avem
P(XO = io,Xl = il) = P(XO = ’Lo)P(Xl = il ’ XO = io) = p(’io)p(io,il).
Presupunénd relatia adevarata pentru n vom avea
P(Xo =10, X1 =11, X1 = tn—1,Xn = in, Xpp1 = iny1) =
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=P (Xo=1i0,X1 =01, Xno1 = in—1,Xn = in)"

P (Xni1 = ins1 | Xo =0, X1 = i1, .., X = i) =

= P (Xo =10, X1 = i1y, X1 = in—1, X = in) P (Xpi1 = ins1 | Xn = in) =
p (i0) p (i0,71) p (i1,92) -..p (in—1,n) P (in,int+1) (remarcam folosirea esentiala

a proprietatii Markov).

Ecuatia (relatia) Chapman-Kolmogorov. Vom considera un lant
Markov si vom defini probabilitatile de trecere in n pagi astfel: punem
p(0,4,5) =0 (4,7),4,7 € S (reamintim ca 6 (i,5) = 1,i = j 51 6 (i,5) = 0,7 #
J)sip(ni,j) = P(Xmgn=7|Xm=1),i,7 € SVm € N (independenta
de m este o consecinta a omogenitatii). Remarcam ca p(1,4,j) = p(i,5)
deci matricea (p (1,4,4)); ;g = II. Avem p(2,i,§) = Y p(i,k)p(k, j) deci

k

matricea (p (2,1, 7)); jes = 112 si mai general (p (n,4,5)); jes = II" (pentru
n = 0 avem matricea unitate, prin definitie). In acest mod teoria lanturilor
Markov devine studiul matricelor stochastice problemele fiind cele ridicate
de comportarea dinamica a lantului. Din relatia cunoscuta II™+" = IT™II"
se deduce relatia Chapman-Kolmogorov:

(o) p(m+mn,i,5) => p(m,i,k)p(nk,j),i,j€S.
k

Exercitiu. Sa se demonstreze cap (n,i,j) = Z p(i,i1) p (i1,12) «..p (in-1,7),
D1 yeeyin—1
n > 2.
Vom arata ca P (X,, = j) = (pIlI"); unde matricea probabilitatilor initiale
p este de tip 1 x cardS (cardS este numarul starilor). In adeviir daci
n =0, II° este matricea unitate deci rezultatul este clar. Dacid n = 1 avem

P(Xl:j):ZP(XO:i,Xl:j)=ZP<X0:z’)P(X1:j!Xo:i)=

= Zp (@) p(i,3) = (le)j. Acelasi rationament pentru cazul n > 1

i
tinand cont ca matricea de trecere in n pasi este I1".
Exemplu 3. Sa ne intoarcem la exemplul 1 si sa luam 0 < p <1. Se

o - 11 1 -1
aratd usor prin inductie ca: 211" = < 11 >+(1 —2p)" ( 11 > ,n >
1 (in fapt formula apare ca o consecinta a unei proprietati a valorilor proprii
ale matricei II dar nu insistam; pentru cei interesati este vorba de descom-

punerea spectrala a matricei II). Se observa cu usurintd ca limita sirului

11
de matrice II" cand n — oo este matricea ( 7 3 )(limita se face pe ele-
2 2

mente). Interpretarea acestui rezultat este ca, indiferent de probabilitatea de
pornire, pentru n mare probabilitatile de transmitere a celor doua mesaje
tind sa se egalizeze. Avem un exemplu de probleméa care se pune pentru
lanturile Markov: studiul comportarii asimptotice a evolutiei dinamice.
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13.2 MF.13.2. Procese stochastice.

Fie (Q, A, P) un camp de probabilitate si 7' o multime (ordonata) care
are in general semnificatia de ”"timp”. Vom nota £ multimea v.a definite pe
Q. Un proces stochastic in timp 7" este o functie X : T — £. Deci pentru
fiecare t € T, X (t) : 2 — R este o v.a (atentie la notatie, X nu este o v.a ci
o familie de variabile aleatoare). Sa remarcam ca a da X este echivalent cu a
da o functie £ : QxT — R, X (t) (w) = £ (w, t). Astfel din functia &, fixand ¢
obtinem v.a X (¢) iar fixand w € Q obtinem o functie £ (w, ) ;7 — R numita
traiectorie a procesului stochastic respectiv. V.a X (t) reprezinta starea
procesului la momentul ¢, stare cunoscuta doar probabilistic. In general
pentru multimea 7" se ia fie N fie un interval al dreptei reale R (cel mai des
[0,00) sau (—o0,00)). In primul caz vorbim de procese in timp discret
iar in cel de al doilea de procese in timp continuu. Avem exemple de
procese in timp discret: un sir de variabile aleatoare si, in particular, un
lant, Markov. In cazul T = N se utilizeazi notatia tipica pentru siruri X,
pentru X (n). Scopul nostru este si dam cateva exemple importante fara a
intra in detalii privind teoria generala a proceselor stochastice.

Exemplul 1 (zgomot alb). Fie procesul X = (Xj),y astfel incat
v.a X, sunt N (0,1) repartizate si independente. Un asemenea proces se
numeste zgomot alb.

Exemplul 2 (mers la intamplare). Fie (X,,), cy un sir de v.a inde-
pendente. Procesul S = (S,),, unde S,, = Xo + X + ... + X,, se numeste
mers la intamplare (un exemplu a fost studiat la lanturi Markov).

Exemplul 3. Orice lant Markov este un proces stochastic.

Exemplul 4. Fie A, B doua v.a. Procesul stochastic in timp continuu
X (t) = Acos2nvt+ Bsin 2nvt unde v este fixat reprezinta o miscare oscila-
torie cu pozitie i viteza initiald aleatoare (exercitiu: care sunt traiectoriile
acestui proces?).

Inainte de a da urmatorul exemplu sa definim notiunea de proces stochas-
tic cu cresteri independente: un proces t — X (t),t € [0,00) se zice cu
cresteri independente daca pentru orice n natural gi orice t1 < t3 < ... <
tn via X (t1),X (t2) — X (t1), ..., X (tn) — X (t,—1) sunt independente.

Exemplul 5 (miscare browniana). Un proces stochastict — B (t),t €
[0,00) se numeste migcare browniana (standard) daca:

-B(0)=0

- dacd 0 < s < t atunci v.a B (t) — B (s) este N (0,1/f — s) repartizata
(deci dispersia este 0 =t — s)

- traiectoriile sunt functii continue.

- procesul este cu cresteri independente.

Intuitiv B (t) este pozitia la momentul ¢ a unei particule in migcare
browniani. Intre doud momente de timp migcarea particulei este rezultatul
unui mare numar de ciocniri aleatoare deci conform teoremei limita centrala
deplasarea poate fi gandita ca normal repartizata etc.



13.2. MF.13.2. PROCESE STOCHASTICE. 189

Exemplul 6 (proces Poisson). Un proces stochastic t — N (t),t €
[0, 00) este un proces Poisson daca:

-N(0)=0

- procesul este cu cresteri independente.

- 3X > 0 astfel incat daca 0 < s < t atunci v.a N (t) — N (s) urmeaza o
lege Poisson de parametru A (t — s).

Reamintim ca ultima conditie inseamna ca v.a N (t) — N (s) ia valori
numere naturale si P (N (t) — N (s) = k) = We_’\(“s), k € N. In par-
ticular rezultd ca N (t),t > 0 este Poisson repartizata de parametru At.

Intuitia este ca un proces Poisson "numara” aparitiile unui eveniment
aleator in timp. De exemplu: sosirile la o statie de servicii (in teoria co-
zilor de agteptare), ofertele de serviciu, defectarea unor aparate, emisia de
particule radioactive etc.

Este util sa facem cateva calcule privind un proces Poisson.

Astfel P(N (1) =0) = e~ deci e este probabilitatea ca in unitatea de
timp sa nu aibd loc nici un eveniment. Avem P (N (t) =1) = e M =
At(1 — At + % —...) = A+ o(t) (adica %1_1%@ = 0) deci probabilitatea
de aparitie a unui eveniment intr-un interval de durata t este proportionala
cu t si aproximarea este cu atat mai bunad cu cat ¢ este mai mic. Mai
departe avem P (N (1) >2) = 1 — e M — Me ™™ = @ + 0 (t?) de unde
lim 2V (022)

t—0
mult de un eveniment intr-un interval de lungime ¢ este neglijabila.

Fie T v.a”durata dintre doua evenimente succesive”. Avem P (T >t) =
P(N(t)=0) = e Msideci P(T<t) =1—e* Sededuce ca T este
exponential repartizata deci fara memorie.

In finalul acestui capitol doua definitii:

Media unui proces stochastic. Daca t — X (t) este un proces astfel
incat X () € L' pentru orice ¢ atunci functia ¢ — M [X (¢)] se numeste me-
dia procesului respectiv.

Functia de (auto)corelatie. Daca t — X (t) este un proces
stochastic astfel incat X (t) € L? pentru orice t atunci functia (t,s)
cov [X (t), X (s)] se numeste functia de (auto)corelatie a procesului.

Pentru acest capitol se recomanda lucrarile:[G.01], [1.02], [P.01], [M.02], [N.01].

= (0. Rezulta ca pentru t "mic” probabilitatea de a avea mai



Capitolul 14

MF.14. Statistica
Matematica

Cuvinte cheie

Selectie, repartitie empirica, momente de selectie, estimarea parametrilor,
intervale de incredere, verificarea ipotezelor statistice, testul x2.

14.1 MF.14.1. Selectie, repartitie empirica, mo-
mente de selectie.

In [E.01] gisim urmitoarea definitie a Statisticii Matematice: ”Dis-
ciplind matematica consacrata elaborarii notiunilor si metodelor specifice
studiului statistic al fenomenelor de masa”. Se specifica apoi ca Statistica
Matematica este bazata pe Teoria Probabilitatilor. Mai precis citam; ” Sta-
tistica Matematica se ocupa cu gruparea, interpretarea si analiza datelor
referitoare la anumite fenomene precum gi cu unele previziuni privind pro-
ducerea lor in viitor”.

Un exemplu tipic 1l constituie situatia in care trebuie obtinute informatii
asupra unei multimi (finite) numeroase de obiecte (sau persoane) fara a
avea posibilitatea examinarii exhaustive a elementelor multimii (analiza de
tip recensamant); in acest caz se extrage (aleator) un esantion din multimea
respectiva, se examineaza si se trag concluzii (cu caracter probabilist) asupra
intregii multimi. Alegerea esantionului trebuie sa indeplineasca anumite
conditii pentru ca rezultatele obtinute sa fie acceptabile (in marja de eroare
cat mai mica etc).

Terminologia utilizata in situatia de mai sus este:

Populatie (statistica) - multimea asupra careia se efectueaza studiul in
cauza (termenul ”populatie” nu se refera neaparat la persoane).

190
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Caracteristica - proprietatea studiata de statistician (de exemplu ”varsta”,
”venitul”, ”optiunea politica”, ”durata de functionare fara reparatie a unui
tip de aparat de serie” etc).

Inferenta statistica - tragerea de concluzii cu caracter probabilist
asupra Intregii populatii (in studiu) din examinarea unui esantion din populatia
respectiva si justificarea acestor concluzii.

Selectie - operatia de extragere a unui esantion dintr-o populatie statis-
tica.

Volumul unei selectii - numarul de elemente al esantionului.

Sondaj - prelevarea unui esantion.

In general vom presupune ca selectia se face prin reintroducere, adica
dupa extragerea unui element oarecare (gi examinarea sa) acesta este rein-
trodus in populatie inainte de urmatoarea extragere. Vom presupune, de
asemenea ca elementele au sanse egale de a fi selectate (egal probabilitate
la selectie). Volumul selectiei se stabilegte conform preciziei dorite in deter-
minarea caracteristicii studiate.

Din punct de vedere matematic orice caracteristica va fi asimilatd unei
variabile aleatoare (v.a).

Selectie de volum n. Vom numi selectie de volum n asupra v.a X
(care modeleaza o caracteristicd anume) un vector aleator n-dimensional
(X1, Xo,...,X,,) ale carui componente sunt la fel repartizate ca X si sunt
independente. Daca notam (2, A, P) campul de probabilitate pe care sunt
definite v.a X1, Xo, ..., X,, atunci pentru w € ) avem o realizare a selectiei
(X1 (w), X2 (w), ..., Xn (w)) € R (adica valorile observate prin analiza unui
esantion).

Trebuie remarcat ca notiunea de selectie reprezinta modelul matematic
al ideii intuitive de extrageri (succesive) la intamplare si independent a unor
elemente dintr-o populatie in vederea studiului unei caracteristici asimilate
unei v.a.

Exemplu. O populatie are elemente de doua ”tipuri” a si b (de pilda,
o urna are doar bile albe si bile negre sau un lot de conserve are con-
serve acceptabile gi conserve neacceptabile etc). Consideram v.a X care
ia valoarea 1 pe elementele de tip a si valoarea 0 pe elementele de tip b.
O selectie de volum n asupra v.a X este un vector aleator n-dimensional
(X1, X2, ..., X;,) ale carui componente sunt independente si la fel repartizate
ca X. Aceasta modeleaza extragerile aleatoare gi independente cu reintro-
ducere din populatia respectiva. Inci nu avem o ”problema” pe care sa o
rezolve Statistica; problema apare imediat ce presupunem, spre exemplu,
ca repartitia v.a X este necunoscuta si dorim s-o determinam analizand un
esantion (o realizare a selectiei) . Vom reveni asupra acestei chestiuni.

Functie de repartitie empirica. Fie (X, Xy,..., X,,) o selectie de
volum n asupra v.a X . Definim functia de repartitie empirica a
selectiei (X1, X2,...,X,,) ca o functie de doua variabile F,, : R x Q@ —
R, F, (z,w) = Lcard{i; X; (w) < z} (cardM este notatia pentru numarul de
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elemente al multimii finite M, card() = 0).

Pentru o mai buna intelegere a functiei de repartitie empirica sa ob-
servam ca pentru w € ) se considera realizarea (X; (w), X2 (w), ..., Xy, (w))
si apoi pentru fiecare x € R se considera frecventa relativa a apartenentei
componentelor la intervalul (—oo, z).

Sa consideram campul de probabilitate determinat de multimea {1,2,...,n}
o-algebra tuturor partilor si egal probabilitate. O v.a Y pe acest camp
poate fi privitd ca un vector in R", fie acesta (y1,¥2,...,¥,) (unde y; =
Y (i),i = 1,2,...,n). Sa determinam functia de repartitie a v.a Y: vom
avea Fy (z) = P(Y <z) = 2card{i:y; < 2} (un simplu exercitiu asupra
functiilor de repartitie).

Am prezentat aceasta situatie pentru a intelege mai bine natura functiei
de repartitie empirica: anume, pentru w € () fixat putem interpreta re-
alizarea (X1 (w), X2 (w), ..., Xp (w)) ca o v.a pe {1,2,...,n} etc. Rezulta ca
pentru w € € fixat functia = — F,, (x,w) este o functie de repartitie.

Sa studiem natura functiei de repartitie empirica pentru x € R fixat.
Pentru aceasta sa notam A = (X < x) si U v.a care ia valoarea 1 pe A gi val-
oarea 0 in rest. Selectia (X1, Xs, ..., X},) induce o selectie de volum n asupra
v.a (Uy,Us,...,Upy). Sa remarcam ca F, (z,w) = Ul(w)+U2(“;L)+"'+U”(w). Deci,
pentru fiecare x € R functia w — F), (z,w) este o v.a.

In acest mod am stabilit ci functia de repartitie empirica este ”functie
de repartitie in = i v.a In w”.

Fie X o v.asi (X,), un sir de v.a independente si la fel repartizate ca
X. In mod evident, pentru fiecare n sirul induce o selectie (X1, Xo, ..., Xp)
de volum n asupra v.a X. Fie (F},), sirul de functii de repartitii empirice
asociat.

Pentru fiecare = € Rsirul (F), (z,)), converge in probabilitate
catre functia de repartitie F'(z) (F este functia de repartitie a v.a X).

Pentru demonstratie este suficient sa aplicam legea numerelor mari pen-
tru v.a U ( a se vedea notatia de mai sus).

Aplicand legea tare a numerelor mari rezulta convergenta aproape sigura
in rezultatul precedent.

Ca o observatie importanta trebuie remarcat ca existda un rezultat (teo-
rema Glivenko-Cantelli) care arata ca, in situatiile de mai sus, convergenta
este chiar uniforma in raport cu x € R ceea ce intireste considerabil afirmatiile
privind convergenta sirului de functii de repartitie empirica la functia de
repartitie a caracteristicii. Valoarea practica a rezultatului este clara: se
poate determina, aproximativ, repartitia v.a X utilizand esantioane si cal-
culand repartitia empirica respectiva.

Accentuam ca cele expuse se bazeaza esential pe legea numerelor mari
(intr-o forma sau alta).

Momente de selectie. Fie (X1, Xy, ..., X;,) o selectie de volum n asupra
v.a X. Vom defini doar doua momente de selectie ale v.a X:
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Media de selectie. Definim media de selectie (n fixat) a v.a X ca
fiind v.a X,, = w Avem daci X € L' (reamintim c& aceasta
notatie inseamna ca v.a X are medie):

M (X, = L (M [X1]+ M [Xo] + ... + M [X,)]) = M [X]

gi dacid X € L? ( X are moment de ordin 2) atunci
D[X,] =5 (D[X1]+ D[Xo] + ...+ D[X,]) = 1D [X]

Fie acum un sir (X,),, de v.a independente si la fel repartizate ca X.
Rezulta definit girul (Tn)n al mediilor de selectie corespunzatoare. Aplicand
legea numerelor mari deducem ca sirul (Tn)n tinde in probabilitate catre
M [X]. Vom relua acest rezultat mai jos in legatura cu estimarea parametrilor:

daca consideram o realizare (X1 (w), X2 (w), ..., X (w)), pentru n suficient
X1 (w)+Xo(w)+...4+Xp (w)

de mare, atunci numarul constituie o "buna” aproxi-
mare pentru M [X] (estimeaza in sensul convergentei in probabilitate media
v.a X).

Se obseva ca D [X—n] — 0.

Dispersia de selectie. Definim dispersia de selectie (n fixat)

n
S2 = %Z (X, — Tn)z Avem (pentru X € L?):
i=1
_ . 2
MISZ = M[ASX?-2X, S X+ %] = M[LEx?-X)] =
M [X?% - M [X7n2] Un calcul analog aratd ca M [X7n2] =1Mx? +

=M [X 1? si deci, in definitiv
M [S3] = M (X2 I (X3 M (K] = o (0 [X2) 0 [XP) =
2=l p X

n

S& consideram si S,2 = ﬁz (Xi - Xn)z; rezulta M [S;ﬂ = D[X].
Din punct de vedere al estimériiZ dlispersiei cu ajutorul dispersiei de selectie
5;2 are avantajul ca media acestei v.a este chiar dispersia (de estimat). Vom
discuta acest aspect in sectiunea urmatoare. Se vede ca, pentru n suficient
de mare S2 si S, sunt foarte apropiate.

Fie acum un sir (X,,),, de v.a independente si la fel repartizate ca X si
(S%)n girul corespunzator al dispersiilor de selectie. Din legea numerelor

n
mari rezultd ca sirul <7{LZX12> tinde in probabilitate (chiar aproape
i=1 n

-2
sigur) catre M [X 2] iar girul (X n) tinde in probabilitate (chiar aproape

n

n 2

sigur) catre M[X]Q. Avem S2 = %Z <Xi At Xot At n) _
n

i=1

1 —
= g X2 - X, deci sirul (S7), converge in probabilitate (aproape sigur)
n

i=1

citre M [X?] — M [X ] = D[X]. Acest rezultat este important din acelasi
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motiv ca la media de selectie: realizarile selectiei aproximeaza dispersia v.a

X.

14.2 MF.14.2. Estimarea parametrilor. Estimatii
punctuale.

Vom relua o problema care a mai fost discutata mai sus (sectiunea prece-
dentd, exemplu) si sub forma unui exercitiu la capitolul ”Legea numerelor
mari”. Intr-o urnd sunt bile albe si bile negre si ne propunem ca printr-un
sir de extrageri independente, cu reintroducere, sa estimam, cu o precizie
dorita, proportia de bile albe (in ipoteza ca avem egal probabilitate la ex-
tragerea unei bile). Consideram v.a X care ia valoarea 1 pe bilele albe si
valoarea 0 pe cele negre. Atunci proportia pe care o ciutam este egala cu
probabilitatea p de a extrage o bila alba si egala cu media v.a X. Se stie
din cele de mai sus ca sirul (Tn)n tinde in probabilitate catre p. Mai precis
avem pentru, € > 0, P (|X7n — p‘ < 8) >1- ﬁ. Alegéand o abatere admisi-
bila € si probabilitate 1 — « suficient de apropiata de 1 vom putea determina
n astfel Incat 1 — 411152 > 1 — «. Vom efectua n extrageri si fie 1, x2, ..., Ty
rezultatele obtinute. Atunci vom lua pentru p valoarea W stiind
ca suntem in limitele abaterii acceptate cu o mare probabilitate. Avem un
exemplu de utilizare a unei selectii pentru a estima un parametru legat de o
v.a (anume media acesteia dar, in acest caz, un parametru care determina
complet repartitia acestei v.a). Reformuland putem considera ca avem un
model matematic al unei experiente aleatoare sub forma unei v.a al carui
”tip” se cunoaste dar determinarea concreta a acestei v.a necesita estimarea
unui parametru.

In fond, dupa aceasta discutie tehnica bazata pe notiuni matematice
delicate si pe rezultate fundamentale (legea numerelor mari) raméne un ”al-
goritm” simplu pentru estimarea mediei unei v.a: se considera o realizare
a unei selectii de volum suficient de mare iar apoi se face media aritmetica
a valorilor obtinute. De exemplu intereseaza venitul mediu anual al unei
populatii (un oras o regiune etc). Se face un sondaj de volum convenabil si
se face media valorilor obtinute. Desigur sunt probleme importante privind
volumul sondajului, pragul de eroare fixat, alegerea cat mai variata a indi-
vizilor interogati etc, dar acestea sunt chestiuni pe care nu le discutam in
acest curs (asupra volumului selectiei am discutat chiar mai sus).

Sa mai consideram un exemplu de estimare a unor parametri. Sa pre-
supunem ca se incearca determinarea unei valori numerice (de exemplu o
constanta fizica) p prin masuratori repetate afectate de erori aleatoare. Daca
notam X v.a a rezultatelor masuratorilor atunci putem propune, ca model
teoretic al fenomenului de masurare, X = p + £ unde £ este v.a a erorilor
de masurare pe care o presupunem independenta de p. Presupunand ca
erorile de masurare la diferite masuratori sunt independente si la fel repar-
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tizate o ipoteza clasica afirma ca v.a € este N (0, 0) repartizata. Rezulta ca
v.a X este N (u,0) repartizata. Fie xy,xo, ..., x, o realizare a unei selectii
X; =pu+&,i=12,..,n asupra v.a X. Valorile estimate pentru pu si o>

- Tttt a )
. 1+ 22+ ...
vor fi Ztatetin pegpectiv L g <:c2 - "> (a se vedea
n
i=1

dispersia de selectie). Se noteaza x, = w si valoarea estimata

n
pentru dispersie se scrie mai simplu %Z (x; — jcn)Q .
i=1
Vom formaliza procesul de estimare a parametrilor dupa cum urmeaza:
Fie (X1, X2,..., X;,) o selectie de volum n asupra v.a X , u, : R® - R
o functie continua (mai general o functie masurabild) si u, (X1, Xo, ..., X3)
functia compusa corespunzatoare (care este o v.a). Vom numi v.a u, (X1, Xo, ..., Xp,)
o statistica (n-statistica) sau estimator. De exemplu fie u,, (1, x2, ..., x,) =
W = &p,. Fie acum (X,,), un sir de v.a independente si la fel repar-
tizate ca X si o familie de functii continue u, : R — R, n > 1. Atunci sirul
de statistici u, (X1, X2, ..., Xn),n > 1 este o estimatie (proces de estimare).
Sa remarcam ca a da o familie de functii u, : R® — R,n > 1 revine la
a da o functie U : nglR" — R, functiile u,, fiind restrictiile functiei U la

R™; in acest mod putem scrie mai compact procesul de estimare dar nu mai
insistam.

Fie acum 6 un parametru "legat” de v.a X (un parametru de care depinde
repartitia v.a X etc) si o estimatie ca mai sus.

Estimatie consistentd. Spunem ca estimatia este consistenta (in
raport cu 6) daca sirul (u, (X1, X, ..., X;)),, tinde in probabilitate catre 6.
In acest caz este justificat sa vorbim de o estimare a parametrului 6. In
discutia de mai sus s-a aratat ca sirul (Yn)n tinde in probabilitate catre
M [X] deci avem o estimare (consistenta) a mediei v.a X. Analog cu sirul
(5721)” pentru estimarea dispersiei.

Estimatie nedeplasatda. O estimatie a parametrului 6 este nede-
plasata daca M [uy, (X1, X9, ..., X,,)] = 0 pentru orice n > 1. In acest sens
asa cum s-a ardtat mai sus M [X,] = M [X],n > 1. Pe de altd parte s-a
aratat ca M [S%] = "T_ID [X] deci nu avem o estimatie nedeplasata; acesta

n
: v o —\ 2
este motivul pentru care se considers si estimatia 3,2 = n—il E (Xi — Xn)
i=1

cu M [S;f} = D[X],n > 1. Intuitiv notiunea de "nedeplasatd” se leaga de
lipsa erorilor sistematice (bias).

Verosimilitate. Sa presupunem ca repartitia unei v.a X depinde de un
parametru # necunoscut si care trebuie estimat. De exemplu, in cazul v.a dis-
crete repartitia de probabilitate este p (z, ) iar in cazul continuu densitatea
de repartitie este f (z,6). O selectie (X1, Xo,...,X,) de volum n asupra
v.a X va avea repartitia comuna p (z1,z2,...,Tn,0) = p(x1,0) p(x2,0) ...
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p(2n,0) in cazul discret si f (x1,z2,...,2n,0) = f(x1,0) f (22,0) ...f (2, 0)
in cazul continuu. Vom folosi notatia L (x1,x2,...,x,,0) pentru ambele
cazuri si vom numi aceastd functie functia de verosimilitate a selectiei.
Daca exista o functie (z1,x2, ..., Tyn) — u (21, X2, ..., T, ) astfel incat
L(x1, 9, ....xn,u (21,29, ....,2,)) > L(x1,22,...,2,,0) pentru orice 6 (din
intervalul de variatie al parametrului) atunci numim estimatorul (statistica)
u (Xy, Xo, ..., X;,) se numeste estimator de verosimilitate maxima.
Exemplu. Fie X v.a discreta care ia valoarea 1 cu probabilitatea 6
si valoarea 0 cu probabilitatea 1 — 0 , § € (0,1). In acest caz p(z,0) =
0°(1—0)" " cux=0sauz=1gi0e(0,1). Rezultd p (1, xo,...,z,,0) =
62 7i(1 — §)"~ X%, Pentru a maximiza aceastd functie in raport cu 6 ob-
servam ca putem maximiza logaritmul functiei, cu acelagi rezultat. Avem
Inp (1,29, ... 2pn,0) = O_zi) InO+ (n— > x;)In(1 —60). Anuland derivata
obtinem u (z1,x2, ..., zy) = W care se verifica ugor a fi maximul

cautat. Rezulta estimatorul de verosimilitate maxima u (X1, Xo, ..., Xp) =

X1+ Xo+..+Xn
- .

14.3 MF.14.3. Estimare prin intervale de incredere.

Vom considera o familie de repartitii depinzand de un parametru 6 €
© unde © este un interval (deschis, nevid) in R, (de exemplu o functie
F : R x ©® — R, presupusa continua (ca functie de doua variabile reale) si
astfel incat, pentru fiecare § € © functia F'(,6) : R — R sa fie o functie
de repartitie sau analog cu densitati de repartitie). Fie 6y € © o valoare
adevarata, presupusa necunoscuta, si X o v.a cu repartitia corespunzatoare.
Vom fixa a € (0,1) numit coeficient de incredere si vom ardta cum se
poate asocia, unei selectii (X1, Xo, ..., X;,) asupra v.a X, un interval aleator
care contine parametrul 6y cu probabilitatea «. Acest interval va fi numit
interval de incredere 100%«a pentru determinarea valorii 6y. Sensul ter-
menului ”interval aleator” este: extremitatile @, @ ale intervalului sunt v.a si
deci pentru fiecare w € Q (campul de probabilitate pe care lucram) avem un
interval (6 (w),6 (w)) € R. Sensul afirmatiei ”interval aleator (¢,6) contine
parametrul 6y cu probabilitatea o” este {w: 6y € (6 (w),0(w))} este un
eveniment de probabilitate «.

Fie g : R™ x ©® — R o functie continua (ca functie de n + 1 variabile) si
monotona in raport cu 6 € © (adica pentru fiecare x = (x1, x2, ..., x,) € R"
functia g (z,) : © — R este monotonit). In acest caz, pentru fiecare z €
R™ a,b € R,a < bmultimea I (z,a,b) = {6;a < g (z,0) < b} este un interval
(eventual vid). In adevir dacd 61,605 € I(x,a,b),0; < 03 si presupunem
g (x,) crescatoare atunci pentru orice ; < 0 < 6y avem a < g (z,01) <
g(x,0) < g(x,02) <bdecifel(x,a,b).

Sa remarcam ci daca X? este o v.a cu repartitia corespunzatoare valorii
0 (pentru cazul § = 6y s-a notat X = X%) si (X¢,X9,...,X%) o selectie
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asupra v.a X? atunci g (Xl‘g,Xg, ...,Xﬁ,&) este o v.a. Pentru w € Q,a,b €
R,a < b vom obtine un interval I (X? (w), X§ (w),..., X) (w),a,b) ca mai
sus; este modul in care iau nastere intervalele aleatoare pe care le vom nota
I(x?,X8,...,X8,a,b) si I(X1,X,...,,a,b) pentru § = .

Vom face doua ipoteze suplimentare:

1). Vaag (Xf,Xg, ...,Xg,@) sunt la fel repartizate (si, evident, la fel
cu g ()(17 XQ, ceny )(n7 00))

2). Functia de repartitie a v.a g (X1, Xo, ..., X, 0p) este continua.

De aici rezulta ca putem determina a («),b («) astfel incat
Pa(e) <g(X?,X4,..,X8,0) <b(a)) = a pentru orice § € © (reamintim
ca a € (0,1) este coeficientul de incredere fixat). Deducem imediat ca
I(Xy,X2,...,,a(a),b(a)) este un interval de incredere 100%a pentru de-
terminarea valorii 6.

Practic, se considera o realizare x = (x1, x9, ..., x,) a selectiei (X1, Xo, ..., X;,)
si se determina I (z,a(a),b(a)). Acest interval nu este aleator deci 6y
apartine sau nu apartine acestui interval (deci nu acesta este sensul prob-
abilitatii /). Putem interpreta rezultatul obtinut considerand mai multe
realizari posibile ale selectiei deci mai multe intervale: frecventa relativa de
aparitie a intervaleleor care contin 6, este a.

Exemplu. Determinarea unui interval de incredere pentru parametrul
m al legii normale N (m,1).

1 _wmm)?

Avem deci o familie de densitati de repartitie f (u,m) = Norsd 2 ,u,m €

R. Exista o "adevarata valoare” mg a parametrului m pentru care tre-
buie construit un interval de incredere. Vom lua coeficientul de incredere
a = 0,95 deci vom construi un interval de incredere 95%. Folosind notatiile
de mai sus fie X v.a normal repartizatd cu media mg. Vom nota X =

W pentru n fixat (pentru simplitate am renuntat la indicele n),

unde (X1, Xs, ..., X,,) este o selectie de volum n asupra v.a X.

Se gtie (a se vedea capitolul "Legi de probabilitate”) ca v.a Y;mo este

v
N (0,1) repartizata (constructia facuta pe v.a corespunzatoare oricarui parametru

m duce la acelagi rezultat, independent de m). Astfel se poate lua functia
r1+xo+...+Tn _
g data de g (z1, 2o, ..., T, m) = —21——" care satisface conditiile 1) si
v

2) de mai sus.
Pentru a,b € R,a < b avem P (a < g (X1, Xo, ..., X;,,mp) < b) =

X_ b _u? . o

= P<a< % <b) = \/%fae zdu = ®(b) — ®(a) (reamintim ca
u2

D (t) = \/% ffoo e~ 2 du este functia de repartitie a unei v,a N (0,1) repar-
tizate si este tabelata). Se stie cd @ (t) — ® (—t) = 2P (¢) — 1 si deci trebuie
determinat t astfel incat 2 (t) — 1 = 0,95 deci ¢ (t) = 1’55 = 0,975. Se
gaseste, din tabele, cat = 1,96. Avem deci:

P (—1,96 < Xomo 1,96> = 0,95, de unde rezulti
vn
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P (Y - 1’\/9—6 <mg< X+ 1’\/97?) si intervalul aleator cautat este

(Y L96 ¥ 4 196) Sa presupunem ca pentru n = 100, s-a obtinut o

Vn? Vvn
realizare © = (x1,x2, ..., T,) a selectiei (X7, Xo,..., X;,) asupra v.a X §i T =
x1+12+..‘+xn _ 1,96 — 1,96\ _
IR 1) LR T+ f)
1,96 1,96 1,96 1, _
- (2 L9620 + ) - (2 96 90 + 10) — (19,804,20,196). Am

dat mai sus ce interpretare se poate da acestui rezutat concret. Remarcam
si rolul volumului selectiei in obtinerea unui interval de lungime cat mai
mica.

14.4 MF.14.4. Verificarea ipotezelor statistice.

Fie M o multime nevida si A C M o submultime nevida. Pentru z € M
afirmatia (propozitia) "z € A”este, prin definitie, o ipoteza. Aceasta
ipotezi poate fi acceptati (ca adevirati) sau respinsd (ca falsi). In lumea
fenomenelor aleatoare ipotezele sunt acceptate sau respinse cu anumite prob-
abilitati si acceptand anumite riscuri.

In cazul in care M este o multime de repartitii (functii de repartitie sau
densitati de repartitie) ipotezele se numesc statistice. O partitie finita a
multimii M da nastere la un sistem complet de ipoteze. Reamintim ca
o partitie (finita) a multimii M este o familie finitd de submultimi nevide

2

Ai, Ay, ..., Ay astfel incat UAi =M s AinA; = 0,0 # j ; ipotezele
corepunzatoare sunt "x € 1241’1’ 1=1,3,....,k. O ipoteza "z € A” se numeste
simpla daca multimea A are un singur element.

Fie H = {Hy, H, ..., H;} un sistem complet de ipoteze. Vom numi test
o aplicatie surjectiva ¢ : R® — H. Regiunea de acceptare a ipotezei H;
este prin definitie ¢! (H;) = {z;¢ () = H;},i = 1,2, .., k. Ideea aplicarii
unui test In vederea acceptarii unei ipoteze este: se obtine in urma unor
experiente un element = € R™ gi se accepta ipoteza ¢ (z). In cazul ipotezelor
statistice, pentru determinarea unui element x € R™ se recurge la selectii si
la realizarile acestora.

In cele ce urmeazi vom considera cazul in care k = 2 deci H = {H,, H3}.

Ne vom limita la discutia ipotezelor statistice considerand cazul para-
metric: avem o multime de functii de repartitie (densitati de repartitie)
depinzand de un parametru 6 € © si ipotezele sunt determinate de ©1, 09
cu ©;NOy =0,0; UOy = O cu ipotezele corespunzatoare H, H. S& notam
S = o~ (H) pentru un test dat ¢.

Pentru 6 € © consideram v.a X? corespunzitoare valorii 6 a parametru-
lui si fie (Xf, Xg, e Xz) o selectie asupra v.a X?. Definim:

a(f)=P ((X(’,Xg7 ...,Xﬁ) € CS) pentru 6 € © si
B(0)=P ((Xle,Xg, ...,Xz) € S) pentru 6 € O,.
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Functia « reprezinta riscul ca ipoteza H sa fie respinsa desi este adevarata
(eroare de primul tip) iar functia [ reprezinta riscul ca ipoteza H sa fie accep-
tata desi este falsa (risc de al doilea tip). Cele doua riscuri nu pot fi micgorate
simultan cat de mult dorim. In general se alege testul dupa preferintele ac-
ceptarii unui risc sau a celuilalt (nu intram in discutii de amanunt). Vom
presupune ca preferam sa nu respingem ipoteza H In mod eronat. Vom
folosi, in acest caz, notatia H = Hy, H = Hy si vom numi Hy ipoteza nula
iar Hy ipoteza alternativa. Se spune ca se testeaza ipoteza nuld contra
ipotezei alternative alegand o valoare v € (0,1) (prag de semnificatie)
astfel Incat riscul de primul tip si nu depaseasca ~. In fapt daca prin situ-
area in cadrul ipotezei Hy se obtin date D astfel incat P (D) < v se poate
considera ca neconcordanta dintre ipoteza Hy si date este semnificativa deci
ipoteza se respinge.

Exemplu (test intre doua ipoteze simple). Fie X o v.a normal repar-
tizatd N (m,1) in care parametrul m poate lua doar doua valori mq si m;.
Vom nota Hy ipoteza m = mg si o vom testa contra ipotezei alternative
m = my. Vom folosi notatiile (X1, Xo, ..., X;;) pentru o selectie de volum n
asupra v.a X, (X?,XS, ...,Xg) pentru o selectie asupra v.a X°, N (mqg, 1)
repartizata si (Xll,X%, ...,X%) pentru o selectie asupra v.a X!, N (mq,1)

repartizatid. La fel ca intr-un exemplu anterior fie X = M

V.a X;m este IV (0,1) repartizata. Sa alegem pragul de semnificatie v =

n

0,05. Fie a,b € R,a < b astfel incat P <a < Xgm o b> = 0,95 sau

v
P (% +m<X < % =+ m) = 0,95. Daca ipoteza nula este adevarata
atunci rezulta

P (ﬁ + mg < X0 < ﬁ + mo) = 0,95. Pentru determinarea unui test ¢
este suficient de specificat multimea S C R®, S = ¢~ (Hp). Avand in vedere
dorinta de a minimiza riscul de primul tip putem lua

S = {(xl,xg, ey ) ﬁ + my < BAEbadTe o
culand riscul de primul tip obtinem « (mg) = P ((X?,XS, ...,Xg) € C’S) =
1-P ((X?, XS, ...,Xg) € S) = 1-0,95 = 0, 05 care este pragul de semnificatie.
Astfel daca o realizare (z1, 2, ..., x,) a unei selectii asupra v.a X apartine
multimii S ipoteza nula se poate accepta cu riscul asumat.

ﬁ + mo}. In adevir cal-

Testul x2. Vom incepe prin a reaminti definitia functiei I': T'(z) =
Joo " te7tdt, x > 0. Avem T (z + 1) = 2 (x) de unde, pentrun € N,n > 1:
1
I'(n+ 1) = n!. De asemenea avem I (3) = /7.
Pentru k € N,k > 1 o v.a este x? (k) repartizata daca are densitatea
k1 _z
de repartitie fi data de fx (z) = 0,2 < 0si fx (x) = ﬂkl(ek;,x > 0. Este
23T (%
usor de verificat ca fi este o densitate de repartitie pentru fiecare k. In
acest context k se zice numirul de grade de libertate al repartitiei: x? (k)
este repartitia x2 cu k grade de libertate (nu vom intra in detalii privind
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notiunea de ”"grad de libertate”).
Daci X este x? (k) repartizata atunci M [X] = k si D [X] = 2k (exercitiu).
Mentionam ci functiile de repartitie a v.a x? (k) sunt tabelate (o astfel
de tabela se afla la sfarsitul acestui capitol).

Este interesant urmatorul rezultat: daca (X1, Xo, ..., X,,) este o selectie
asupra unei v.a N (m, o) repartizate atunci (folosind notatiile de la sectiunea

precedentd) v.a ¥ = & | (X1 = %)+ (X2 = %)+ .+ (Xpi1 — X)?] este

o2
x? (k) repartizats (repartitia v.a Y nu depinde de m si o).
Fie X o v.a discreta care ia valorile 1, 2, ..., k cu probabilitatile p1, po, ..., pg.
Sa consideram o selectie (X1, Xo, ..., X;;) asupra v.a X si pentru o realizare
X1 (w), Xo (W), ..., Xy (w)) fie Pr(t,w) = Niw) ynde N; (w) este numarul de
( n
elemente ¢ din realizare. Definim:

Xz (0, Pn, k) (W) = n unde am notat pe scurt p =

i(m — 5(i,w))?
i=1 b
(p1,p2, .., k). Se observa ca x2 (p,pn, k) este o v.a. Ea misoara distanta
dintre repartitia ”empirici” By, si repartitia teoreticd p. Inlocuind Py (i,w)
. -  (np; = N ())?
cu valoarea sa obtinem x2 (p, pn, k) (W) = Z%
i=1 npi

Rezultatul central este: sirul (X% (p, Pn, k:))n converge in repartitie
ciatre x? (k —1). Reamintim c& prin convergenta in repartitie a unui sir
de v.a intelegem convergenta punctuala in orice punct de continuitate al
limitei.

Vom descrie un test (testul x?) bazat pe acest rezultat. Ipoteza pe
care o testam este "repartitia unei v.a discrete care ia valorile 1,2, ..., k este
p = (p1,p2,-,pr) 7. Fie a un prag de semnificatie. Determinam
(din tabele) o valoare a astfel incdt P (x?(k—1)>a) = a. Asimilim
X2 (p, P, k) cu x2 (k — 1) si definim regiunea de acceptare S a ipotezei prin

k _ N 2
S = {(xl,arg, ey Tn) ZM < a} C E™unde E =1{1,2,...,k}.

no:
i—1 Pi
Pentru cazul unei v.a oarecare X se partitioneaza multimea de valori
k
X(Q) = UBi cu multimi boreliene (in general intervale) si se asociaza o
i=1

v.a discretd Y cu valori 1,2,...,k punand Y (w) = ¢ daca si numai daca
X (w) € B;. Se aplica apoi testul x? pentru Y pentru a testa o anumita
repartitie a v.a X (repartitia v.a X induce, evident, o repartitie pentru Y').

Exemplu. Vom aplica testul x? pentru o lege binomiald B (40, p) si
ipoteza p =0,04. Datele sunt n = 100 si k = 5 , rezultdnd din partitionarea
multimii valorilor posibile 0,1,2,...,40 in 0,1,2,3,{> 4} (este un usor abuz
de notatie dar credem ca nu exista pericol de confuzie). Iata tabelul de date:
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valori NV;
0 28
1 40
2 21
3 7
>4 4
total 100

np;
19,5
32,6
26,4
14
7,5
100

(N; — np;)?

72,25
54,76
29, 16
49

12,25

(Ni—np;)?
np;

3,71
1,68
1,10
3,50
1,63
Y2 =11,62
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Desigur p;,¢ = 0,1,2,3,> 4 sunt probabilitatile valorilor respective in
B (40,0,04). Din tabele rezulta ca pentru k—1 = 5—1 = 4, P (x* (4) > 11,6)
este aproximativ 0,02 deci foarte mica. Suntem astfel condusi sa respingem

ipoteza p =0, 04.
Pentru acest capitol se recomanda lucrarile:[E.01], [G.02], [I.01],

1.03], [M.01] [P.02], [V.01] .



Capitolul 15

MEF.15. Autoevaluare

15.1 Capitol MF.01. Spatii metrice

15.1.1 Exercitii si probleme rezolvate

1. Sa se caracterizeze girurile convergente si girurile Cauchy intr-un
spatiu metric discret. Sa se demonstreze ca orice spatiu metric discret este
complet.

Solutie

Fie (X, d) un spatiu metric discret si fie z,, un gir in X; fie 0 < & < 1. Daca
T, — a, atunci exista n. € N astfel incat d(x,,a) < ¢ < 1,Vn > ng, deci
d(zp,a) = 0,Yn > ng; rezulta ca sirul x,, este constant (incepand de la un
rang) ... (4 puncte)

Un rationament similar se aplica si in cazul sirurilor Cauchy, deci x,, este gir
Cauchy daca si numai dacé x,, este constant (de la un rang) ... (4 puncte)

Rezulta ca x, este sir convergent daca si numai daca x, este gir Cauchy,
deci X este spatiu metric complet ... (2 puncte).

2. Multimea lui Cantor
Notam cu I intervalul [0,1]. Eliminam din Ij intervalul din mijloc, (%, %)

oo

multimea astfel obtinuta. Continuam procedeul: din fiecare din intervalele
[0,4], [2,1] elimindm intervalul din mijloc si notdm cu I multimea rezul-

'3 3
tata:
1 2 3 6 7 8
L=10,-|U|=,=|U|=,=|U]|[=,1]|.
o= oo 3]0 [55) o
Continuand procedeul, se obtine un gir de multimi Iy, I1, Io, ... cu proprietatile:

i.lp D1 DI D..
ii. I, este reuniunea a 2" intervale, fiecare de lungime 37".

si notam

202
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Prin definitie, multimea lui Cantor este intersectia: C = ﬂ I,.

neN
Sa se demonstreze urmatoarele proprietati:

a. C este multime compacta.

b. Multimea C nu contine intervale.

c. Multimea lui Cantor este perfecta (nu contine puncte izolate); in partic-
ular, rezulta ca C nu este multime numarabila.

Solutie

a. Multimea C este marginita (inclusa in [0, 1]) si inchisd (intersectie de
multimi inchise) ... (2 puncte)

b. Din constructie, rezulta:

3k+1 3k+2
cn
< 3m ’ 3m

)—@,Vk,mEN.

3k+1 3k+42
3m » 3m

este ales cu conditia 37" < 5%0‘. Rezulta ca multimea C nu contine inter-
vale ... (4 puncte)

c. Fie a € C si fie S un interval arbitrar care-1 contine pe a; pentru orice
n € N, fie J,, acel interval al lui I, care-1 contine pe a. Alegem ng suficient
de mare astfel incat J,, C S; daca notam cu z,, acel capat al intervalului
Jy, diferit de a, rezulta z,, € CN S, x,, # a,¥n > ng ... (4 puncte)

Dar, orice interval (a, ) contine un interval de forma ( ) daca m

3. Sa se calculeze cu o eroare mai mica decat 1073 solutia reald a ecuatiei
34+ 122 — 1= 0.
Solutie
Ecuatia are o singura solutie reald £ € (0,1) ... (1 punct)
Ecuatia este echivalentd cu z = f(z), unde f(z) = (2% + 12)_1 ... (3 puncte)
Functia f este contractie pe [0,1] (spatiu metric complet) cu factorul de
contractie k = 25 ... (4 puncte)
Sirul aproximatiilor succesive: xzg = 0,21 = f(0) = %,...,xn = f(xp_1);
aproximarea ceruta este xs ... (2 puncte).

15.1.2 Exercitii si probleme propuse

4. Fiea,b € R,a < b.
a. Sa se demonstreze ca

b
0(f.9) = / (@) - g(a)|da

este distanta pe multimea functiilor continue Cla, b).
b. S& se demonstreze ca orice gir f, € C([a,b]) convergent in raport cu
distanta do, este convergent si In raport cu distanta di, dar reciproca este
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falsa.

Raspunsuri

a. Se verifica direct definitia (se folosesc proprietatile modulului si ale inte-
gralei).

b. Fie fp, f € C([a,b]) astfel incat deo(frn, f) — 0. Atunci:

di(fn, f) / |fn(2) = f(z)|dz < (b—a) - doo(fn, f) = 0

1

1+nx
Atunci f,, — 0 in raport cu distanta d;, dar nu converge in raport cu deo

Pentru a arata ca reciproca este falsa, fie sirul f,(x) =

5. Sa se decida daca urmatoarele functii sunt contractii pe multimile
indicate:
a. f(x) =sinz, z € R.

b. f(z) =Inz, z € [e,0).
c. f(x) =arctgz, r € R.
d. f(z) = i reR
| 5(1 + 22)’ '
2z
e. f(ZL') = m, r € R.
Raspunsuri

a. Functia f(z) = sinz nu este contractie pe R.
b. Functia f(z) = Inx este contractie pe [e, 00);

. Functia f(x) = arctgx nu este contractie pe R.
d. Functia nu este contractie pe R.

e. Functia este contractie pe R.

¢l

6. In spatiul metric (R?, dy) consideram submultimile:
(2.y) € R [0<2® + 32 < 1},

(z,y) € R? |1 <22 +y? <2},

y) € R? |22 +y? < 1,2 >0,y > 0},

={(z,y) € R? | ax + by +c=0,a,b,c € R constante fixate},
(1,1) e R? |ne N}, G=FU{(0,1)}.

Sa se precizeze daca multimile sunt deschise, inchise, marginite, conexe
sau compacte.
Raspunsuri
A este multime marginitd si conexa, dar nu este deschisa si nici inchisa.
B este compacta si conexa. D este deschisa, conexa gi marginita. E este
inchisa, conexa gi nemarginita. F este marginita, dar nu este deschisa, nici
inchisa si nici conexa. G este multime compacta.
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15.2 Capitol MF.02. Spatii normate

15.2.1 Exercitii si probleme rezolvate

1. Fie C![a, b] spatiul vectorial al functiilor de clasia C'! definite pe inter-
valul compact [a, b].
a. Si considerim pe C'[a,b] norma supremum: || f ||oo= SUPgelap) |f(2)]-
Sa se demonstreze ca aplicatia de derivare

D : C'a,b] — Cla,b], D(f) = [,

este operator liniar dar nu este si continuu. Pe spatiul functiilor continue,
Cla, b], este considerata, ca de obicei, norma supremum.
b. Si consideram acum pe spatiul C'[a, b] norma:

If A= oo + 11 oo -

Sa se demostreze ca aplicatia de derivare D este in acest caz operator con-
tinuu.

Solutie
a. Liniaritatea este evidenta. Fie sirul f,(z) = 1 sinnaz; atunci || f, [|o= 1
si deci fn, — 0 in spatiul normat (C'[a,b], | [lso) -.- (2 puncte)

Sirul D(f,,) = f}, nu converge (la 0) in C[a b .. (3 puncte)
b. Fie f € C'[a,b]; din inegalitatea:

D) lloe =11 oo < f llso + I f lloc =111

rezulta ca D este operator continuu ... (5 puncte)

2. Operatorul de inmultire cu variabila independenta
Pe spatiul Banach complex (Cla, bl, || ||s) consideram operatorul (de imultire
cu variabila independenta):

(Mf)(x) =xf(x), Vf € Cla,b], Vz € [a,b].

a. Sa se demonstreze ca M este liniar si continuu si || M ||= |b|.
b. Sa se demonstreze ca spectrul lui M este :

o(M) = la,b].
c. Sa se demonstreze ca multimea valorilor proprii este vida: o,(M) = 0.

Solutie
a. Pentru orice f,g € Cla,b] si o, 5 € C, avem:

(M(af + Bg)) () = x(af + Bg)(z) =

=axf(z)+ frg(x) = (aMf+ fMg)(x), YV € [a,b],
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deci M este liniar ... (1 punct)
Continuitatea:

| M5 o= sup [of (@) < [b] 11 s ¥ f € Cla,b). ¥ € [a. ]
z€la,b]
deci M este continuu si in plus || M ||< |b] ... (2 puncte)
Notand cu 1 functia constanta 1, atunci || 1 ||cc= 1 si deci:
I M 2] M1 = sup [z =,
z€la,b

deci || M ||= |b] ... (1 punct)
b. Demonstram egalitatea o(M) = [a, b] prin dubla incluziune.
Prin definitie, A € o(M) daca si numai daca operatorul A\I — M nu este
inversabil (ceea ce este echivalent cu a fi bijectiv, conform teoremei lui Ba-

nach; a se vedea sectiunea teoretica a acestui capitol). Fie Ao € [a, b]; din
egalitatea:

(ol = M)(f))(@) = (o — ) f(x), ¥f € Cla,b], ¥a € [a,b]
rezulta ca operatorul Ao/ — M nu este surjectiv deoarece imaginea sa este:
Im(Mol — M) ={f €Cla,b] | f(Ao) =0} # Cla,b],

deci [a,b] C o(M) ... (1 punct)
In locul incluziunii inverse (M) C [a,b] demonstram incluziunea echiva-

lenta: C'\ [a,b] C C'\ o(M). Fie Ay € [a,b]; atunci functia

1
XN —zx

28 [CL,b] = Ca SDO(w)
este corect definita si continua, deci || @ [|co< 00 ... (1 punct)
Consideram operatorul:

1
_)\o—SL'

S : Cla,b] — Cla,b], (Sf)(z) = @o(z)f(zx) f(x), Vz € [a,b].

Se demonstreaza fara dificultate ca S este operator liniar. Continuitatea
rezulta din inegalitatea:

I'Sf lleo=sup [po(2)f(@)] <[l ¢o lloo || £ lloc, ¥ f € Cla,].

z€lab

In concluzie, operatorul S € £(C[a,b]) ... (1 punct)
In plus, au loc egalitatile:

(Mol — M)Sf = (S(ol — M))f = gy 9010 f=fVfeclab,
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deci operatorul A\oI — M este inversabil si (\gI — M)~! = S, ceea ce demon-
streaza ca A\g € o(M) ... (1 punct)

c. Pentru a demonstra ca M nu are valori proprii, vom arata ca pentru orice
A € [a,b], operatorul A\I — M este injectiv. Fie A\g € [a,b] si fie f € Cla, b
astfel incat (Aol — M) f = 0; rezulta:

(N —z)f(z) =0,V € [a,b].
De aici rezulta
f(z) =0, Vz € [a,b] \ {No}-

Functia f fiind continua, rezulta si f(\g) = 0, deci f(z) =0, Vz € [a,b]; in
concluzie, \gI — M este injectiv ... (2 puncte)

3. Fie (X,]| ||) un spatiu Banach si fie T € £(X) un operator astfel
incat || T ||< 1. Sa se demonstreze ca I — T este operator inversabil si

I-7)"t=> 1"

n>0

In plus, are loc inegalitatea:

1
TI=T)7" <
=T

Solutie

Spatiul £(X) este complet, deci orice serie (de operatori) absolut conver-

genta este si convergenta. Fie seria Z T" ... (2 puncte)
n>0
Seria converge absolut:

1
1< 3 NT "= =7
2 Irs =

deci converge in spatiul £(X) ... (1 punct)

n
Fie S € £(X) suma acestei serii gi fie S,, = ZT’C sirul sumelor partiale

k=0
asociat; atunci:

(I-T)S,=(I-T)IT+T+t*+..+T") =1—T"" (2 puncte)
Dar sirul 77*! converge la O in spatiul £(X) ... (2 puncte):
| T < || T ||"" = 0, cand n — oo,

deci (I —T)S = I. Analog se arata si egalitatea S(I — T) = I, deci intr-
adevar S = (I —T)~! ... (1 punct)
In plus, dintr-un calcul facut mai sus, rezulta:

1
=) = ST <
2 = 7]
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ceea ce incheie demonstratia ... (2 puncte)

15.2.2 Exercitii si probleme propuse

4. Fie zg € [a,b]; pe spatiul functiilor continue, (Cla,b],| [oo) con-
sideram aplicatia (numita evaluarea in punctul z):

Fy, : Cla,b] = R, Fy(f) = f(xz0).

Sa se demonstreze ca Fj, este functionala liniara si continua si sa se cal-
culeze norma || Fy, || .

5. Pe spatiul Banach (Cla,b],| |lo) al functiilor continue (reale) con-
sideram aplicatia

b
J:Clab] = R, J(f):/ £yt

Sa se demonstreze ca J este functionala liniara si continua si apoi sa se cal-
culeze norma sa.

6. Operatorul de convolutie
Fie doua siruri z,y : Z — C, cu proprietatea ca pentru orice n € Z seria
Z x(n — k)y(k) este convergenta. In acest caz se poate defini girul
keZ

zxy:Z—C, (x*xy)(n) = Zx(n — k)y(k),
kez

numit convolutia (sau produsul de convolutie) sirurilor x si y.

a. Si se demonstreze ci pentru orice x,y € ¢1(Z), existd convolutia x x y.
b. Si se demonstreze ca pentru orice z,y € £(Z), convolutia z*y € (*(Z),
sinplus | oxy <)z ly s

c. Produsul de convolutie este comutativ si asociativ.

d. Pentru orice m € Z, fie sirul o,,(n) = 97, unde, 6 este simbolul lui
Kronecker. Sa se demonstreze egalitatea:

(0m* x)(n) = x(n —m), Vo € ((Z), Ym,n € Z.

In particular, o este element neutru pentru convolutie.
e. Fie 0 € (1(Z) un sir fixat si fie operatorul (de convolutie):

Cy: 11(Z) — (1(Z), Cyx = 0 * x.

Sa se demonstreze ca operatorul Cy este liniar gi continuu.
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15.3 Capitol MF.03. Operatori pe C”

15.3.1 Exercitii si probleme rezolvate

1. Fie T : C2 — C2, T(x,y) = (x + y,iy). Sa se arate ci T este diago-
nalizabil in sens algebric, dar nu este diagonalizabil in sens geometric.

Solutie Matricea (in baza canonica) a lui 7" este: M = (1) 1 ) Valorile

proprii ale lui T sunt distincte: Ay = 1, Ay =4, deci T este diagonalizabil in
sens algebric ... (4 puncte)

Adjunctul lui T are matricea M' = ( i _OZ > ... (1 punct)

Matricele M si M nu comuti (2 puncte), deci T' nu este operator normal
(2 puncte), deci T nu este diagonalizabil in sens geometric (1 punct).

2. Pentru orice t € R, fie T : C2? — C? operatorul a cirui matrice in
baza canonica este:

(a) Sa se demonstreze ca T este operator diagonalizabil in sens geometric.
(b) Sa se determine o baza in care matricea lui 7" are forma diagonala.

(c) Si se arate ci existii /T si sd se determine matricea in baza canonici a
lui /T.

Solutie (a) Deoarece M = Mt, rezulta ca T este operator autoadjunct,
deci este operator diagonalizabil in sens geometric ... (1 punct).

(b) Valorile proprii ale lui 7" sunt 0 gi 2 ... (1 punct)

Baza ceruta este o baza formata din vectori proprii, de exemplu (2 puncte):

B (- ) (Lot V)

(c) Matricea operatorului 7' in baza B este (3 puncte):

i (000
p=vaw=(§ %),

unde (1 punct):

( N2t V2 it >
U— 2 2
V2 V2

Existenta ridicinii pitrate pozitive v/T rezulti din faptul ci T este operator
pozitiv (deoarece T este autoadjunct si are valori proprii mai mari sau egale
decét 0) ... (1 punct)

Matricea lui v/7T in baza canonica este (3 puncte):

VM =UVDU™ !,
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unde:

w3 %)

3. Fie T : C2 — C?2 operatorul a carui matrice in baza canonici este:

2 1
u=(1)
S3 se determine S : C2 — C2 astfel incat e® = T.

Solutie T este operator autoadjunct si multimea valorilor proprii este {1, 3}
... (2 puncte)

v v 7. . e . . 2 2 2 2
O baza formata din vectori proprii ai lui T este B = {(—§7 %)7 (%7 %)}
... (2 puncte)
Matricea lui T' in baza B este (2 puncte):

o (10
D=U MU—(O3 ,

unde (1 punct):
( % )
U— 2 2
V2 V2
2 2

Rezulta ca operatorul cautat, S = InT, are matricea (in baza canonicd) (3
puncte):

ImnM=UlnDU Y,

0 O
lnD—<0 ln3>'

15.3.2 Exercitii si probleme propuse

unde:

4. FieT : C3 > C3, T(z,y, 2) = (iy+2, —iz+z,2+y). Sa se demostreze
ci T este operator diagonalizabil in sens geometric si si se calculeze V/T.

5. Fier >0,t € RsifieT:C2+— C2, T(x,y) = (x +refly, re "z +1y).
Sa se determine 7 astfel Incat 1" sa fie operator pozitiv si In acest caz sa se
calculeze VT.

6. Fie T : C3+— C3, T(w,y,2) = (v+iy, —iz+2z,y+2). Sa se determine
S : C3 s C3 astfel inca ¥ = T2.
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15.4 Capitol MF.04. Spatii Hilbert

15.4.1 Exercitii si probleme rezolvate

1. Fie C[X] spatiul vectorial al functiilor polinomiale cu coeficienti
complecsi.
(a) Sa se demonstreze ca aplicatia:

1
<> CIX]x C[X] > C, < f.g >:/O F(2)g(@)da

este produs scalar pe C[X].

(b) Fie f(z) =z si g(x) = 3z — 2. S& se demonstreze ca f_Lg.

(c) Este (C[X], <, >) spatiu Hilbert?

Solutie (a) si (b) sunt verificari directe ale definitiilor ... (2 puncte)

(c) (C[X],<,>) este spatiu prehilbertian, (1 punct) dar nu este complet.
Fie || |2 norma indusa de produsul scalar considerat; fie, de exemplu,
sirul fo(z) = Yj_o 42" (2 puncte). Atunci f, converge in norma || ||
la f(z) = €® (1 punct) deci f,, converge la f si in norma indusa de produsul
scalar (1 punct) din cauza inegalitatii: || g ||2<|| g ||, Vg € C[X] (1 punct).
Dar f ¢ C[X], deci C[X] nu este spatiu Hilbert (2 puncte).

2. Fie, in spatiul Banach (/(IN), || ||p), elementele z = (1,1,0,0,...) si
y =(0,0,1,1,0,0,...).
(a) Sa se calculeze || z ||, si || y [|p-
(b) Sa se demonstreze ca (P(IN),| ||,) este spatiu Hilbert daca si numai
daca p = 2.
Solutie (a) || 2 [ly=I| ¥ ly= ¢/Z (2 puncte).
(b) (/P(N), |Illp) este spatiu Hilbert daca si numai dacd norma || ||, verifica
legea paralelogramului (3 puncte):

H37+pr+”m_pr:2(Hl’Hp+HCUHp)

Rezultd 2P72 = 16 (3 puncte) deci p =2 ... (2 puncte).
3. Pentru fiecare k,l € 7Z, fie functia

L ithati).

Ukl - R? C, uk,z(ﬂ«"’y) = o

(a) S se demonstreze c& (ug)g ez este sistem ortonormat in L2([0, 27]?)

cu produsul scalar uzual: < f,g >= ff[o o2 flx,y)g(x,y)dzdy.
(b) Sa se calculeze coeficientii Fourier in raport cu sistemul (ug;)gicz si
sa se scrie seria Fourier pentru orice functie f : R? — C, cu proprietatea
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f(x+2m,y + 27) = f(z,y).
Solutie (a) Pentru orice k, [, p,q € Z, avem (4 puncte):

//[02 ’ g (2, Y)up g (2, y)dady =

1 o 2 1 daca p=ksig=1
_ - i(k—p)x (I-9)y 7, p 314
47r2/0 ¢ d:r:/o c dy {O daca p#ksiq#l

(b) Coeficientii Fourier (3 puncte):

flk, 1) = //{072#] f(t, s)ug,(t, s)dtds =

1
_ = f(t S) —i kt—i—sl)dtds
2 0 0

Seria Fourier (3 puncte):

SNl Dug(,y) = %ZZJ? gilketiy),

keZlezZ keZleZ

15.4.2 Exercitii si probleme propuse

4. Sa se dezvolte in serie Fourier in raport cu sistemul ortonormat din
exercitiul anterior functia f(z,y) = zy definitd pe patratul [—27,27]?
prelungita prin periodicitate la intreg planul.

Raspuns Coeficientii Fourier:

(—1)*
w2kl

o~

F(k,0) = f(0,1) = 0,Yk,l € Zsi (k1) =

in rest.

Seria Fourier:
k+l

sin(kmx) sin(lmy)

Sy Yl

k>11>1

5. Polinoame Legendre
Pe multimea functiilor polinoamiale cu coeficienti reali restrictionate la in-
tervalul [—1, 1], consideram produsul scalar < f, g >= f_ll f(x)g(x)dz. Sirul
{1,2,2% 23,...} este liniar independent; folosind procedeul Gram-Schmidt,
acest sir se poate ortogonaliza si se obtine sirul polinoamelor lui Legendre
(coeficientul dominant este 1): { Py, P1, Pa, ...}
(a) Sa se calculeze primele 4 polinoame Legendre.
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(b) Sa se demonstreze formula: P,(z) = ﬁ [(z? —1)"] ™,
Raspuns (a) Prin calcul direct rezulta:

1 3
Pow) =1, Pi(x) =z, Py() =2 — o, Pyfa) = 2® — .

(b) Polinoamele P, sunt determinate (pana la o constanta multiplicativa)
prin relatiile de ortogonalitate: f_ll P, (z)P,(x)dx = 0,Ym # n.

Fie Qn(z) = [(2* —1)"] () ,Vn € N; se arata ca f_ll Qm(2)Qn(x)dx
0,Vm # n, iar coeficientul dominant al lui @), este A3, .

6. Polinoame Cebasev
Analog cu exercitiul anterior, polinoamele Cebagev (notate T;,) se obtin prin
ortogonalizarea sistemului {1 x,2%, 23,...} in raport cu produsul scalar

< f,g>= /_1 f(%:)_g(;?dm

(a) Sa se calculeze primele 4 polinoame Cebasev.

(b) Sa se demonstreze ca T,,(z) = 2n1 r cos(n arccos x), Vn € N*.

15.5 Capitol MF.05. Masura si integrala

15.5.1 Exercitii si probleme rezolvate
1. Fie (X, A, ;) un spatiu cu masura si fie f : X — [0,00) o functie

masurabila. S& se demonstreze ca daca / fdu =0, atunci f =0 (a.p.t.).
X
Solutie Pentru orice n € N | fie

Av={reX: [)> )

1
Multimile A, sunt masurabile pentru ca A, = f~! ((,oo)) (1 punct).
n

Mai mult, avem (2 puncte):

U 40 =1{r e X flw) £0}.

neN

Vom demonstra ca pu(Ay,) = 0,¥n € N. Integrand pe A,, inegalitatea:
1
— < f(x),Vx € A,

obtinem (folosim si f ( ) > 0) (3 puncte):

/f@</fw—0
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deci pu(A,) = 0,Yn € N (2 puncte). Avem deci (2 puncte):

p{z e X5 f(@) #0}) = p(|J An) <D pu(An) =0.

neN neN

2. Fie (a4j)ijen un gir dublu indexat astfel incat a;; > 0,Vi,j € N. Sa

se demonstreze ca:
E E aij = E E aij.

ieN jeN jENEN
Facem mentiunea ca membrii egalitatii pot fi si oo
Solutie Vom aplica teorema de convergenta monotona (1 punct). Con-
sideram spatiul cu masura (N, p.) si sirul de functii (4 puncte):

fi: N—10,00), fi(§) = aij.
Atunci, conform teoremei de convergenta monotona, avem (3 puncte):
/me—z/ﬁm,
1EN

adica (2 puncte):

2> @i =2 ) ay

JENieN 1EN jEN

3. Inegalitatea mediilor
Fie n € N. Sa se demonstreze ca pentru orice numere reale nenegative
x1,T2,..., Ty, are loc inegalitatea mediilor:

T1+ T2+ ...+ Ty
n .

1
(1’1 c X9 - l’n)n §

Solutie Evident, putem presupune ca x1, zs, ..., T, sunt strict pozitive.
Fie X = {p1,p2,...,pn} 0 multime cu n elemente si fie P : P(X) — [0,00),
masura de probabilitate (1 punct), deci (2 puncte):

1 .
P({p;}) = E,Vj =1,2,...n

Fie f : X = R, f(p;) = Inz; si fie ¢(x) = €. Aplicand inegalitatea lui
Jensen, obtinem (5 puncte):

CE I ) < lz 1w,

adicd (z1 - xo - mn)% <4 A e ] (2 puncte).
n
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15.5.2 Exercitii si probleme propuse

4. Fie (X, A, ) un spatiu cu masura astfel incat u(X) = 1, fie a,b €
R,a<b sifief: X— R, g:X — [0,00), doust functii integrabile; si se
demonstreze inegalitatile:

a. elx/dn §/ el dpu.
X

b. elx g du §/ g du.
X

Indicatie Se aplicd inegalitatea lui Jensen functiei convexe ¢(t) = €.

5. Sa se demonstreze formula:

T—x sin nx
5 => - , V€ (0,2n).
n>1

Solutie
Fie f(x) = 5%, z € [0,27), prelungita prin periodicitate la R; calculam
coeficientii Fourier:

I/Q“W—xd 1 x?
ang = — r=—|1mT0xr — —
T )y 2 27 2

1 (g —2z
ap = — cosnx dr =
0

. 2 2
— 1
= (m — @) sinnz - / sinnrdr =0,Vn > 1.
2nm 0 2nm Jo
1 2w o
bn:/ T xsinm:dx:
™ Jo 2
2m 2nm
—(m — 1 1
= (r — x) cos — / cosnrdr = —,Vn > 1.
2nm 0 2nm Jo n

Aplicand teorema lui Dirichlet, rezulta:

T—x sin nx
5 => . Va € (0,2m).
n>1

In punctele x = 0 si z = 27 functia f nu este continua; in aceste puncte
seria trigonometrica asociata ei are suma 0.

6. Fie a € R*; sa se dezvolte functia f : [0,7) — R, f(x) = e**:
a. in serie de cosinusuri;
b. in serie de sinusuri.
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Indicatie
Se calculeaza coeficientii si rezulta dezvoltarile:

e’ —1 2a((—1)"e*™ — 1)
oLy

cosnz Vx € [0,).

am = m(a? + n?)
) 1 _ (_1\n,am
= Z n( 2+ )2)6 ) sinnz, Yz € (0,7).
(a®>+n

n>1

15.6 Capitol MF.06. Operatori pe spatii Hilbert

15.6.1 Exercitii si probleme rezolvate

1. Fie a: {(N) = C,a(n) = %
(a) Sa se calculeze norma operatorului diagonal D, : ¢(N) — ¢(N).
(b) Sa se determine valorile proprii si spectrul operatorului D,,.
(c) Este D, inversabil?
Solutie (a) Sirul « este marginit (1 punct), deci D, este bine definit (1
punct).
Norma este || Dy ||= sup{|a(n)| ; n € N} =1 (3 puncte).
(b) Spectrul punctual este o,(Dy) = {a(n) ; n € N} (2 puncte), iar spec-
trul 0(Dy) = 0p(Dy) U{—1,1} (2 puncte).
(¢) Dy nu este inversabil deoarece 0 € o(D,) (1 punct).

2. Fie ¢ : R = R, ¢(t) = 7.

(a) S& se calculeze norma operatorului de multiplicare M, : L?(R) —
L*(R).

(b) Sa se determine spectrul lui M.

Solutie (a) Functia ¢ este marginita, deci operatorul My este bine definit
(2 puncte).

Norma este: || My ||=sup{|¢(t)|; t € R} =1 (4 puncte).

Spectrul este o(My) = [—1,1] (4 puncte).

3. FieT : U(Z)— UZ), (Tx)(n) =xz(n+1) —4x(n—1), Vn € Z.
(a) Sa se demonstreze ca T este operator de convolutie.
(b) Sa se demonstreze ca T este operator inversabil.
(c) Sa se calculeze inversul lui 7'
Solutie (a) Fie o : Z — R, a(—-1) = 1, a(1l) = —4 i a(n) = 0 in rest.
Atunci T este operatorul de convolutie cu girul «, deci T' = C, (2 puncte).
(b) Calculam transformata Fourier inversa a lui « (3 puncte).

(F7L(e') = e — 4¢™, Wt € [0, 27).

Functia F~! nu se anuleaza pe cercul unitate, deci spectrul lui 7 nu contine
pe 0, deci T este inversabil (2 puncte).
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(c) Inversul lui T" este operatorul de convolutie cu girul F (ﬁ) (1 punct).
Calculam F (ﬁ) (3 puncte):

1 1 L 0, dacan <0
(]:(m))(n) =9 /81 mdz = Ol, dacan > Osinimpar

5w, dacan > 0 sin par

15.6.2 Exercitii si probleme propuse

4. Fie W operatorul de translatie bilateral; si se demonstreze ci W?2
este operator unitar si sa i se calculeze norma si, spectrul si spectrul punc-
tual.

5. Fie T : U(Z) — ((Z), (Tz)(n) = x(n+1) —x(n —1), Vn € Z. Sa se
demonstreze ca T este operator de convolutie si sa i se calculeze spectrul si
norma. Este T operator inversabil?

6. Fiey: R— C, ¢(x) = lf:_ﬁ Sa se demonstreze cd operatorul de

multiplicare M, : L?>(R) — L?*(R) este operator unitar.

15.7 Capitol MF.07. Aplicatii in teoria sistemelor

15.7.1 Exercitii si probleme rezolvate

1. Fie T : (2(Z) — (*(Z), (Tx)(n) = x(n — 1) + 3z(n).
(a) Sa se demonstreze ca T este sistem invariant in timp.
(b) Sa se demonstreze ca T este sistem cauzal.
(c) Sa se demonstreze ca T este sistem inversabil si are inversul cauzal.
Solutie (a) Fie sirul a : Z — Z, a(1) = 1,a(0) = 3 §i a(n) = 0 in rest.
Atunci T este operatorul de convolutie cu «, deci T este invariant in timp
(2 puncte).
(b) T este sistem cauzal deoarece a(n) =0, Vn < 0 (2 puncte).
(c) Calculam (1 punct):

. 1
—1 AN
(Fla)e) = 5.

deci T este inversabil (functia de transfer nu se anuleaza pe cerc, 2 puncte).
Calculam: (2 puncte):

. 1 z " 0, dacan <0
—1 it ’ >~
F o = — dz = n—
( ) 2mi /31 3+ 2z ‘ { 7(_311)_21, dacan >0 '

deci T~ este cauzal (3 puncte).
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2. Fie W operatorul de translatie bilateral si fie T = W2 + W2, Sa
se arate ca T este sistem invariant in timp. Este T sistem cauzal? Dar
anticauzal?

Solutie T este invariant in timp deoarece este sistem de convolutie cu sirul
a:Zw—Z a2)=1,a(-2) =1 a(n) =0 1n rest (4 puncte); T' nu este
cauzal deoarece a(n) # 0, Vn < 0 (3 puncte) si nici anticauzal (3 puncte).

3. Fie Ry, Ry, C, L nenule si sa consideram reteaua electricd din figura

alaturata.
+ G J_
C i— lﬂfl

Ry Ry

— G

Notam cu u tensiunea la borne gi cu ¢ curentul. Vom considera sistemul
(intrare-iegire) u — 4. Mai Intai, vom reprezenta acest sistem ca un sistem
dinamic si apoi vom studia, folosind criteriile lui Kalman, observabilitatea
si controlabilitatea reprezentarii obtinute. Pentru aceasta, fie x1 tensiunea
pe condensatorul C si xo curentul prin inductorul L.

Ecuatiile (diferentiale) ale retelei sunt (2 puncte):

) Lot
] =——=—=r1+ =—=u
LT ORCT T RiCT
R 1
Ty = —723;2 + Zu
Curentul ¢ este dat de formula (1 punct):
, Loy ]
i =——x1 + T2+ -u.
R R
Fie matricele:
__1 0 1
R C R.1C 1 1
A: 7B: ’C:(_ 1>’D:
0 _ Ry 1 Rl R1
L L

Notand x = < 1
X2

), sistemul u — ¢ se scrie:
2 = Az + Bu , i = Cx + Du.

Pentru a decide daca descompunerea canonica (A, B, C) este observabila si
(sau) controlabila, calculam matricele de observabilitate si controlabilitate;
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obtinem (4 puncte):

R C R2C? Ri  R2C
1 _Ry 1 _Rs
L L2 L
Determinantii acestor matrice sunt (1 punct):
L — RiRxC Ri{RyC — L

det Q = si det R =

R2C?2 RCL

si deci in acest caz conditia de observabilitate coincide cu cea de controla-
bilitate si este: L # R1R2C (2 puncte).

15.7.2 Exercitii si probleme propuse

4. Problema satelitului
Consideram m un punct material (satelitul) care se migca sub actiunea unei
forte centrale F' (forta de atractie a Pamiitului).

F o em
A

Daca 7(t) este vectorul de pozitie al satelitului fatd de centrul O al
Pamantului la momentul ¢, atunci ecuatia miscarii este m7”(t) = F. Din
legea atractiei universale, rezulta ca existd o constantd k > 0 astfel incat:
F = —k || 7 ||7® 7. Demonstraim acum ci migcarea este plani; pentru
aceasta, este suficient sa demonstram ca produsul vectorial 7 x 7’ este egal
cu un vector constant v, (deci vectorul de pozitie T apartine planului per-
pendicular pe vectorul 7). Intr-adevir, avem (1 punct):
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220
Yy

Consideram, in planul Oy al migcarii, o baza ortononormala, {z,7}; fie
r=r(t) =| 7| si @ = 0(t) coordonatele polare ale satelitului. Prin calcul

direct, obtinem (1 punct):
7 = rcos i + rsin 67,

—/
r =

(r’ cos — 70’ sin 9) 7+ (r’ sin @ + ré’ cos 0) 7,
7 = (T” cosf — 20 sinf — r (0’)2 cos — rf” sin 9) 1+

+ <r” sin@ + 21'0' cosf —r (0”)2 sin @ + 8" cos 0) 7.

Inlocuind in expresia lui F, obtinem (2 puncte):

k
(rcos b7+ rsinfy) .

r3

F
Inlocuind acum in ecuatia de miscare mr¥’ = F pe 7"’ si F cu expresiile

obtinute mai sus, obtinem relatiile (scalare):
k

r'(t) =

9// (t) — T(t)

Comenzile cu ajutorul carora este controlata pozitia satelitului pe orbita
sunt u; =comanda (acceleratia ) radiald si us = comanda (acceleratia)

tangentiala. Rezulta deci ca ecuatiile de migcare sunt:

2 k
r = 1"(0’) —T—Q—I—ul
2r'¢’
- + u2

0// —
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O solutie particulard a acestui sistem este (1 punct)

r(t) =c, 0(t) = wt,

unde, ¢ si w sunt doud constante ce verifica relatia c*w? = k. Se observa

(din prima egalitate) ca traiectoria este circulara, iar viteza unghiulara a
satelitului, &', este constanta.
Pentru a studia controlabilitatea si observabilitatea sistemului

(uy,uz) — (r,6),

introducem vectorul de stare (la momentul t), x = (x1,29,23,74) € R*,
definit prin egalitatile:

x1(t) = r(t) —c, xa(t) = ' (t), 3(t) = c(0(t) — wt), x4(t) = (0 (t) — w).

Deducem acum ecuatiile de miscare (in spatiul starilor):

/ /
Ty = 1 =129

2
g = (@) = oro) (Brw) oy

71‘1 o2 + uq

Ty = T4
219
¥y = ¢ =c|-
r

Sistemul diferential obtinut (in necunoscutele xi,x9,x3,x4) este neliniar;
pentru a-l putea studia, liniarizam ecuatiile (dezvoltand in serie Taylor in
jurul originii membrul drept al fiecarei ecuatii si pastrand termenii de gradul
intai):

) 2 T4
+uy | = —c T2 (——i—w)—{—CUQ
1 +c c

.'1:1 = I9
m’Q = 3w’z + 2wxs +uy
l'g = T4
:rﬁl = —2wx9 + us
Fie matricele
0 1 0 0 0 0
302 0 0 2w 10 1 000
A= 0 0 0 1 B = 0 0 ’C_<0010>
0 —2w 0 0 0 1

Fie ya(t) = r(t) — t = 21(t) si () = c(B(t) — wt) = z3(1).
Atunci sistemul v = (u1,u2) — (y1,y2 = y se scrie sub forma sistemului
dinamic (1 punct):

2 = Ax + Bu , y = Cux.
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Pentru a studia controlabilitatea gi observabilitatea sistemului, calculam ma-
tricele de controlabilitate gi observabilitate (2 puncte):

00 1 0 0 2w —w? 0
r_| 10 0 2 —w? 0 0 —2w
“loo o 1 —2uw 0 0 —4w?
01 —2w 0 0 —4uw? 2w 0
1 000 3w2 0 0 —6uw?
o_| 0010 0 -2 —w? 0
“l o100 o0 0 0 0
0001 2w 0 0 —4w?

Rangurile matricelor R si Q sunt amandoua 4 si deci sistemul este si contro-
labil si observabil (in ipoteza ca amandoua comenzile u; si ug sunt accesibile
si, respectiv, se cunosc amandoua iesirile y; i y2).

Sa presupunem acum ca una din cele doud comenzi lipseste.

Daca u; = 0, (adica lipseste comanda radiald), atunci:

0 0 0 2w 0
0 0 2w 0 —2w3

B= 0]’ R = 0 1 0 —4 w?
1 1 0 —4uw? 0

Se observa ca gi in acest caz rangul matricei R este 4, deci migcarea satelit-
ului poate fi controlata numai prin comanda tangentiala.
Daca ug = 0, (deci lipseste comanda tangentiala), atunci:

0 0 1 0 —w?

1 1 0 —-w? 0
B= 0|’ R= 0 0 —2w 0

0 0 2w 0 2u3

In acest caz, rangul matricei R este 3, deci satelitul nu poate fi controlat
numai prin comanda radiala.

Lasam ca exercitiu urmatoarele afirmatii:

Daca se cunoagte numai y;, atunci satelitul nu este observabil (radial) (1
punct).

Daca se cunoaste numai yg, atunci satelitul este observabil (tangential) (1
punct).

5.Sistemul dinamic liniar
Fie spatiul Hilbert L2(R). si fie matricele A, B, C ca in exemplul 14 (ii) din
Cap. 7. 03. In plus, vom presupune ca matricea A este stabila, adica valorile
proprii ale lui A sunt toate in semiplanul stang: {z =a+ib€ C;a < 0}.
Pentru orice u € L?(R), consideram sistemul diferentjial:

2'(t) = Az(t) + Bu(t),
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tlim x(t) = 0. Atunci solutia (unicd) a problemei
——00
Cauchy de mai sus este:

cu conditia initiala

z(t) = /t A7) Bu(r)dr.

—0oQ
Sistemul dinamic liniar pe R este, prin definitie, operatorul
D: L*(R) — L*(R), Du = Cx.
Sa se demonstreze ca descompunerea canonica (in sensul definitiei 13, Cap.03)

este {(R™, A, 0;) ; t € R}, unde:

At L? = R™, \u = / A7) Bu(r)dr,

—00

CeAlt=7¢  dack 7>t

0; : R* — LZ(R)7 (0:6)(T) = { 0, daca 7 <t

Solutie Analog cu exemplul 14(ii) Cap.7.03.

6. Sistemul discret (sistem ”diferenta”)
Analogul discret al exemplului anterior este definit dupa cum urmeaza (a se
vedea si exemplul 14 (ii), Cap.7.03). Fie matricele A, B, C ca mai sus si fie
u € /2(N). Fie 2 : N — RP solutia recurentei:

z(k+1) = Az(k) + Bu(k), z(0) = 0.
Sistemul diferenta este operatorul liniar si continuu
2(N) 3 u — y € (*(N), unde, y(k) = Cz(k),Vk € N.

Este ugor de demonstrat ca

k—1
y(k) = Cx(k) =C> A/Bu(k —1-j), Vk > 1.
7=0

Spatiul starilor este X = R™, Vk € N si:
Mt 2(N) = R®, Mou = x(k),

CAITFe  j>k

0, : R® — (2(N), (ekf)(j):{ 0 j<k-—1

Sa se demonstreze ca (X, Ak, Ok )ken este o descompunere in sensul definitiei
13, Cap. 7.03.
Solutie Analog cu exemplul 14(ii) Cap.7.03.
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15.8 Capitol MF.08. Camp de probabilitate.

15.8.1 Exercitii si probleme rezolvate.

1). Fie @ = {1,2,3} si A =P (). Sa se arate ca exista o probabilitate
P:A—0,1]] cuzx=P{1,2},y = P{2,3} ,z = P{1,3} daca si numai
dacd z,y,z € [0,1] siz+y+ 2= 2.

Solutie si barem.

Din oficiu .... 1 punct.

Necesitatea conditiei.

Fie P o probabilitate. Evident x,y,z € [0,1]. ... 1 punct.

Avem z = P{1} + P{2},y = P{2} + P{3},z = P{1} + P{3} ... 2

puncte.

Deciz+y+2z=2(P{1}+ P{2} + P{3}) =2... 1 punct.

Suficienta conditier.

Fie z,y, z satisfacand conditiile z,y,z € [0,1] si z+y+2z = 2 ... 1 punct.

Definim P{1} =1—-y,P{2} =1—2,P{3} =1 — ... 1 punct.

Rezulta P{1}+ P{2} +P{3} =3—(z+y+2) =3—2=1... 1 punct.

Deci avem o repartitie de probabilitate pe €2 care genereaza o probabili-
tate P. 1 punct.

P{1,2} = (1—-y)+(1-2) =2—-(y+2) =2—-(2—x) = z etc...

1punct.

2). a). Fie (Q, A, P) un camp de probabilitate, A, B,C € A astfel incat

P(ANB)#0.SasearatecaP(ANBNC)=P(A)P(B|A)P(C|ANB).
b). O urna contine a bile albe gi b bile negre. Care este probabili-

tatea ca In trei extractii succesive fara a pune bila Inapoi sa se obtina doar
bile albe.

Solutie.

a). Conditiile de existenta pentru probabilitatile conditionate sunt indeplinite.
Avem :

P(AnBNC)=P((ANnB)NC)=P(ANB)P(C|ANB) =
=P(A)P(B|A)P(C|ANB).

b). Fie A, B,C evenimentele extragerii de bile albe la prima, la a doua
si la a treia extragere. Avem :

P(A)=%,P(B|A)=255,P(C|ANB) = ;%2.

Folosind a) deducem P (ANBNC) = 4 ai;il aiﬁT

3). Se joaca urmatorul joc: la o aruncare a monedei un jucator castiga o
unitate de capital daca prevede corect rezultatul aruncarii si pierde o unitate
de capital in celalalt caz. Jucatorul porneste cu x > 0 unitati de capital iar
jocul se opreste daca jucatorul ajunge fie la 0 unitati (se ruineaza) fielaa > x
unitati. Presupunand moneda ”corecta” sa se determine p (x) probabilitatea
de ruinare a jucatorului.
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Solutie.

p (z + 1) poate fi interpretata ca probabiltatea de ruinare conditionata de
cagtigarea primului joc iar p (z — 1) ca probabiltatea de ruinare conditionata
de pierderea primului joc. Probabilitatea de aparitie a unei fete a monedei
fiind % formula probabilitatii totale (tindnd cont ca evenimentele aparitiei
celor doud fete formeaza un sistem complet) ne da relatia p (z) = 3 (p (z + 1) + p (z — 1))
pentru z = 1,2,...,a — 1 impreuna cu conditiile p (0) = 1,p(a) = 0. Avem
de rezolvat recurenta p(x 4+ 1) = 2p(x) — p(z — 1) in conditiile precizate.
Notand g (z) = p(x) — p(z — 1) obtinem relatia ¢(z + 1) = g (z) si deci
g(x) =q(1l) sidecip(z) =p(x—1)+ p(1)— p(0). Adundnd membru cu
membru gasim relatia

p(z) =z p(l) —x + 1 si folosind conditia p (a) = 0 rezulta, in definitiv
pz)=1-12.

15.8.2 Exercitii si probleme propuse.

1). Fie p un numar prim. Consideram campul de probabilitate (2, A, P)
unde Q = {1,2,...,p} , A =P () iar P este egal probabilitatea. Sa se arate
ca daca evenimentele A, B sunt independente atunci cel putin unul dintre
ele este Q sau 0.

Réaspuns. Se aplica definitia independentei.

2). La un examen sunt n bilete dintre care m sunt considerate ”ugoare”.
Studentii vin pe rand sa ia cate un bilet (care nu se mai introduce in teanc).
Dintre primii doi studenti, care are ”"sansa” mai mare sa ia un bilet usor?

Raspuns. Sansele (exprimate ca probabilitati) sunt egale (7).

3). Doi arcasi trag asupra unei tinte cate o sageata. Probabilitatea ca
primul sa loveasca tinta este 0,8 iar pentru cel de al doilea 0,4. Dupa efec-
tuarea tragerii, In tinta se gaseste o singura sigeta. Care este probabilitatea
ca aceasta sa fie a primului arcag 7

5 6
Raspuns. =.

4) Fie (2, A, P) un camp de probabilitate si Aj, A, ..., A, € A. S& se

arate ci: P(UA;) =Y P(A) = > P(A;NA)+ Y P(ANA;NA) -
i=1 1<J 1<j<k
A+ (—D)"TTP (AN AN N Ay)
Raspuns. Se poate utiliza inductia.

5). O societate compusa din n perechi sot -sotie danseaza. Formarea
perechilor la dans este egal probabilid. Care este limita, cand n — oo a
probabilitatii ca nici o pereche care danseaza sa nu fie sot -sotie?

Réaspuns. % (indicatie: este util a se folosi exercitiul precedent).
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15.9 Capitol MF.09 Variabile aleatoare.

15.9.1 Exercitii si probleme rezolvate

1) Timpul de agteptare (in minute) la o statie de autobuz este o v.a X
cu functia de repartitie I’ data de: F'(z) = 0,2 <0, F (z) = §,z € (0,1],
F(z)=1%12€ (1,2, F(z) =%,2 € (2,4] si F () = 1,4 < 2. Si se arate ca
F este o functie de repartitie si sa se calculeze:

i) probabilitatea ca un calator sa astepte mai mult de 3 minute.

ii) probabilitatea ca un calator sa agtepte mai putin de 3 minute stiind
ca a agteptat mai mult de un minut.

Solutie si barem.

Din oficiu.... 1 punct.

F trebuie sa fie crescatoare, cu valori in [0, 1], continud la stanga, cu
limita 0 la —oo si cu limita 1 la infinit... 2 puncte.

F satisface, evident aceste conditii (chiar mai mult F' este continua si
derivabila cu exceptia unui numar finit de puncte)... 1,5 puncte.

Pentru punctul i) trebuie calculata P(X > 3)... 0,5 puncte.

Functia F fiind continua rezultd ca P(X >3)=1—-P(X <3)=1—
F(3) caci P(X =3) =0... 1,5 puncte.

Avem deci P(X >3)=1-32=1.. 1 punct.

Pentru punctul ii) trebuie calculata P (X <3| X > 1)... 0,5 puncte.

P(X<3|X>1)= P()Iif;’jif” = Pg&)iﬁ)... 1 punct.

Infinal P(X <3| X >1)=1 .. 1 punct.

2). V.adiscreta X iavalorile 1,2, ..., n, ... cu probabilitatile p, = P (X =n) =
e (1— e*a)"_lunde a > 0 este o constanta. Sa se verifice ca repartitia de
probabilitate este corecta si sa se calculeze M [X] si D [X].

Solutie.

oo
Pentru corectitudine trebuie ca p, € [0,1],Yn > 1 si an = 1. Prima

n=1
o0
conditie este clara; pentru cea de a doua avem: Ze‘o‘ (1 — e_o‘)n_l =
n=1
o) L 1
e @ l—e )" =g ———_ — 1 (s-a folosit suma seriei geo-
nzl ( ) 1—(1—e) ( g
metrice).
(o]

Pentru existenta si calculul mediei trebuie considerata seria g np, =

n=1

o0 o
— —a\n—1 o . o . . . —_
e @ E n (1 —e O‘) . S& consideram seria de puteri seria E nz""! pentru
n=1 n=1
x € (0,1). Se stie ca aceasta serie este convergenta gi suma sa este derivata
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- 1 - 1
sumei seriei geometrice " = . Deci nz" ! = ——— . Deci
8 nz:l 11—z nz:l (1—z)?
M [X] exista si M [X] = e @ = e

Pentru existenta si calculul dispersiei trebuie aratat ca X are moment
de ordinul 2, mq [X] si aplicatd formula D [X] = mg [X] — M [X]?. Trebuie

oo
. o . _ —a\n—1 . . . .
considerata seria e™® g n? (1 —e O‘) si la fel ca mai sus seria de puteri

n=1

oo oo
E n?z"1; suma acestei serii (z € (0,1)) este derivata sumei seriei g nx".
n=1

n=1

o0

Calcule analoage celor de mai sus duc la mgy [X] = e_O‘Zn2 (1 — e_o‘)n_1 =
n=1

e (2—e™®) etc.

3). Se da functia f : R — R, f(x) = 1— |1 — x| pentru = € (0,2) si
f(x) = 0 1n rest. Sa se arate ca f este o densitate de repartitie si sa se
calculeze media si dispersia unei v.a X continue cu densitatea f.

Solutie.

S& caleulam [ f (z)dx = [} wdz + [} (2 —x)dz = 1 + 1 = 1; celelate
conditii pentru densitate sunt clare.

Pentru medie avem M [X] = [ af (x) dz = fol x2dﬂs+f12 r(2—x)dr =
2

Mai departe mg [X] = [ 2?f (z)dx = fol 3dx + f12 22 (2 —x2)dr = 1
ete.

15.9.2 Exercitii si probleme propuse.

1). V.a X are densitatea de repartitie nula in afara intervalului [0, a]

iar pe intervalul [0, a] graficul densitatii este un segment de dreaptd cu o

extremitate in punctul (a,0). S& se determine functia de repartitie, media,
dispersia v.a X si P (% <X < a).

Raspuns. F(z) = 0,2 <0, F(z) =2(2-2

2 <X < a) =

1,.’IJ>G;M[X]:%7D[X}:CIL8’P(

,x € (0,a] i F(z) =

W= S~

_ lz—a]

. . E: o .
2). Fiea > 0si f(x) = %e « ,x € R. Sa se arate ca f este o
densitate de repartitie si sa se calculeze media si dispersia unei v.a X cu

densitatea f.
Raspuns. M [X] =a , D[X] = 2a°.

3) V.a discretda X ia valorile —1,0,1 cu probabilitatile P (X = —1) =
0,2,P(X=0)=0,3s1 P(X =1)=p. Sa se determine:

p, M [X], M [3X],M [X +1], M [X?].

Réspuns. p =0,5, M[X]=0,3, M[3X]=0,9, M[X+1] =1,3,
M [X?] =0,7.
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k

4) V.a discreta X ia valori in N astfel incat pp, = P (X =k) = (aﬁﬁ
unde a > 0 este o constanta. V.a Y ia valorile 1,2, ...,99 cu egala probabil-
itate. Sa se calculeze M [X + Y.

Raspuns. a + 51.

15.10 Capitol MF.10. Legi de probabilitate.

15.10.1 Exercitii si probleme rezolvate.

1) V.a X este uniform repartizata in intervalul (—1,1). Sa se determine
densitatea de repartitie a v.a Y = eX si M [Y].
Solutie si barem.

Din oficiu ... 1 punct.
V.a 'Y este definitd astfel: ¥ (w) = eX(®) pentru orice w € Q ... 1
punct.

Densitatea de repartitie a v.a X este f (z) = 4,2 € (=1,1) si f () =0
in rest ... 1 punct.

Functia de repartitie a v.a X va fi Fx (z) =0,z € (—o0, —1] , Fx (z) =
oz e (-1,1] s Fx (z) = 1,1 < z... 1 punct.

P(eX <y) = P(X <Ilny) dacda y > 0l 0in rest. Dar —1 < lny < 1
inseamna é <y<e.. 2 puncte.

Deci Fy (y) = lnyTH dacd 1 <y < esi Fy(y) = 0 in rest ... 1
punct.

Deducem densitatea v.a Y : g (y) = i,% <y<esig(y)=01n rest ..
2 puncte.

M[Y]= fg tdy=1(e-1) . 1 punct.

2). V.a X este N (0,0) repartizata si 0 < a < b. Sa se determine o astfel
incat P (a < X < b) sa fie maxima.
Solutie.
V.a < este N (0,1) repartizata. Deci P(a < X <b) =P (2 <2 < g) =
b 22 22
P (L)-@(2) = \/% (f"oo e"zde— [* e_2dx>. Considerand P (a < X < b)
ca o functie de ¢ > 0 cautam extremele cu ajutorul derivatei.

2 a2
Avem L (P(a< X <)) = \/% <e2€r2 (—U—bg) —e 257 (—0“2)> Conditia

b2 2

. . v —— —a_ 2_q2
de anulare a derivatei di be 207 = ae 207 de unde 0 = /5% . Se
2(Inb—Ina)
verifica apoi ca acesta este un punct de maxim (global).

3) Probabilitatea lovirii unei tinte dintr-o singurad tragere este 0.001.
Aproximand repartitia binomiala cu o repartitie Poisson si se determine
probabilitatea lovirii tintei de cel putin doua ori in 5000 de trageri indepen-
dente.
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Solutie.

Parametrul legii Poisson va fi A = np = 5000 x 0,001 = 5. Avem de
calculat 1 — pg — p1 (probabilitatea ca v.a Poisson s& ia valori > 2).

po =€~ ° , p; = 5e~9 deci probabilitatea cautati va fi 1 — 6e > care este
aproximativ 0, 96.

15.10.2 Exercitii si probleme propuse.

1) Fie X o v.a cu functia de repartitie F' continua (ca functie de o
variabild). Sa se arate ca v.a Y = F (X) este uniform repartizata in (0,1).

2) V.a X urmeaza legea N (2,2). Sa se exprime cu ajutorul functiei ®
probabilitatile P (0 < X < 3) si P (|X]| < 1) si sa se calculze folosind tabele.

Raspuns. P(0< X <3)=® (%) —®(—1) =0,53 etc.

3) V.a X este uniform distribuita in (0, 1). Sa se determine repartitia v.a
[nX]+1 unde n > 1 este un numar natural fixat iar [z] este partea intreaga
a numarului z.

Raspuns. Egal probabilitate pe {1,2,...,n}.

4) Un garaj deservesgte 70 de camioane. Probabilitatea ca, intr-un an, un
camion sa intre in reparatie este 0,3 gi intrarea in reparatie a unui camion
nu influenteaza intrarea celorlalte. Care este media de camioane in reparatie
intr-un an?

Raspuns. 21.

15.11 Capitol MF.11. Vectori aleatori.

15.11.1 Exercitii si probleme rezolvate.

1). O urna contine a bile albe si b bile negre. Se extrage succesiv cate
o bila fara reintroducere. Fie X7 v.a care ia valoarea 1 daca, la prima
extragere, bila este alba si 0 daca, la prima extragere bila este neagra si Xo
v.a definita similar dar pentru cea de a doua extragere.

i) Sa se determine repartitiile v.a X7, Xo si mediile acestor v.a.

ii) Sa se calculeze repartitia vectorului aleator (Xi,Xs) si covarianta
Ky 2, pentrua =2,b = 3.

iii) S& se calculeze D [X; + X2] (a =2,b = 3).

iv) Daca se extrag doua bile simultan, comparati probabilitatea ca aces-
tea sa fie albe cu probabilitatea sa obtinem doua bile albe succesiv.

Solutie si barem.

Din oficiu; 1 punct.

)P (X1=1)= P(X;=0)= -t deci M [X;] =

s 1 punct.

a a .
a+b’ a+b’
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folosind formula probabilitatii totale avem P (X =1) =

b a _
ATt = a+b deci M [X;] =

a
a+b a+b—1 +

a .
Pt 2 puncte.

i) P(X1=0,X2=0) = P(X1=0)P(Xo=0]|X;=0) = 22 = 2.
Similar se deduc: P(X1 =0,Xo=1)=3,P(X1=1,X2=0) 3,
P(Xi1=1,X,=1)=1; 2 puncte.

Avem Ky 5, = M [X1X2] — M [X1]| M [X9] ; 0,5 puncte.

Evident M [X1Xo] = 75 deci K0y = 15 — 55 = — 25 0,5 puncte.

111) D [Xl + XQ] D [ 1] + D [XQ] + 2Km1x2; 1 punct.

DXi]=D[Xo]=2—-4=25; 0,5 puncte.

DX+ Xo] = 12 5% = 295; 0,5 puncte.

iv) Daca notam cu p probabilitatea ca bilele extrase simultan sa fie albe
avem p = 003 (aig?ajg = P(X;=1,X2=1); 1 punct.

a+b

2) Fie (X,Y) un vector aleator cu densitatea de repartitie comuna f (z,y) =
%, (z,y) €[0,2] x[0,2] si f(x,y) =0 in rest. Sa se calculeze:

HDP(X<LY <1).

i) P(X+Y <1).

i) P(X +Y >2).

Solutjie.

Se verifica, pentru orice eventualitate, ca f este o densitate (pozitiva,
integrala pe R? egala cu 1). Apoi avem :

Px<ty<iy=['_['_ f (z,y)dody = [} [} tdedy =1, P(X +Y <1) =

ffxﬂqu(x y)d:vdy—4f0 da: dy—%.

Pentru iii) observam ca P (X + Y >2)=1-P(X +Y <2)giprocedam
ca mai sus. Obtinem P(X +Y >2) = 1

3) V.a X, Y sunt independente si repartizate N (2, 1) respectiv N (—3,2).
Sa se calculeze:

i) P(X <2,Y <-3).

i) P(Y < X —5).

Solutie.

i) P(X<2Y<-3)=P(X <2)P(Y < —-3) (independenta). Fiindca

legea normala este simetrica in raport cu media, obtinem: P (X <2V < —3) =
11 _1
22 — 1°
_(@-2)2 (y+3>
HPY<X-5)= ?1\/5 Jyewse” 2 € dzdy (independentd).

Dreapta y = x — 5 trece prin punctul (2, —3) (coordonatele mediilor) si din
ratiuni de simetrie obtinem P (Y < X —5) = 1.
15.11.2 Exercitii si probleme propuse.

1) Fie X, Y v.aindependente si la fel repartizate care iau valorile 1,2, ..., n
cu probabilitatile p,, = 2% Sa se calculeze:
i) P(min{X,Y} <k).

g oo
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i) P(Y > X),P(X=Y).

Raspuns.
: 1
.o 1 1
11) 35 3"

2) V.a (X,Y) are densitatea de repartitie comuna f (z,y) = e~ @+9) ¢y >
0si f(z,y) =0 1n rest. Sa se calculeze:

HDP(X<LY<1).

i) P(X+Y >2).

Raspuns. )
D (1-3)"
i) 5.

3) Fie X,Y exponential repartizate cu parametrii A respectiv p (A # )
si independente. Sa se calculeze densitatea v.a Z = X +Y.

Raspuns.

fz(x) = % (e — e r) 2z > 0.

4) V.a continud X are densitatea f. Fie Y = X?2. Si se determine
functia de repartitie F' a vectorului aleator (X,Y).

Raspuns.

F(r,y) = 0 daca y < 0 sau daca y > 0si z < fy; F(zr,y) =

f_‘(%f(x)d:pdacéy>0§im>\/’y;F(x,y):ffﬂf(x)dxdacéy>0§i
Yy <z <.y

15.12 Capitol MF.12. Legea numerelor mari.

15.12.1 Exercitii si probleme rezolvate.

1) Se noteaza &, frecventa relativa de aparitie, la aruncarea de n ori, a
unei fette fixate a unei monede. Sa se determine n astfel incat P (|§n — %‘ < ﬁ) >
0,99.

Solutie si barem.

Din oficiu; 1 punct.
Consideram v.a X care ia doar doua valori, 1 daca apare fata respec-
tiva si 0 in caz contrar. Clar, X ia valoarea 1 cu probabilitatea % Daca

X1,Xo,..., X, sunt independente si avand aceeasi repartitie ca X atunci

&, = —X1+X2:"'+X” : 2 puncte.
M[X]=3sD[X] =1 2 puncte.
Inegalitatea Cebigev da P (|£n — %‘ < ﬁ) >1-— 735514 =1- ﬁ =
— %; 3 puncte.

Conditia este 1 — % > % care di n > 25-10%; 2 puncte.
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2) Fie (X,), un sir de v.a independente astfel incat P (X, =n®) =
n

P(X,=-n% = J unde o € R este o constanti. Si se arate ci pentru
a < ; sirul verifica legea numerelor mari.

Solutgie.

M [X,] = 0 pentru orice n. Rezultd ci D[X,] = M [X}] = n**.
Inegalitatea Cebisev da P (| X7+ Xo+ ...+ X,| > ¢) < D[XIJF?;QEJ; el =
% Trebuie calculata limita le 1“2&%, in vederea

(i1

aplicarii lemei Cesaro-Stolz consideram lim
n—oo 2n+1

Dacd o < § aceastd limita este 0 deci lim P (| X1 + Xo + ... + Xp| > €) =
n—oo

3) Cu ce probabilitate putem afirma ca, din 100 de aruncari ale unei
monede, o fatd anume apare de un numar de ori intre 40 si 60 7

Solutie.
2
Avem lgn P (a < X1+X2\7%X”_"p < b> rf e~ Tdt = O (b) —

® (a) (Moivre-Laplace). In altd forma putem scrie
nh_}rgo P(a </ (W -p) < b) =& (b) — @ (a). In cazul de
fata vom aproxima, pentru n = 100, P (a <, /ﬁ (W — p) < b)

cud® (b)— (a). Avemp—q—2§11/——20 Deducem a = 20 (0,4 — 0,5) =
—2,b=20(0,6 —0,5) = 2. Din tabele se deduce ¢ (2) — ® (—2) = 0, 954.

15.12.2 Exercitii si probleme propuse.

1) Fie (Xp;),>, un sir de v.a independente astfel incat P (X,, =n) =

P(X,=-n) = m,P(Xn =0)=1- nlnn‘ Sa se arate ca acest sir
satisface legea numerelor mari.
Raspuns. = DX,
. D[X

2). De cate ori este suficient sa se arunce un zar astfel incat sa se poata
afirma ca fata 3 apare cu probabiliatea 0,99 7

Raspuns.

Aproximativ 370.

3) Fie (X»),>; un sir de v.a independente astfel incat X, ia valorile
—n+1,...,0,...,n—1,n cu probabilitatile P (X,, = k) = P(X,, = —k) =
3k3,k # 0 s P(Xn =0)=1-— % (1+ 2% +..+ n—lg) Sa se arate ca sirul dat
satisface legea numerelor mari.
Raspuns.

Se arata ca lim
n—oo

DX _ g,
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4) V.a discreta X ia valori naturale cu probabilitatile p, = P (X =n) =
1

n v . . . . (v} .
?2% Sa se determine functia caracteristica si M [X].

Raspuns.
o0

gx (t) = Zeit”pn = eQ(EZt_l) gy (t) = 2ieite(¢" 1) si deci gy (0) = 2i
0

de unde M [X] = % =2,

15.13 Capitol MF.13. Lanturi Markov.

15.13.1 Exercitii si probleme rezolvate.

1). Se considera un lant Markov cu doud stari notate 1 respectiv 2, cu

conditia initiala p = (a, 3),a + B = 1 matricea de trecere IT = < z g >

p+qg=1,pe(0,1).

i) Sa se calculeze matricea de trecere in doi pasi.

ii) S& se calculeze probabllltatlle Py (2), P> (2) de a fi in stare 1 respectiv
2 in doi pagi pentru a = 3,5

1 1 —q)" 1 -1
iii) Sa se arate prin induci;ie ca Il" = % ( ) + @ 2q) < 1 >

1 1 1
si cu notatii ca in ii) sa se calculeze lim P; (n), lim P (n).
n—oo n—oo
iv) Sa se calculeze P (Xo=1| Xy =1).
Solutie gi barem.

Din oficiu; 1 punct.
2, .2
. +9>  2pq >
i) 112 = P ; 1 punct.
) ( 2pq p2 + qz b

ii) Folosind formula probabilitatii totale avem Py (2) = % (p? + %) +
Zopqg =3 (0 + 9> +4pq) , P> (2) = 12pq + 2 (p? + ¢?) etc; 2 puncte.
iii) Se verifica pentru n = 1 gi apoi presupunand relatia adevarata pentru

n se Inmulteste cu II etc; 1 punct.
Deducem P (n) = %+% Py(n) = %—%; 1 punct.
lim Py (n) = lim P (n) = 3; 1 punct.
n—o0 n—oo
iv) Folosim formula Bayes P(Xo=1| Xy =1) = P(Xo= 11)3](3)(();2 1)1|X° DR
2 puncte.
Obtinem P (Xo=1| X =1) = %; 1 punct.

2) Se arunca, in mod repetat, un zar.

i) Fie X,, v.a "cel mai mare numéar aparut pana la a n-aruncare”.

ii) Fie N,, v.a "numarul de fete 3 aparute pana la a n-aruncare”.

Sa se studieze daca girurile respective genereaza lanturi Markov spe-
cificandu-se, In caz afirmativ, matricea de trecere.

Solutie.
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i) Daca Y,, este v.a 7 numarul aparut la a n-aruncare, atunci X, +; =
max { X, Y,+1} astfel cd avem un lant Markov (indiferent de o conditie

2

initiala fixata). Matricea de trecere va fi p (i,j) = 0,5 <i,p(i,j) = §,i =j
§1p(7’7]) = %J <J.

ii) Sirul genereaza un lant Markov (nu cu un numar finit de stari) si
p(i,j) = %,j =i+1,p(i,j) = %,i =4, p(i,7) = 0,in rest. Matricea de
trecere este ”infinita ” in acest caz.

3) Intr-un lant Markov starea j este accesibili din starea i dac existi
n > 1 astfel incat p (n,i,75) > 0.

i) Sa se arate ca relatia ” j este accesibila din starea i 7 este tranzitiva.

i) In ce caz intr-un lant Markov cu doui stéri starea 1 nu este accesibil
din ea Insasi ?

Solutie.

i) Fie j este accesibila din starea i si k este accesibild din starea j ,
p(n,i,j) > 0,p(m,j,k) > 0. Conform relatiei Chapman - Kolmogorov
avem p(m+mn,i, k) > p(n,i,j)p(m,j,k) > 0 deci starea k este accesibila
din starea .

ii) Matricea de trecere II trebuie sa aiba forma ( g 5 ) cu = 1.

i

Daca a # 0 atunci starea 2 ar fi accesibila din starea 1 si starea 1 ar fi
accesibila din starea 2 deci prin tranzitivitate starea 1 ar fi accesibila din ea
0 1

0 1 ) Conditia este si suficienta.

insasi. Deci necesar o =0 i II = (

15.13.2 Exercitii si probleme propuse.

1 1 1
111
1). Un lant Markov are matricea de trecere II = % % % . Care
o v . i) . i ~ 5 6 .
este numarul de stari 7 Sa se calculeze matricea de trecere in 3 pagi.
Raspuns.
1 1 1
i i ¢
3, L 11
tif
2 3 6

2). Fie (X,,),, un lant Markov cu multimea de stari S. Un eveniment este
anterior momentuluin > 0 daci este de forma A = {(Xo, X1, .., Xpn) €M C S”“}
. Sase arate cad P (Xp41 = in+1 | Xn =in, A) = P (Xpt1 = in+1 | Xn = in).

Raspuns.
Indicatie: P (X, = in, A) = > P(Xp = in, Xne1 = in_1,..., Xo = io)
(30,81 5veyin—1,in)EM
(ip, fixat).

3). Sa se scrie matricea de trecere a mersului la intamplare cu starile
0,1,2,3,4 si cu frontiere (0 si 4) absorbante.
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Raspuns.
Pentru p+ ¢ =1,

01 2 3 4
0 1 0 00O
1 p 0 g 0O
2 0 p 0 g O
3 0 0 p 0 ¢
4 0 00 01

4). Fie procesul stochastic X (t) = At + B,t > 0 unde v.a A este
N (0,1) repartizata, v.a B este uniform repartizata in (0,1) si v.a A si B
sunt independente. Sa se determine media procesului si functia de corelatie.

Raspuns.

M[X (t)] =%, R(ts) =cov(At + B,As+ B) = ts + .

15.14 Capitol MF.13. Statistica Matematica.

15.14.1 Exercitii si probleme rezolvate.

1) i) Sa se determine un interval de incredere pentru parametrul o2 al
legii normale N (m, ) cu m cunoscut folosind repartitia x?.

ii) Sa se determine un interval de incredere 95% pentru N(1,0) , n = 10
si datele z; : 1,3;0,9;1,1;0,8;1,3;0,8;1,1;0,9;0,6; 1, 4.

Solutie gi barem.

Din oficiu; 1 punct.

i) Daca X este N (m, o) repartizata atunci X;m este N (0, 1) repartizata;
1,5 puncte.

Rezulta, pentru o selectie (X1, X2, ..., X,,) asupra v.a X ca

Y =% [(Xl —m)? + (Xy—m) 4+ .. + (X, — m)z} este x? (n) reparti-
zata; 1,5 puncte.

Fie a € (0,1); se pot determina a,b (utilizdind tabela) astfel incat
P(Y >b) =152 P >a) =42 rezultd P(a <Y <b) = o; 2
puncte.

Avem a < 2 [(Xl —m)i 4+ (Xo—m)P 4 ...+ (X, — m)ﬂ < b daca si
[(Xlfm)2+(X27m)2+A..+(Xn7m)2]

numai daca - <o’ < [(Xl7m)2+(X2772)2+"'+(Xn7m)2]
care este un interval de incredere 100a% pentru o2; 1 punct.

i) Se calculeaza 3 (z; — 1)* = 0,62; 1 punct.

Din tabele a = 20,58,b = 3, 25; 1 punct.

In definitiv se obtine intervalul (0,03,0,19); 1 punct.

2) Se considera experimentul aleator ce constd din aruncarea a 12 zaruri.
Fie X v.a "numarul de zaruri cu fetele 4,5 sau 6. Se considera o selectie
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de volum n = 4096 asupra v.a X gi se noteaza IN; numarul de aparitii ale
valorii X =4 =0,1,...,12. O realizare a selectiei este:

t 001 2 3 4 ) 6 7 8 9 10 11 12 total
N; 0 7 60 198 430 731 948 847 536 257 71 11 0 n=4096

i) Sa se reprezinte in plan punctele (i, %) ;0 == 0,1,...,12 si sa se
calculeze media de selectie corespunzatoare realizarii.

ii) Ce lege teoretica urmeaza v.a X 7 Sa se determine ¢ astfel incat
P(|X —m| <e) = 0,998 (unde m este media teoretica a v.a X) si sa se
compare cu abaterea mediei de selectie de la media teoretica.

Solutie.
Ny

i) Se calculeaza %,z’ == 0,1,...,12; de exemplu <1 = 0,001,% =
0,0146 etc. Media de selectie este 6,1389.

ii) Teoretic, v.a X este B (12, ) repartizatd, deci M [X] =121 = 6
jar D[X] = 12- 1 = 3. Aproximand v.a \/@(W —6) cu
legea normala N (0, 1) si folosind tabela pentru functia ® gasim € = 0, 083.

Constatand ca abaterea mediei de selectie de la media teoretica este 6, 1389—
6 = 0, 1389 rezulta ca evenimentul observat (realizarea) este putin probabil.

3) (Regresie liniara). i) Fie X,Y € L? dou# v.a pe un cAmp de probabil-
itate. Sa se determine a,b € R astfel incat M |(Y —aX — b)z] sa fie minima

(aproximare in medie patratica a v.a Y cu o v.a aX +b). In particular sa
se studieze cazul in care campul de probabilitate este ”egal probabilitatea”
pe o multime cu n elemente.

Solutie. Vom presupune D [X] # 0.  Pentru simplificarea calculului
consideram, la inceput, situatia M [X]| = M [Y] = 0 (variabile centrate).
Avem M [(Y —aX — b)?| = M [Y?] —2aM [XY]+a?M [X?] +b*. Minimul

. 0w o MIXY] _ M[XY] 3 .
se obtine pentru b =0 si a = MX7 = DIX] In cazul general scriem Y —
aX-b=Y-MI[Y]|-a(X — M [X])+M [Y]—aM [X]—bsi aplicam rezultatul
precedent pentru varaibilele centrate Y — M [Y], X — M [X]. Obtinem a =

O 5 b= M[Y] - aM [X]. Dreapta y — M[Y] = <5 (@ — M [X))

se numeste dreapta de regresie a v.a Y pe X.

Pentru cazul egal probabil X ia valorile z1, zs, ..., £, cu aceeasi probabil-
itate % si analog pentru Y si y1, 92, ..., yn. Notand T respectiv iy mediile arit-

metice corespunzatoare vom avea a = W
-

de regresie corespunzatoare. Pentru ca, in acest caz, determinarea numerelor
n

a,b revine la determinarea minimului functiei d?(a,b) = Z (yi —ax; — b)2
i=1
dreapta de regresie se mai numeste si dreapta celor mai mici patrate.

si b=y — ax si dreapta
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15.14.2 Exercitii si probleme propuse.

1) i) Fie v.a X repartizata N (0,1) si (ca de obicei) ® functia ei de
repartitie. Aratati cd functia ® aplica bijectiv R pe (0,1) si daca o € (0,1)
dacd to = @71 (2) atunci P (|X| <t) =a.

ii) Sa se arate ca, data o selectie (X1, Xo, ..., X;,) asupra unei v.a X cu
repartitie normala N (6,60) atunci un interval de incredere 100a% pentru

parametrul § are forma ; X T X ) unde X = w
tom T Um

Raspuns. i) Se foloseste relatia ® (¢) + & (—¢) = 1.

.. X v X-0
ii) V.a /n¥52 este N (0,1) repartizata si P <\/ﬁ| 7 | < ta> = « etc.

2) S-au efectuat n = 4000 de experiente in care evenimentele A, B,C' ,
care constituie un sistem complet de evenimente, s-au realizat de 1905, 1015, 1080
ori. Dat pragul de semnificatie 0,05 sa se testeze ipoteza p; = P (A) = %,
p2=P(B)=1%p3=P(C) =1

Rispuns. Se foloseste testul x2. Se obtine, din date, x> = 11,13 si din
tabele x2 (2) = 5,99. Ipoteza se respinge.

3) Fie (X1, X2,...,Xy) o selectie asupra v.a X repartizata N (6,0).
Dat a € (0,1) si a,b,a < b astfel incat ® (b) — ® (a) = «, sa se arate ca

(Y — Lnb,y — Lﬂa) este un interval de incredere 100a% pentru #. Daca

Vvn Vvn
(X1,X2,..,X,) si (1,Ys,...,Y,,) sunt selectii asupra v.a X |, N(01,01)

repartizata, respectiv Y , N(fa,02) , repartizata, iar X si Y sunt inde-
pendente, sa se construiasca un interval de incredere pentru parametrul
7'2191—-9}

Raspuns. Prima parte a mai fost discutata. Pentru partea a doua con-
sideram v.a X repartizata N (91, %) si v.a Y repartizatid N <02, %) si

apoi v.a =——"_ care este N (0,1) repartizata etc.

4) Sa se determine un estimator de verosimilitate maxima pentru f (z,0) =
1 (z=6)2
——e 2z .
Yous

Raspuns. u (X1, X, ..., X)) = M
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