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Prefata

Cartea de fata a fost elaborata in cadrul proiectului POSDRU/56/1.2/S /32768, “Formarea cadrelor
didactice universitare si a studentilor in domeniul utilizarii unor instrumente moderne de predare-
invatare-evaluare pentru disciplinele matematice, in vederea crearii de competente performante si
practice pentru piata muncii”.

Finantat din Fondul Social European si implementat de catre Ministerul Educatiei, Cercetarii,
Tineretului gi Sportului, in colaborare cu The Red Point, Oameni si Companii, Universitatea din
Bucuresti, Universitatea Tehnica de Constructii din Bucuresti, Universitatea ,,Politehnica” din
Bucuresti, Universitatea din Pitesti, Universitatea Tehnica ,,Gheorghe Asachi” din lagi, Universi-
tatea de Vest din Timisoara, Universitatea ,,Dunarea de Jos” din Galati, Universitatea Tehnica din
Cluj-Napoca, Universitatea “1 Decembrie 1918” din Alba-Iulia, proiectul contribuie in mod direct
la realizarea obiectivului general al Programului Operational Sectorial de Dezvoltare a Resurselor
Umane — POSDRU si se inscrie in domeniul major de interventie 1.2 Calitate in invatamantul
superior.

Proiectul are ca obiectiv adaptarea programelor de studii ale disciplinelor matematice la cerintele
pietei muncii si crearea de mecanisme si instrumente de extindere a oportunitatilor de invatare.

Evaluarea nevoilor educationale obiective ale cadrelor didactice si studentilor legate de uti-
lizarea matematicii In Invatamantul superior, masterate si doctorate, precum si analizarea efi-
cacitatii si relevantei curriculelor actuale la nivel de performanta si eficienta, in vederea dezvoltarii
de cunostinte si competente pentru studentii care invata discipline matematice in universitati,
reprezintd obiective specifice de interes in cadrul proiectului. Dezvoltarea si armonizarea cur-
riculelor universitare ale disciplinelor matematice, conform exigentelor de pe piata muncii, elabo-
rarea si implementarea unui program de formare a cadrelor didactice si a studentilor interesati
din universitatile partenere, bazat pe dezvoltarea si armonizarea de curriculum, crearea unei baze
de resurse inovative, moderne si functionale pentru predarea-invatarea-evaluarea in disciplinele
matematice pentru invatamantul universitar sunt obiectivele specifice care au ca raspuns materi-
alul de fata.

Formarea de competente cheie de matematica si informatica presupune crearea de abilitati de
care fiecare individ are nevoie pentru dezvoltarea personala, incluziune sociald si insertie pe piata
muncii. Se poate constata insa ca programele disciplinelor de matematica nu au intotdeauna in
vedere identificarea si sprijinirea elevilor si studentilor potential talentati la matematica. Totusi,
studiul matematicii a evoluat in exigente pana a ajunge sa accepte provocarea de a folosi noile
tehnologii in procesul de predare-invatare-evaluare pentru a face matematica mai atractiva.

In acest context, analiza flexibilitatii curriculei, insotita de analiza metodelor si instrumentelor

folosite pentru identificarea gi motivarea studentilor talentati la matematica ar putea raspunde
deopotriva cerintelor de masa, cat si celor de elita.



Viziunea pe termen lung a acestui proiect preconizeaza determinarea unor schimbari in abor-
darea fenomenului matematic pe mai multe planuri: informarea unui numaéar cit mai mare de
membri ai societatii in legatura cu rolul si locul matematicii in educatia de baza in instructie gi in
descoperirile stiintifice menite sa imbunatateasca calitatea vietii, inclusiv popularizarea unor mari
descoperiri tehnice si nu numai, in care matematica cea mai avansata a jucat un rol hotarator.
De asemenea, se urmareste evidentierea a noi motivatii solide pentru invatarea si studiul matem-
aticii la nivelele de baza si la nivel de performanta; stimularea creativitatii i formarea la viitorii
cercetatori matematicieni a unei atitudini deschise fatd de Insusirea aspectelor specifice din alte
stiinte, in scopul participarii cu succes in echipe mixte de cercetare sau a abordarii unei cercetari
inter i multi disciplinare; identificarea unor forme de pregatire adecvata de matematica pentru
viitorii studenti ai disciplinelor matematice, in scopul utilizarii la nivel de performanta a aparatului
matematic In construirea unei cariere profesionale.

Continutul acestui manual se adreseaza studentilor si profesorilor de la universitatile tehnice,
acoperind principalele notiuni de Geometrie Analitica, Geometrie Diferentiala si elemente de
Algebra Tensoriala.

Capitolele si paragrafele acestei carti se refera la:

- elemente de geometrie analitica, incluzand dreapta gi planul in spatiu, conice in plan gi cuadrice
in spatiul euclidian tridimensional;

- aspecte locale si globale ale teoriei curbelor si suprafetelor, elemente intrinseci ale unei curbe
sau ale unei suprafete, formule de calcul;

- bazele teoriei tensorilor, a derivarii covariante si a operatorilor diferentiali (gradient, hessiana,
divergenta, rotor si laplacian);

Exemplele si problemele care insotesc textul de baza asigurda functionalitatea manualului,
oferindu-i un grad avansat de independenta in raport cu bibliografia existenta.
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Partea I

Geometrie Analitica






Capitolul 1

Vectori liberi

1.1 Vectori liberi

—

Fie FE3 spatiul punctual tridimensional al geometriei elementare si AB un segment orientat
(figura 1).

Fig. 1

Punctul A se numeste originea, iar punctul B se numeste extremitatea segmentului. In cazul
cand originea gi extremitatea coincid, se obtine segmentul orientat nul. Dreapta determinata de

punctele A si B se numeste dreapta suport a lui AB si se noteaza cu AB. Aceasta dreapta este unic
determinata numai daca A # B. Dreapta suport a segmentului orientat nul este nedeterminata.
Doua segmente orientate se numesc coliniare, daca dreptele suport sunt egale; respectiv paralele,
daca dreptele suport sunt paralele.

Lungimea (norma sau modulul) unui segment orientat AB se defineste ca fiind lungimea seg-
mentului neorientat [AB], adica distanta de la punctul A la punctul B. Un segment orientat are
lungimea 0 daca si numai daca el este segmentul nul. Doua segmente neorientate care au aceeasi
lungime se numesc segmente congruente.

Definitie 1. Doua segmente orientate nenule se numesc echipolente daca au aceeasi directie, acelagi
sens gi aceeasi lungime.

Daca AB este echipolent cu C'D, atunci vom scrie AB~CD. Se dovedeste usor ca AB~CD

11
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implica AC~BD (figura 2).

Intrucas relatia ”acelasi sens” implica relatia ”aceeasi directie”, echipolenta este sinonima cu
7acelasi sens si aceeasi lungime”. Exista insa suficiente probleme concrete care impun explicitarea
unei directii fara a interesa sensul. De aceea am preferat definitia clasica pentru echipolenta, desi
contine si elemente superflue.

Teorema 2. Relatia de echipolentd pentru segmente orientate nenule este o relatie de echivalenta.

Demonstratie. Relatia specificata este reflexiva, simetrica si tranzitiva. O

Prelungim relatia de echipolenta si la segmentele orientate nule: admitem ca toate segmentele
orientate nule sunt echipolente intre ele. Astfel obtinem o relatie de echipolentd pe multimea
tuturor segmentelor orientate din spatiu, care este o relatie de echivalenta.

Definitie 3. Clasele de echivalenta ale segmentelor orientate relativ la relatia de echipolenta se
numesc vectori liberi. Directia, sensul si lungimea care sunt comune segmentelor orientate care
definesc un vector liber se numesc directia, sensul si lungimea vectorului liber.

Vectorii liberi vor fi notati cu litere mici cu bara deasupra a, b, ¢,..., iar in desen vor fi
reprezentati printr-unul dintre segmentele orientate echipolente care definesc clasa numita vector

liber. In acest context vectorii liberi se mai noteazi siprin AB, CD,...; evident AB€ AB si fiecare
segment orientat din clasa numita vector liber este un reprezentant al clasei. Corespunzator, pentru
lungimea (norma) unui vector liber a sau AB, vom Intrebuinta notatiile ||al||, ||AB|| sau d(A, B).

Un vector liber de lungime 1 se numeste versor sau vector unitate si in general se noteaza cu e.

Vectorul liber care are lungimea 0 se numeste vector nul si se noteaza cu 0. Acest vector este

=
reprezentat de segmentul orientat AA (in acest caz, directia gi sensul sunt nedeterminate).

Doi vectori liberi @ si b sunt egali si se scrie @ = b, dacé reprezentantii lor sunt echipolenti sau,
echivalent, daca au aceeasi directie, acelasi sens si aceeasi lungime.

Vectorii liberi care au aceeagi directie se numesc wvectori coliniari. Doi vectori coliniari care au
aceeasi lungime Insa au sensuri opuse se numesc vectori opusi. Daca unul dintre ei este notat cu
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a, atunci opusul sau este notat cu —a (figura 3).

T ——
// ~~~~~~
= 7
/ c /7
> / g /7
b / V4
° > / —-> /7
/ a /7
- > TE=a V4
a : - _ ., TEm=—ea__ /7
Fig. 3 Fig. 4

Trei vectori liberi se numesc coplanari daca segmentele orientate reprezentative sunt paralele
cu un plan dat (figura 4).

Fie V multimea tuturor vectorilor liberi din spatiul F3. Fixam in E3 un punct O, numit origine.
La orice alt punct M din Fs3 ii corespunde un vector i numai unul 7 € V, al carei reprezentant

este OM.

Reciproc, la orice vector 7 corespunde un punct i numai unul M, astfel incat O M sa reprezinte
pe 7. Rezulta ca multimile F3 si V sunt in corespondenta biunivoca, bijectia fiind unic determinata
prin fixarea originii O. Vectorul liber ¥ = OM se numeste vectorul de pozitie al punctului M fatd
de originea O.

1.2 Adunarea vectorilor liberi

Multimea V' a vectorilor liberi din spatiu se poate organiza ca un grup aditiv comutativ, definind
adunarea prin regula triunghiului (regula paralelogramului).

Definitie 4. Fie a si b doi vectori liberi. Fie OA un reprezentant al vectorului @ si AB un

—

reprezentant al vectorului b. Vectorul liber ¢ reprezentat de segmentul orientat OB se numeste
suma vectorilor a si b, care se noteaza ¢ = a+ b sau OB = OA + AB (figura 5).

B

o)

S

-

a A
Fig. 5

Evident, @, b si ¢ = a + b sunt vectori coplanari. De asemenea, mentionim ca regula cuprinsa
in definitia 4 se numeste requla triunghiului.

Adunarea vectorilor liberi +:V x V' — V, (@,b) — @+ b este o lege de compozitie interna bine
definita deoarece vectorul liber ¢ = @ + b nu depinde de alegerea punctului O (Tema!).

Teorema 5. Adunarea vectorilor liberi are urmatoarele proprietati:
1) asociativitatea: Va,b,e € V, a+ (b+¢) = (a+b) + ¢
2) 0 este element neutru: a+0=0+a=a, VaeV;
3) opusul lui a este simetricul lui a: Ya € V, a+ (—a) = (—a) +a = 0;
4) comutativitatea: Ya,b €V, a+b= b+ a.
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Demonstratie. Cagzurile specifice coliniaritatii sunt lasate drept teme.
1) Tinem seama de definitie gi urmarim figura 6:

C
< D
B B x
b
0 A
d A a B
Fig. 6 Fig. 7
OB este reprezentantul sumei @+ b, iar OC' este reprezentantul sumei (a+b) +¢; AC este reprezen-
tantul sumei b+ ¢, iar OC este reprezentantul sumei @+ (b+ ¢). Rezulti (@ +b) +¢=a+ (b+¢).
2)-4) Tema. O

Comutativitatea adunarii conduce la o noua regula pentru determinarea sumei a doi vectori
— —

necoliniari, numits regula paralelogramului. Se deseneazi ABE a, ADE b si se fixeazd punctul C
ca intersectia dintre paralela la AB dusa prin D si paralela la AD dusa prin B. Segmentul orientat

—

AC este reprezentantul lui @ + b.

Asociativitatea adunarii permite generalizarea regulii triunghiului la requla poligonului plan sau
stramb, utilizata cand se aduna cel putin trei vectori.

Proprietatile 1), 2) si 3) arata ca adunarea defineste pe V o structurd de grup, iar proprietatea
4) arata ca acest grup este comutativ. In grupul V ecuatia b+Z = @ are o solutie unica z = a+(—b)

—

pe care o notam T = a — b si pe care o numim diferenta dintre vectorul a si vectorul b. Daca AB

este reprezentantul lui a, iar AD este reprezentantul lui b, atunci reprezentantul lui @ — b este DB
(figura 7).

1.3 Inmultirea unui vector liber cu un scalar

Fie R campul numerelor reale (campul scalarilor) i V' grupul aditiv comutativ al vectorilor
liberi. Vom introduce o lege de compozitie externa, adica o functie definita pe R x V' cu valori in
V', numita inmulfirea unui vector liber cu un scalar.

Definitie 6. Fiet € R gi a € V. Prin ta intelegem vectorul liber definit astfel:

1) daca a # 0 si t # 0, atunci ta este vectorul care are aceeasi directie cu a, acelagi sens cu a
daca t > 0, sens contrar lui a daca t < 0 si lungimea |t|||all;

2) daca t = 0 sau a = 0, atunci ta = 0.
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Evident, ta este coliniar cu a (figura 8).

-
a

—\24d"

\3d
Fig. 8

Teorema 7. fnmul}firea vectorilor liberi cu scalart are urmatoarele proprietati:
Dl-a=a, VaeV;
2) s(ta) = (st)a, Vs,teR, YVaeV;
3) distributivitatea fatd de adunarea scalarilor:
(s+t)a=sa+ta, Vs, teR, VaecV;
4) distributivitatea fata de adunarea vectorilor:

t(@+b)=ta+th, VteR, Va,becV.

—

Demonstratie. 1)-3) Tema. 4) Fie OA reprezentantul vectorului a si AB reprezentantul vectorului

b. Atunci OB este reprezentantul vectorului @ + b (figura 9).
B/

Fig. 9

Presupunem ¢ > 0 si notam cu O A’ reprezentantul vectorului ta si cu O B’ reprezentantul vectorului
t(a 4+ b). Se observa ca AOAB ~ AOA’B’, avand un unghl comun si laturile (care determma

acest unghi) de lungimi proportionale. Rezulta AB I A/B’ si A’B’ =t AB adica A’B’ este

reprezentantul vectorului tb. Deci OB’ este reprezentantul sumei ta + tb, adica t(a + b) = ta + tb.
Analog, se trateaza cazul t < 0. ([

Proprietatile adunarii vectorilor liberi si proprietatile inmultirii vectorilor liberi cu scalari arata
ca V este un spatiu vectorial peste campul numerelor reale.

1.4 Coliniaritate si coplanaritate

Fie V spatiul vectorial real al vectorilor liberi. Notiunile algebrice de subspatiu vectorial,
dependenta si independenta liniara, baza si dimensiune, coordonate, izomorfism de spatii vectoriale,
le presupunem cunoscute de la partea de algebra liniara.
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Pentru inceput, observam ca oricarui vector a de lungime ||a|]| > 0, i se asociaza un vector

do = ||@||~'a de lungime 1, numit versorul lui a. Intr-adevir,
llaol| = ||llall"a|| = llal|~|la]| = 1.
Deoarece ag este un vector unitate de acelagi sens ca a, putem scrie a = ||al|ao. In plus, pentru

orice versor ag, avem 0 = 0 - ag.

Reamintim ca doi vectori din V' se numesc coliniari daca au aceeasi directie. Care este echiva-
lentul algebric al coliniaritatii?

Teorema 8. Dacd a si b sunt coliniari si a # 0, atunci exista un numar real t unic astfel incat
b= ta.

Demonstratie. Presupunem ca a si b sunt diferiti. Putem scrie a = ||al|ag, b = ||b||bo si evident
versorii ag §i by sunt sau egali sau opusi. Pentru by = ag, gasim

b = ||b]|bo = [bllao = |[6]| ||al|~'a,
deci t = [[b]| [al| " O

Corolarul 9. Multimea Vi = {B €VI|3IHeER, b=ta, a# (_)}, a tuturor vectorilor coliniari cu un
vector nenul a, este un spatiu vectorial unidimensional.

Demonstratie. Vi este un subspatiu vectorial al lui V, iar a este un vector liniar independent care
genereaza pe V7.

Coliniaritatea a doi vectori liberi este echivalenta cu dependenta liniara a acestora. De aceea,
doi vectori liberi necoliniari sunt liniar independent;i. ([

Reamintim ca trei vectori din V' se numesc coplanar: daca reprezentantii lor sunt paraleli cu
un plan dat. Care este traducerea algebrica a coplanaritatii?

Teorema 10. Vectorii a, b i ¢ sunt coplanari daca st numai daca ei sunt liniar dependents.

Demonstratie. Presupunem ci a, b si ¢ sunt liniar dependenti, adica Ir,s,t € V, cu r24+s2+t2 £ 0,

- _ - r
astfel incat ra+sb+tcé = 0. Pentru ¢ # 0, relatia se transcrie ¢ = aa+ b, unde o = —7 sif= —3

Rezulta ci reprezentantii OA, OB si OC ai vectorilor @, b, respectiv ¢, satisfac relatia
OC=0OF + OF=a OA+p OB,

adica OC' se afla in planul determinat de OA si OB (figura 10).
Rationamentul reciproc este evident. O
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Fig. 11
Corolarul 11. Multimea
Vo ={ceV|3IrseR, é:rd—l—sl_)},
a tuturor vectorilor coplanari cu doi vectori necoliniari @ si b, este un spatiu vectorial bidimensional.

Demonstratie. Va este un subspatiu vectorial al lui V, iar {a, b} este o mul{ime liniar independenta
care genereaza pe V.

Deoarece dependenta liniara a trei vectori liberi este echivalenta cu coplanaritatea, rezulta ca
orice trei vectori liberi necoplanari sunt liniar independenti. O

Teorema 12. Spatiul vectorial al vectorilor liberi din E3 are dimensiunea 3.

Demonstmgﬁze In V existd trei vectori liniar independent;i si anume oricare trei vectori necoplanari
b §1 c. Sa aratam ca acestia genereaza pe V. Pentru aceasta, fie d un al patrulea vector

§1 OA OB OC OD reprezentan‘gu vectorllor a, b, ¢, respectiv d (figura 11). Observam ci
OD OD1 + OD2 + OD3— r OA +s OB +t OC deci d = ra + sb + te.
Daci {a,b,c} este o baza fixatd in V3 si r,s,t sunt coordonatele lui d in raport cu aceasta

bazi, atunci se prefers scrierea d(r,s,t) sau identificarea d = (r,s,t). In acest context, pentru
d; = (ri,84,1;) € V3, i = 1,3, avem:

Q, |

1 ly < 71 =19, 81 = Sg, t] = to;
9 = (11 + ro, 51 + S2,t1 + t2);

(k?"l, k’Sl, I{Itl)

[\

)
) d
3) k
)

4) d; este coliniar cu dy daci si numai dacé coordonatele lor sunt proportionale;

5) vectorii dy, ds si d3 sunt coplanari daca si numai daca coordonatele unuia sunt
combinatii liniare de coordonatele celorlalti doi, de exemplu:

r3 = ary + fra, s3 = asy + fs2, t3 = at1 + fta.
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1.5 Proiectie ortogonala pe o dreapta

Fie D o dreapta si a un vector liber ce admite ca reprezentant vectorul AB. Prin A si B ducem
planele P si respectiv @, perpendiculare pe D. Notand {A’'} = DN P si {B'} = DN Q, obtinem

proiectia A’B’.

Teorema 13. Vectorul liber A’ B’ nu depinde de segmentul orientat AB, care reprezinta pe a.

— —

Demonstratie. Die CD un alt reprezentant al lui a si C’'D’ proiectia sa pe dreapta D. Trebuie sa

aratam ca A’B'~C'D’ (figura 12). Pentru aceasta utilizam paralelogramele AA’B” B, CC'D" D si
triunghiurile dreptunghice A’B’B”, C'D'D" .

B
/1
71 71
/ i /. v
y B D
I / C /
D / ! /
A B ' D'
Fig. 12

Segmentele A’B’ si C'D’ au:

1) aceeasi directie, deoarece sunt situate pe D;

2) acelasi sens;

3) aceeasi lungime, deoarece triunghiurile dreptunghice AA’ B’ B” si AC’ D’ D" sunt congruente.
O

Teorema 13 justifica urmatoarea:

Definitie 14. Vectorul liber A’B’ se numeste proiectie ortogonala a vectorului a pe dreapta D si
se noteaza mp(a).

Teorema 15. Daca Dy si Do sunt drepte paralele, atunci wp,(a) = wp,(a).

Demonstratie. Tema. O

Rezulta ca proiectia ortogonala a unui vector liber pe o dreapta D depinde numai de directia lui
D. De aceea, daca u este un vector nenul care da directia lui D, atunci putem vorbi de proiectia
ortogonala a lui a pe u, pe care o notam cu mz(a). Teorema care urmeaza arata cad 7 este o
transformare liniara.

Teorema 16. Fie u € V3 \ {0}. Pentru orice a,b € Vz si orice scalar t € R, avem:
ma(@+b) = ma(a) + 74 (b); g (ta) = trg(a).

Demonstratie. Tema. O
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Notam cu @ un vector liber si @g versorul sau, adica @ = ||ul|tg, cu ||ag|| = 1. Pentru orice a,

vectorul mg(a) este coliniar cu ug, deci exista un numar real pi;a astfel incat mz(a) = (piza)ug
(figura 13).

N I
a I >
A I z a I
D 0 I [0} D ¢ ;_

A Pty a—

Y=

Fig. 13 Fig. 14 Fig. 15

Definitie 17. Numarul real pi;a definit prin relatia 73 (a) = (pf;a)uo se numeste marimea alge-
brica a proiectiei ortogonale m(a).

Proprietatile lui 7 implica:

— —

prz(a+ 1_7) = piaa + pigb; pis(ta) = tprya.

Fie a,b € V3\{0} si OA, OB segmentele orientate reprezentative. Unghiul ¢ € [0, 7] determinat

de OA si OB se numeste unghiul dintre vectorii a si b (figura 14). Evident, definitia unghiului
nu depinde de punctul O. Daca cel putin unul dintre vectorii liberi a si b este 0, atunci unghiul
¢ € [0, 7] dintre a si b este nedeterminat.

_ s _
Vectorii a si b se numesc ortogonali daca unghiul dintre ei este 5 Acceptam ca 0 este ortogonal

pe orice vector.
Notiunea de unghi permite sa explicitam numarul pi-;a in functie de ||a|| si de unghiul ¢ dintre
a si u, anume pr a = ||a|| cos ¢ (figura 15).

Fie P un plan si @ 3AB un vector liber. Prin A si B ducem drepte perpendiculare pe planul
P si notdm cu A’ si B’ punctele in care aceste perpendiculare inteapa planul P. Se arata usor ca

vectorul liber A’B’ nu depinde de segmentul AB, ci numai de @. Din acest motiv, vectorul liber
A’B’ se numeste proiectia ortogonald a vectorului a pe planul P si se noteaza mp(a).

Un vector liber are aceeasi proiectie pe doua plane paralele, adica mp(a) depinde doar de a si
de spatiul vectorial bidimensional atagat lui P. Mai mult, se dovedeste ca proiectia ortogonala a
vectorilor liberi pe un plan este o transformare liniara.
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1.6 Produs scalar

Definitie 18. Fie V un spatiu vectorial real. O aplicatie (, ) : V x V — R se numeste produs
scalar pe V' daca satisface urmatoarele proprietati:
1) (z,z) >0, Vz € V si (z,Z) = 0 & T = 0; (nenegativitate)
2) (z,y) = (y,x), YZ,y € V; (comutativitate)
) ()\a: y) = /\(1: y), VYA €eR, Vz,y € V; (omogenitate)
) (T+7,2) = (T, 2) + (7, 2), VT, 7,z € V. (aditivitate)

B~ W

Fie V3 spatiul vectorilor liberi si @,b € V3. Pentru a# 0 si b# 0, notdm cu ¢ € [0, 7] unghiul

dintre a si b.
Teorema 19. Functia

l1all [1b]] cos ¢,
0,

1NN
ol ol
j=pll
ol

QI QI

(, ):Vax Vg —R, <a,5>={

este un produs scalar pe V3.

Demonstratie. Dovedim numai aditivitatea, (a,b+¢) = (a,b) + (@, &), intrucat celelalte proprietati
sunt aproape evidente. Cazul a = 0 este imediat. Pentru a verifica proprietatea in ipoteza a # 0,
ne folosim de notiunea de marime algebricd a unei proiectii ortogonale.

Fie € un versor si b un vector oarecare. Se observi ci pi.b = (€,b). Scriem a # 0 in forma
a = ||a|le, cu ||é|]| = 1. Relatia pi-,(b+¢) = pi b+ pir,¢ este echivalents cu (€,b+¢) = (€,b) + (&, c).
Inmultind cu [|@|| si tinand seama de omogenitate, deducem (||a|le,b + &) = (||a||e,b) + (||a||e, &),

ceea ce trebuia demonstrat. O
Observatii:
1) Teorema 19 arata ca V3 este un spatiu vectorial euclidian.
2) Relatia (a,a) = ||a]|> > 0 este echivalenta cu ||a|| = +/(a,a), ultima permitind calculul

lungimii vectorului liber a daca se cunoagte produsul scalar (a,a). B B
3) Relatia | cos | < 1 implica inegalitatea Cauchy-Schwarz, |(a,b)| < ||a||||b]]-.
4) Doi vectori liberi sunt ortogonali daca gi numai daca produsul lor scalar este nul.

Fie {a,b,c} o baza in V3 si @ = r1a@ + s1b + 116, ¥ = raa + s2b + toé. Proprietatile produsului
scalar implica

< > < 1a—|—51b—|—t10 T2a+82b+t26> :T1T2<@,d_> —|—T182<(L,l_)> +T1t2<d, é>
+s17r2(b,a) + 8182<b, b> + 512 <b, ¢) +tiry <E, a) + t182(¢, b) + t1t2(¢, ¢)

Deci produsul scalar (u, ) este cunoscut daca se da tabelul de inmultire scalara a vectorilor din
baza {a,b,c}, adica

(,) a b ¢
a | {(a,a) (a,b) (a,c)
b | (ba) (b (b
¢ | (e,a)y (eb)  (ce)
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Pentru calcule este avantajos sa alegem baze pentru care tabelul precedent sa fie cat mai simplu
posibil. Un exemplu il constituie baza ortonormata a carei existenta in V3 este evidenta.

O baza in V3 formata din versori reciproc ortogonali se numeste bazd ortonormatd si se noteaza
cu {7,7,k}. Coordonatele unui vector in raport cu baza ortonormat# se numesc coordonate eucli-
diene. Baza ortonormata {7, 7, k} este caracterizata prin relatiile:

@y =1, @)=0,  (Tk) =0,
9=0,  Gn=1 (k=0
<k77> =0, <kaj> =0, <k7k> =1,
sintetizate in urmatorul tabel: ~
G) [T g &
7 |1 0 0
J [0 10
E |10 0 1

Acest tabel conduce la expresia canonica a produsului scalar. intr—adevér, pentru a = r7 +
81j+ tlk‘ §i b= 21 + 52j+ tzl{? gésim

<d, B> =7r17r9 + 8182 + t1ta.

Evident (a,7) = 71, (@,]) = s1, (@, k) = t1 si astfel coordonatele euclidiene ale vectorului @ sunt
de fapt proiectiile ortogonale ale lui @ pe cele trei axe de coordonate.
Din produsul scalar obtinem norma vectorului a si anume

a=|lal| = (@, a) = \/r? + s? + 2.

In consecinti, unghiul dintre vectorii nenuli @ = 717 + 517+ t1k §i b = ro7 + 527 + tok este dat de
formula

a, b> . 172 + 8189 + t1to
all 1]l /72 4+ 2 +12\/12 + 52 + 12

cosp = ¢ € [0,7].

In particular, vectorii @ si b sunt perpendiculari (ortogonali) daca si numai daci 7179 + 5159 +
tito = 0.

1.7 Produs vectorial

Fie V3 spatiul vectorilor liberi si a,b € Vs. Pentru a # 0 si b # 0, notim cu ¢ € [0, 7] unghiul
dintre a si b.

Definitie 20. Vectorul
_ l|al| ||b]| sin ¢ é, a, b necoliniari
axb= _ -
0, a, b coliniari,
unde € este un versor perpendicular pe a si bsicu sensul dat de regula mainii drepte pentru
tripletul (a, b, €), se numeste produsul vectorial dintre a si b (figura 16).
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Fig. 16 Fig. 17

Produsul vectorial dintre doi vectori liberi genereaza o aplicatie biliniara definita pe V3 x V3 cu
valori in V3.
Pornind de la definitie, se deduc urmatoarele proprietati:
1) @ x b = —b x a (anticomutativitate);
2) t(a x b) = (ta) x b= a x (tb), t € R (omogenitate);
yax (b+¢)=axb+a x ¢ (distributivitate);
yax0=0,axa=0;
5)
6)

w
@I

W

l|a x b]|? = ||EL||2||b||2 — (@, b)? (identitatea Lagrange);
produsul vectorial a doi vectori nenuli este nul daca si numai daca vectorii sunt coliniari;
dacd a si b nu sunt coliniari, atunci norma ||a x b|| reprezinta aria paralelogramului construit pe

reprezentantii OA si OB ai vectorilor a si b (figura 16).

Demonstratie. Proprietatile 1), 2), 4) si 6) se demonstreaza fara dificultate. Pentru a demonstra
proprietatea 3) ne folosim de 2), de proprietatile inmultirii unui vector cu un numar si de proiectia
unui vector pe un plan. Fard a restrange generalitatea, presupunem ca a este un versor. Notam
cu P un plan perpendicular pe a si cu b, ¢ proiectiile lui b, respectiv é pe planul P. Atunci

axb=axb,axée=axc, 1ara><b axc §1a><(b’—}—c)suntobl;mutedlnb’ ¢ si respectiv
b 4 ¢ prin rotatia de unghi 5 in jurul axei de versor a (figura 17). Deoarece rotatia sumei este

suma rotatiilor, adica

ax (b +cd)=axb +axc,
rezulta automat - B
x(b+c)=axb+axec.
Pentru a obtine identitatea Lagrange, pornim de la identitatea trigonometrica
sin® p =1 — cos? o,
pe care o inmultim cu ||a||?||b]|2. O

In raport cu baza ortonormata {z 7,k}, vectorii @ si b admit respectiv descompunerile
a =711+ 817+ tik si b =127+ 597+ tak. Folosind definitia produsului vectorial si proprietatile 1),
2), 3) si 6), obtinem tabelul

x| 7 7 k
1| 0k 7
71 -k 0 7
k|l 7 - 0

care conduce la expresia canonica a produsului vectorial,

axb= (Sth — 82t1)i+ (Tgtl — Tltg)j+ (T152 — 7“281)]{3
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sau simbolic

i 77k
axb=|17r1 s t
ro Sy ta

Definitie 21. Vectorul @ = @ x (b x ¢) se numeste dublu produs vectorial al vectorilor a, b si .

Expriméand pe @, b si ¢ in baza ortonormata {7, 7, k} si folosind expresiile canonice ale produsului
scalar gi vectorial, se poate arata ca

x (bx ¢) = (a,e)b— (a,b)e.

Aceastd relatie pune in evidenta coplanaritatea vectorilor w, b si ¢ (figura 18), unde d = b x € si
wla wld

Fig. 18

Observatii: B

1) Avem a x (bx¢) # (axb) x¢

2) Expresia dublului produs vectorial se retine mai ugor daca este scrisa sub forma determinan-
tului simbolic

x (bxe)=

Aplicatii:
1. Dandu-se punctele M;(7;), i = 1,3, s se stabileasci conditia ca aceste trei puncte si fie
coliniare.

Solutie. Impunem anularea produsului vectorial M7 M, x M Ms. Folosind vectorii de pozitie
ai punctelor gi proprietatile produsului vectorial, obtinem

(fg—F1> X (773—771) =0
sau
71 X T9g +To XT3+ 73 ><F1:(j.
2. Fiind dati vectorii OA = 7— 3k, AC = 41+ 77, BC = 47+ 87— 8k, si se gaseasca vectorul de
porzitie al punctului B, respectiv C i sa se calculeze lungimea inaltimii [AA’] a triunghiului ABC.
Solutie. Se constata ca punctele A, B si C nu sunt coliniare, deoarece coordonatele vectorilor

E si BC nu sunt proportionale. Mai mult, OC = OA+AC = 41+8j—3k si OB = OC — BC = 5k.
Indltimea [AA'] a trlunghlulul ABC commde cu 1naltimea paralelogramului construit pe repre-

zentantii vectorilor BA si BC’ Gasim:

BA x BC =

= O &

7
1 —8|=4(141-8j—k), ||BAx BC|| =4v261,
8
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, _||[BAxBC||

— =29
1BC|

1.8 Produs mixt

Definitie 22. Fiind dati vectorii liberi @, b si ¢, numarul (@, b, ¢) = (a, b x ¢) se numeste produsul
mixt al acestor vectori.

Daca vectorii @, b si ¢ sunt necoplanari, atunci modulul produsului mixt reprezintd volumul
paralehplpedulul care se poate construi pe reprezentantn cu originea comuna a celor trei vectori
(figura 19). Intr-adevir, fie 6 unghiul dintre vectorii b si ¢ si fie ¢ unghiul dintre vectorii a si
d="bx ¢, atunci ~ ~ - -

(@, b,c)=(a, d) = lal|[|d[| cos ¢ = [[b x ¢]|[|a]| cos ¢
=(lbll[ell sin 6) [|al| cos o = £V

A
AT TS A
/ /
gl ;1
ad /
/ Iy
SV ]
e ————— - 7/
Ao o
/’
by
Fig. 19

Pornind de la definitie, se deduc urmatoarele proprietati:

1) (a,b,¢) = (¢,a,b) = (b, ¢ a);

)
3) (ta,b,c) = (a,tb,c) = (a,b,te), tER;
)

4) (@1 + ag,b,¢) = (ay,b, ) + (az,b,e);
5) (@ x b,exd)= %’3 i%’g; ‘ (identitatea Lagrange);

6) (a,b,¢) = 0 daca si numai daca: B
i) cel putin unul dintre vectorii a, b, ¢ este nul;
ii) doi dintre vectori sunt coliniari;
iii) vectorii a, b si ¢ sunt coplanari.
Demonstratie. Se demonstreazd proprietatea 5), iar restul le lasam ca exercitiu pentru cititor.
Notand m = ¢ X d, obtinem
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Fie {7, 7, l%} o baza ortonormata. Daci @ = r17+51]+t1k, b = roi+s97+tok si € = r37+s37+13k,
atunci produsul mixt capata expresia canonica

re S1 t
<EL, b7 E> = T2 S2 t2
r3 S3 t3

In consecinta, proprietatile produsului mixt se pot justifica cu ajutorul proprietatilor determi-
nantilor de ordinul 3.

Baza vectoriala {a,b, ¢} se numeste orientatd pozitiv (negativ) daca produsul mixt ( ,b,¢) est
pozitiv (negativ). Prin urmare, baza ortonormats {z,7,k}, cu 7 = (1,0,0), 7 = (0,1,0) si /2:
(0,0, 1) este orientats pozitiv intrucat (7,7, k) = 1.

Aplicatie. Sa se arate ca vectorii a, b si ¢ sunt coplanari daca si numai daca determinantul lor
Gram este nul.

Solutie. Prin determinant Gram al vectorilor @, b si ¢ intelegem numsirul

(@a) (a.) (a0
G =1 (ba) (bb) (b,C)
(¢,e) (e,by (¢, e

Vectorii @, b si ¢ sunt coplanari daca si numai daci V = (@,b,¢) = 0 sau daca si numai dacs
V2 = (a,b,c)? = 0. Pe de alta parte, relatia det A = det A conduce la

ry s1 U ry T2 T3
V2 = r9 S9 t2 S1 S2 S3
r3 Sz 13 ty t2 i3
7“% + 8% + t% 172 + 8189 + t1ta 173 + S183 + t1t3
= TroT1 + S$951 + t2t1 7"% + S% + t% 273 + S§983 + t2t3
r3r1 + 8381 + 3ty 73ro + S389 + t3io T?z) + S% + t%
(@,a) (a,b) (a,e¢)
= (b,a) (bb) (b,c) |=G.
(¢;a) (¢,b) (&0

1.9 Probleme propuse

1. Fie trapezul dreptunghic ABCD in care avem AD||BC, AD = a, AB = bsi (A/B\C) = —.

Si se descompuni vectorii BC, DC, AC si BD dupa vectorii @ si b.
2. Se dau vectorii:

di = a— ab+ 3¢, dy = @ — b+ ¢, d3=3a+b—¢c

unde {a, b, ¢} este o baza din V3. S& se determine o € R astfel incat vectorii d;, i = 1,3, s& fie
coplanari.

Pentru « astfel gisit, sa se descompuna vectorul do dupi vectorii dy si ds.

3. Se dau vectorii @ =7+ 27+ puk, b=7+ 7+ 2k € V3, unde p € R.
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a) Aflati produsul vectorial @ x b.

b) Este S = {a,b} familie de vectori liniar independenta? Sunt cei doi vectori necoliniari?
Daca da, completati S la o baza a spatiului V.

c) Pentru p = 2 aflati ariile paralelogramului si triunghiului determinate de @ si b ca muchii
adiacente.

4. Se dau vectoriia =7+ 7+ k, b=pk+7, ¢=k+7¢€ V3, unde p € R.

a) Calculati produsul mixt (a, b, ¢).

b) Sunt cei trei vectori liniar independenti? Dar necoplanari? In cazul independentei liniare,
determina acesti vectori o baza pozitiv orientata in V3?

c) Pentru p = 0 aflati volumele tetraedrului, prismei triunghiulare si paralelipipedului deter-
minate de @, b si ¢ ca muchii adiacente.

5. Se dau punctele A, B si C prin vectorii lor de pozitie:

OA = 1471 — 77 + 2k, OB = 21+ 27— Tk, OC = —21+ 77 + 2k.

Sa se arate ca triunghiul AOB este dreptunghic si triunghiul BOC' este isoscel. Sa se cal-
culeze perimetrul triunghiului ABC' si masura unghiului BAC si s se scrie expresia analitica (in
coordonate) a versorului bisectoarei unghiului BAC.

6. Se dau vectorii:

a=1+2\— (A— 1)k, b=B-N1+7+3k MER,

si se cere valoarea lui A pentru care a si b sunt ortogonali. Pentru A astfel gasit, sa se calculeze
marimea algebrica a proiectiei vectorului a pe vectorul a + b.

7. Sa se calculeze aria paralelogramului construit pe reprezentantii cu originea comuna ai

vectorilor ) )
N 1+cosv_ sinusinv- . L . _ COSU -
= s—J+ 5k i T2 = —sinvl—sinvtguy+ ——F,
Ccos? u cos® u cos

folosind identitatea Lagrange.

8. Fiind dati vectorii:
a=1—5j— Tk, b= 21— 37+ 6k, ¢=—1+27— 2k,
sa se calculeze w = a x (b x €) si sa se verifice liniar dependenta vectorilor w, b si €.

9. Se dau vectorii a =7 —j+k,b=14+2]+3k,c=k+].
a) Aflati dublul produs vectorial w = a x (b x ¢).

b) Recalculati w folosind formula de calcul prescurtat w = (a, ¢)b — (a, b)

Ql
|

c) Aratati ca w este perpendicular pe @ si coplanar cu b si é.

10. Fie triedrul {O;a,b,¢}. Vectorii definiti prin:

(]
ol
ol
Al
X
(]

X
7ba

po= 2

) - 7 ) -

(@,b,c) (@,b,¢c) (@,b,c)

se numesc reciprocii vectorilor @, b si ¢, iar triedrul {O;a’,b’, ¢’} se numeste triedrul reciproc. Si
se arate ca:

Yy

a =

Al
Ol
l
Ql
Ql
Sl
Ql
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a)a-a =d;, i,j=1,2,3.

b) (@+b+c)(a +¥ +c)=3.

1
(a,b,e)?
11. Demonstrati urmatoarele identitati:
a) (a x b,a x (bx¢)) = —(a,b)(ab,c);

c) {a' x bW xc,cdxad)=

b)ax (bx¢c)+bx (¢xa)+ecx(axb)=0;
c) {(axb, bxe¢, exa)=(a,b,e)?

d)ax[bx(exd)]=

12. Se dau vectorii:

a=1—aj+3k, b=ai—j+k  e=3i+7—k

Sa se gaseasca valoarea lui « astfel incat vectorii @, b si ¢ sa fie coplanari. Pentru o = 2, sa se afle
inaltimea paralelipipedului construit pe reprezentantii vectorilor @, b si ¢, stiind ca ea corespunde
bazei formate de reprezentantii vectorilor a si b.

13. Sa se arate ca punctele A(1,1,1), B(3,—1,4), C(0,7,—3) si D(5,7,2) sunt coplanare.
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Capitolul 2

Dreapta si planul in spatiu

2.1 Reper cartezian

Este cunoscut faptul ca spatiile F3 gi V3 sunt in corespondenta biunivoca, bijectia fiind unic
determinata prin fixarea originii, iar spatiile vectoriale V5 si R? sunt izomorfe, izomorfismul fiind
unic determinat prin fixarea bazelor in cele doua spatii. fntr—adevér, in ipoteza ca am fixat un punct
O, numit origine in F3 si o bazi ortonormata {7, 7, k} in V3, fiecarui punct M din Es i corespunde in
mod unic un vector 7 = OM, numit vector de pozitie al punctului M. Acestui vector 1i corespunde
in mod unic tripletul ordonat de numere reale (z,y,z) € R3, numite coordonatele euclidiene ale
vectorului OM in raport cu baza {1, 7, k}; scriem OM = x7 + y7 + 2k.

Ansamblul {O;7,7, k} se numeste reper cartezian in E3. Punctul O se numeste originea reperu-
lui, iar {7, 7, k} se numeste baza reperului. Coordonatele euclidiene (z,v, z) ale vectorului de pozitie
7 = OM se numesc coordonatele carteziene ale punctului M fata de reperul ortonormat {O;7, 7, k},
cu x = (7,7) = pi; T=abscisa, y = (J,7) = pi-; T=ordonata si z = (k,7) = pry F=cota.

Bijectia dintre E3 si R® determinatd prin fixarea reperului cartezian se numeste sistem de
coordonate cartezian §i se noteaza prin M(x,y,z). Aceste bijectii permit deseori identificarea
spatiilor Fs3, V3 si R3.

Versorilor 7, 7 si k le atasam axele de coordonate Oz, Oy, respectiv Oz care au acelasi sens
cu sensul pozitiv al acestor versori. Coordonatele carteziene ale punctului M reprezinta marimile
algebrice ale proiectiilor ortogonale ale vectorului OM pe cele trei axe de coordonate (figura 1).

lx I y
-

v
Fig. 1

Axele sunt formate din punctele (x,y, z) caracterizate respectiv prin ecuatiile:

) y=20 ) z2=0 ) z=0
Ox: {2:0; Oy: { ] Oz: {y:().
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Cele trei axe determina planele zOy, yOz si zOz, numite plane de coordonate. Ele sunt carac-
terizate respectiv prin ecuatiile xtOy: z = 0, yOz: x = 0, zOz: y = 0. Cele trei plane de coordonate
impart spatiul in opt regiuni numite octante (sau octanti).

Uneori reperul cartezian este indicat prin notatia Oxzyz, prin aceasta Intelegandu-se ca s-au
fixat originea O si axele reciproc ortogonale Oz, Oy si Oz. Evident, versorii reciproc ortogonali 7,
7 si k rezultd din context.

In cele ce urmeaza, presupunem cunoscute notiunile elementare din geometria euclidiana ca
punct, dreapta, plan, perpendiculara etc. De asemenea, presupunem ca V3 este raportat la baza
ortonormata {z, 7, k}, iar E3 la reperul cartezian {0;7,7,k}.

2.2 Ecuatiile dreptei in spatiu

O dreapta in spatiu poate fi determinata de:

a) un punct si un vector nenul;

b) doua puncte;

¢) intersectia a doua plane.

Ne propunem si transformam aceste conditii din F3 in ecuatii in V3 sau in R3.

2.2.1 Dreapta determinata de un punct si un vector nenul

Punctul My(x¢,v0, 20), To = To+Yo]+ 2ok si un vector nenul a(¢, m, n) din V3 fixeaza o dreapta
D care trece prin My si are directia lui a (figura 2).

D M, 4 M

—->

Ty

=y

0
Fig. 2

Punctul generic M(x,y,z) apartine dreptei D dacd si numai daca vectorii MoM si a sunt
coliniari, adica (7 — 7g) x @ = 0. Aceastd ecuatie in V3 se numeste ecuatia vectoriald a dreptei
definita de un punct si o directie. Vectorul a(¢,m,n) # 0 care da directia dreptei D, se numeste
vector director, iar vectorul ka, k # 0, joaca acelasi rol ca a.

Coliniaritatea vectorilor 7 — 7y §i @ se pune in evidenta si prin ecuatia vectoriala

F=7y+ta, teR.
Aceastd ecuatie vectoriali este echivalents cu trei ecuatii in R?,
T =x9+ tL, Yy = yo + tm, z=2zy+1tn, teR,
numite ecuatii parametrice ale dreptei D. Aceste ecuatii se pot inlocui cu doua ecuatii carteziene

in R3,
T—Zo Y—Yo 22— %0

14 m n

cu conventia ca daca un numitor este nul, atunci numaratorul respectiv trebuie egalat cu O.
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Observatie. Deoarece a(¢,m,n) # 0(0,0,0), cel mult doud dintre numerele ¢, m si n se pot
anula.
1) Daca £ = 0 i mn # 0, atunci ecuatiile carteziene precedente sunt echivalente cu
Y—Y 2 =20

Tr = Xo, =
m n

si reprezinta o dreapta paralela cu planul yOz.
2) Daca £ =m = 0 gi n # 0, atunci ecuatiile carteziene precedente se reduc la

T = Xo, Y=1Yo

si reprezinta o dreapta paralela cu Oz.

2.2.2 Dreapta determinata de doua puncte

Doua puncte distincte Mi(z1,y1,21) §1 Ma(z2,ys2, 22) determind o dreapta D si numai una.
Pentru a scrie ecuatiile acestei drepte ne folosim de explicatiile anterioare si anume, vom considera
dreapta ca fiind determinata de punctul M; si de vectorul director a reprezentate in figura 3.

D M, M,

0
Fig. 3

Astfel, ecuatiile carteziene ale dreptei D sunt

r—x1  Y—Yyr Z—2z21

T2 — 1 Y2 — U1 Zy — 21

2.2.3 Dreapta orientata

Fie D o dreapta in spatiu. Pe D se pot stabili doua sensuri de parcurs, corespondente relatiilor
de ordine pe multimea punctelor dreptei, pe care convenim sa le notam cu (+) i (—). O dreapta
D impreuna cu o alegere a unui sens de parcurs se numeste dreaptd orientata.

Daca a este un vector director al dreptei D, atunci se accepta ca sens pozitiv pe D sensul
vectorului director @ si vom nota acest sens cu +. De aceea, dreapta orientata este de fapt perechea
(D,a). Acest lucru va fi admis in continuare.

Fie dreapta orientata (D, a) si punctul My € D. Multimea

D' ={M|MyM = sa, s >0}
se numeste partea pozitivd a lui D, iar multimea
D" ={M|MyM = sa, s <0}

se numeste partea negativd a lui D.
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Axele de coordonate Ox, Oy si Oz sunt exemple de drepte orientate. Daca O este originea,
atunci {M | OM =17, t > 0} este semiaxa pozitivd Oz.

Vectorului director @ # 0 al dreptei D i se poate atasa versorul & = ||a||~'@, numit versor
director sau directie orientatd. Prin urmare, dreapta D poate fi gandita ca fiind multimea

D= {M|MyM = te, t € R},

Versorul director € formeaza cu axele de coordonate unghiurile «, 3, respectiv 7, numite
unghiurile directoare ale dreptei D (figura 4).

Fig. 4

Coordonatele lui € fatd de baza ortonormats {7,7,k} se numesc cosinusurile directoare ale
dreptei D. Putem scrie

e=(e,ni+(e,7))7+ (e k)k

€ =cosai+ cos B3]+ cosyk.

Relatia ||e]| = 1 este echivalenta cu
cos® a4 cos? 3 4 cos® v = 1.

Observatie. Relatia dintre cosinusurile directoare de mai sus este generalizarea relatiei funda-
mentale a trigonometriei cos? o+ sin? & = 1. In plan, in raport cu baza ortonormata {7, 7} versorul
director e formeaza cu axele de coordonate unghiurile « si 3, acestea fiind unghiuri complementare,

f =% — a. De aici, cos 3 = cos(§5 — ) = sina.

Daci a = ¢7 + mj + nk, atunci

V4 m n

, cosf3= , Ccosy = :
V2 +m? 4+ n? B V2 +m? +n? 7 V2 +m? +n?

Ccos ¥ =

2.3 Ecuatia planului in spatiu

Un plan in spatiu este determinat de conditii geometrice ca: trei puncte necoliniare, doua
drepte concurente, doua drepte paralele, o dreapta si un punct exterior dreptei, un punct si un
vector normal la plan, precum si distanta de la origine la plan impreuna cu versorul normal la plan.
Impunand conditii de acest tip, ne propunem sa stabilim ecuatia planului sub forma vectoriala,
carteziana sau normala.
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2.3.1 Planul determinat de un punct si un vector normal nenul

Fiind data dreapta D care trece prin punctul My(xo,yo,20) §i care are directia vectorului
n(a,b,c), exista un singur plan P perpendicular pe D in M, (figura 5).

D

Fig. 5

Dreapta D se numeste normala la planul P, iar vectorul nenul n se numeste vectorul normal al
planului P. Ecuatiile normalei sunt

L—Zo Y—Yo 22— %0
a b c

Apartenenta M € P este echivalenta cu MoM 1 n. De aceea, planul P este multimea

P ={M|(MyM,n)=0}.

Folosind M (x,y, z) si

MoM = (x —z0)t+ (y — ¥0)] + (2 — 20)F,

ecuatia vectoriald (MoM,n) = 0 se transcrie ca o ecuatie in R3,
a(r —xo) + by — yo) + (2 — 20) =0,

numita ecuatia carteziana a planului care trece prin My, perpendicular pe 7.

Prelucrand membrul stang al ecuatiei precedente si notand axg + byg + czg = —d, obtinem
transcrierea ax + by + cz +d = 0.

Reciproc, si ariitim cid orice ecuatie de forma azx + by +cz +d = 0, cu a® +b> +c2 >0,
reprezinta un plan. Intr-adevir, o solutie (zo, Yo, 2z0) & acestei ecuatii ne da d = —azy — byg — c2o
si reinlocuind obtinem

a(x — o) +b(y — yo) +c(z — z0) =0,

care reprezinta ecuatia planului care contine punctul My(zo, yo, 20) si este perpendicular pe vectorul
nenul (a, b, c).

Ecuatia ax + by +cz+d = 0 in R3, cu a? + b + c? # 0, se numeste ecuatia carteziand generald
a unui plan. Evident, aceasta ecuatie este atagata functiei liniar afine

f:R® =R, f(zx,y,2) =ax +by+cz+d.
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2.3.2 Plane particulare

1) Planul 20y are ecuatia z = 0 si vectorul normal k& = (0,0, 1). Orice plan paralel cu 2Oy are
ecuatia z = ¢ (figura 6).

Analog, © = 0 reprezinta ecuatia planului yOz al carui vector normal este 7 = (1,0,0). Un plan
paralel cu yOz are ecuatia x = a. Ecuatia planului zOz este y = 0, a carei normala are directia
7=1(0,1,0). Un plan paralel cu yOz are ecuatia y = b.

2) Ecuatiile planelor perpendiculare pe planele de coordonate 2Oy, yOz si xOz sunt de forma
ax +by+d=0,by+ cz+d =0, respectiv ax + cz + d = 0.

3) Ecuatiile planelor care trec prin axele de coordonate Oz, Oy si Oz sunt de forma by+cz = 0,
ax + cz = 0, respectiv ax 4+ by = 0.

4) Ecuatia unui plan care trece prin origine este de forma ax + by + cz = 0. Un astfel de plan
este un subspatiu vectorial bidimensional al lui R3.

Fig. 6 Fig. 7

2.3.3 Planul determinat de trei puncte necoliniare

Pentru a stabili ecuatia planului determinat de punctele necoliniare M;(z;,y;,z:), i = 1,3
(figura 7), procedam dupa cum urmeaza:

1) Folosim ecuatia generala a planului i ecuatiile obtinute prin inlocuirea coordonatelor punctelor
M; in ecuatia generala, ca ecuatii in necunoscutele a, b, ¢ si d. Rezulta sistemul liniar omogen

ar+by+cz+d=0
ax; +by; +cz; +d =0, i=1,3,

cu solutii nebanale (a,b,c,d), deoarece a, b gi ¢ nu se pot anula simultan. Conditia de solutii
nebanale,
r y z 1
1 y1 oz 1
Ty Y2 22 1
r3 ys 23 1

este chiar ecuatia carteziana a planului (M; MsMs). Tntr—adevér, ecuatia de mai sus este o ecuatie
de gradul intai in z, y, 2 si oricare dintre punctele (x;,y;,2;), i = 1,3, o satisface. De asemenea,
aceasta ecuatie reprezinta conditia de coplanaritate a punctelor My, My, M3 si M.

Ca un caz particular, gasim ecuatia planului prin taieturi (figura 8). Daca taieturile sunt
A(a,0,0), B(0,b,0) si C(0,0,c), atunci ecuatia planului (ABC) este

S
a b ¢
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2) Fie M un punct care genereaza planul. Conditia de coplanaritate a vectorilor My M, My Mo
si M7 M3 este chiar ecuatia vectoriala a planului si anume

<M1M, MlMg X M1M3> =0.

Dacé introducem vectorii de pozitie 7 = 27+ y7+ 2k, 73 = 27+ y;J + 2k, i = 1,3, atunci obtinem
transcrierea

<77— 1, (Fg — 771) X (773 — 771)> =0
sau, sub forma de determinant,

xr — I Yy—1U Z— 2z
To—x1 Y2—Yy1 22—z | =0.
3 —T1 Ys—Y1 <3 — %21

Fig. 8 Fig. 9

2.3.4 Planul determinat de un punct si doi vectori necoliniari

Doi vectori necoliniari © = (¢1,my1,n1), v = (f3,m2,n2) si un punct My determina un plan unic
P (figura 9). Ne propunem sa gasim ecuatiile parametrice sau ecuatia carteziana ale acestui plan.
— —

Fie Mo M si My M, reprezentantii vectorilor @, respectiv ¥. Un punct M € Ej3 apartine planului
P daca si numai daca vectorii MoM, MoM, si MyMs sunt coplanari. Exprimam coplanaritatea
acestor vectori astfel:

a) MoM = ru + sv, adica

T =T+ 1l + sl
Y = Yo +rmy + smsg
z=2zy+rny+sne, 71,5€R.

Aceste relatii sunt numite ecuatiile parametrice ale planului P, iar numerele arbitrare r si s se
numesc parametri.

b) (MoM,u x v) = 0, adica

Precizam ca toate ecuatiile carteziene obtinute pentru plan sunt echivalente cu ecuatia generala
a planului ax+by+cz+d = 0. Se observa ca aceasta ecuatie depinde de patru parametri neesentiali

o : - 9 VY : - c .d

a, b, ¢, d si trei parametri esentiali. Daca a # 0, atunci cei trei parametri esentiali sunt —, — gi —.
a a’ a

De asemenea, precizam ca numerele a, b si ¢, adica coeficientii lui x, y si 2z din ecuatia generala,

reprezinta coordonatele vectorului normal 7.
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2.3.5 Ecuatia normala a planului (Hesse)

Putem determina ecuatia planului atunci cand cunoagtem versorul normalei la planul P si
distanta de la origine la planul P. Aceasta ecuatie ne va conduce la o formula de calcul a distantei
de la un punct la un plan.

Daca distanta de la origine la planul P este p > 0 si versorul normalei este exprimat cu ajutorul
cosinusurilor directoare, i = cos a 7+ cos 3 7+ cosy k, atunci ecuatia normals a planului (ecuatia
lui Hesse) se scrie

rcosa +ycosf + zcosy —p=0.

Notand cu My punctul de intersectie al directiei versorului normalei din origine cu planul P si cu
M (x,y, z) un punct generic din planul P atunci My(p cos «a,pcos 3, pcos~y) iar ecuatia planului ce
trece prin My si are normala 7 este chiar ecuatia cautata.

Ne intereseaza in continuare legatura dintre ecuatia generala a planului ax + by +cz+d = 0 si
cea normala. Spunem ca normalizam ecuatia generala a planului atunci ca aceasta o transformam
in ecuatie normala. Normalizata ecuatiei generale a planului (forma normala dedusa din ecuatia

generald) este
ar +by+cz+d

+Va? + 0%+ ¢
Din punct de vedere practic, obtinem normalizata ecuatiei generale a planului prin inmultirea cu

1 . .
YL semnul fiind semnul opus lui d.

2.3.6 Plan orientat

Referitor la reprezentarea intuitiva a unui plan in spatiu, sunt evidente urmatoarele afirmatii:

1) planul are doua fete;

2) elementul de baza in studiul planului in raport cu spatiul este normala;

3) alegerea unui sens pe normala este echivalenta cu alegerea unei fete a planului;

4) alegerea unui sens de rotatie in plan este echivalenta cu alegerea unui sens pe normala.

Un plan P impreuna cu o alegere a sensului pe normala se numeste plan orientat (figura 10).
Daca sensul pe normala este fixat prin vectorul 71, atunci perechea (P, 7) este un plan orientat.

Evident, este natural sa alegem acel sens pe normala care sa ne conduca la o orientare a planului
coerentd cu orientarea spatiului. In continuare vom subintelege o asemenea orientare (acceptam
regula mainii drepte).

In aplicatii, fata care corespunde sensului ales pe normala se noteaza cu (+), iar fata opusa cu
(=)

Evident, planele de coordonate xOy, yOz si zOx sunt orientate.

+
Tﬁ Pl >0
| =0
~+ P I
+ I
— | P <0
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2.3.7 Semispatii

Fie planul P: f(x,y,2) = ax + by + cz + d = 0. Acest plan separa spatiul in doua submultimi
convexe (figura 11):

P ={(z,y,2)| f(z,y,2) < 0}; Pt ={(z,y,2) | f(z,y,2) > 0};
P-NnPT=r P~ UPt =R3,
Pentru a dovedi aceasta afirmatie, fie My(xo,yo, 20) € P si
D:z=x9+at, y=yo+0bt, z=20+ct, teR,

normala la planul P in punctul M. Punctele lui D pot fi impéartite in trei submultimi caracterizate
prin t < 0, t = 0, respectiv ¢ > 0. Sa ne inchipuim ca punctul My descrie planul P. Regiunea din
spatiu maturata de semidreapta ¢ < 0 este caracterizata prin

flz,y,2) = (a®> +b* + ) <0

si o notdm cu P~. Regiunea din spatiu descrisi de semidreapta ¢ > 0 o notdm prin P si este
caracterizata prin
f(z,y,2) = (a® + b* 4+ )t > 0.

Problema convexitatii o lasam drept tema pentru cititor.

Submultimile P~ si P* se numesc semispatii inchise. Avand in vedere ci functia f pastreazi
semn constant pentru punctele unui semispatiu, pentru aflarea acestui semn este suficient sa alegem
un punct particular (z1,y1,21) si s& vedem ce semn are numarul f(x1,y1,21).

2.3.8 Reuniunea si intersectia a doua plane

Consideram P; si P> doua plane de ecuatii aqx+b1y+c12+d; = 0, respectiv agx+boy+coz+ds = 0.
Reuniunea celor doud plane este multimea (cuadrica degenerata)

Q= {(x,y,z) | (a1 4+ biy + c12 + dy)(asz + boy + coz + do) = O}.

Presupunem ca planele P; si P, nu sunt paralele sau confundate. Intersectia P; NP este dreapta
de ecuatii (figura 12):

a1 + bly +ci1z+ d1 =0 ran aiq bl C1
asx + b2y + coz + d2 = 0, & as b2 C2

Fig. 12

Sistemul de ecuatii liniare prin care este reprezentata dreapta D este simplu nedeterminat.
Sistemul admite o infinitate simpla de solutii care sunt tocmai punctele dreptei. Un punct M,
al dreptei D se obtine fixdnd valoarea uneia dintre variabile si calculandu-le pe celelalte doua.
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Directia dreptei D este data de vectorul n; X fig, unde 79 (a1, b1,c1) si na(az, be, c2) sunt vectorii
normali la planele P; si P». Deoarece

T 7 k
ny Xneg =1, a bl c1 |,
az by ¢
parametrii directori £, m si n ai dreptei D sunt:
b ¢ c1 a1 ar by
bg C2 Coy Q9 a9 b2
v o a1 bl .. .
Daca presupunem ca o b # 0, atunci sistemul precedent este echivalent cu
2 03
r=az+Dp
y=bz+q

(ecuatii canonice ale dreptei D).

Constatam ca o dreapta in spatiu este exprimata cu ajutorul a doua ecuatii de gradul unu in
(z,y,2), care depind de patru parametri esentiali, a, b, p si ¢. Prin urmare, pentru determinarea
unei drepte sunt suficiente doua conditii, care vor produce patru ecuatii liniare in necunoscutele a,
b, psigq.

Pentru a determina pozitia relativa a unor drepte sau plane se alcatuieste sistemul format
de ecuatiile lor, se discuta si se rezolva algebric acest sistem gi apoi se interpreteaza geometric
rezultatul. De asemenea, precizam ca din punct de vedere topologic, dreptele si planele sunt
submultimi inchise in spatiu.

2.3.9 Fascicule de plane

Printr-o dreapta data trec o infinitate de plane. Multimea tuturor planelor care trec printr-o
dreapta data D se numeste fascicul de plane. Dreapta D se numeste aza fasciculului.
Consideram planele de ecuatii

Pi: aiz+biy+ciz+di =0 si Por asx +boy+caz+de =0

care determina dreapta D = P; N P, (figura 12). Deoarece orice vector nenul 7 perpendicular pe
D se scrie in forma n = riy + shg, 72 + 52 # 0, rezulta ci ecuatia unui plan oarecare din fasciculul
de axa D are ecuatia

F: r(ax+by+ciz+dy) + s(agx + bay + coz + da) = 0, r? 4+ 52 #£0.

Cum cel putin unul din coeficientii  §i s sunt nenuli putem presupune r # 0 si ecuatia fascicu-
lului se poate scrie:

Frn: arx+biy+crz+dy + Masx + by + oz +da) =0, X €ER, (formal : (Py) + A(P) = 0).

Multimea planelor de forma F| : a1z +b1y+ciz+ A = 0 se numeste fascicul de plane paralele.

Folosind fasciculele de plane, putem justifica si pe aceasta cale ecuatiile planelor particulare din
subsectiunea 2.3.2. Astfel, stiind ca axa absciselor este Oz: y = 0, z = 0, ecuatia unui plan care
trece prin Oz este by + cz = 0, iar ecuatia unui plan paralel cu acesta este by + cz + d = 0 etc.
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2.4 Unghiuri in spatiu

In acest paragraf ne propunem sa gasim formule pentru determinarea urmatoarelor unghiuri:
unghiul dintre doua drepte orientate, unghiul dintre doua plane orientate si unghiul dintre o dreapta
orientata gi un plan orientat.

2.4.1 Unghiul dintre doua drepte orientate

Fie D; si Dy doua drepte orientate prin vectorii directori @ = £174+mij+ni1k si b = lot+maj+nak
(figura 13).

Fig. 13

Prin unghiul dintre dreptele orientate (D1,a) si (D2, b) vom intelege unghiul dintre @ si b, adic#
unghiul ¢ definit prin formula

(a,b) B lily +mimao + nyng
lalllloll - /3 +m2 +n2\/B +m3+n3

cos p = @ € [0, 7).

Constatam echivalentele: B
a) D1 L D5 daca si numai daca (a,b) = 0 sau £10s + myms + ning = 0;
- 1
b) D1||D2 daci si numai daca a x b = 0 sau a_m_m
EQ meo o

2.4.2 Unghiul dintre doua plane orientate

Consideram planele P; si P, avand ecuatiile a1x 4+ by + c1z + di = 0, respectiv asx + boy +
coz +do = 0.

Planele P si P, sunt paralele sau confundate daca si numai daca vectorii normali n(aq, b1, c1)
si na(ag, ba, c2) sunt coliniari, adica ny X ng = 0. Paralelismul P, || P este caracterizat prin relatiile

(al,bl,cl) :k‘(ag,bg,CQ) §i dq #kdg, k ER\{O},
iar coincidenta P; = P; este descrisa de
(alabbcladl) :k(a27b2a027d2)7 kER\{O}

Doua plane neparalele si neconfundate se intersecteaza dupa o dreapta D si determina un unghi
diedru (figura 14).

Prin definitia datd in manualele de geometrie de liceu, unghiul diedru format de cele doua
plane este masurat prin unghiul plan 6, care se obtine sectiondnd planele P; si P, cu un plan
P5 perpendicular pe D. Unghiul 8 este congruent sau suplementar cu unghiul ¢ dintre vectorii
normali 71 si No, ca unghiuri cu laturile perpendiculare. Pentru comoditatea exprimarii algebrice,
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acum acceptam ca unghiul diedru determinat de planele orientate (Pp,71) si (P2, 7ig) este masurat
prin unghiul ¢ dintre n; si no. Acest unghi se determina prin formula

(71, N2) _ a1as + b1by + c1co
Tallleall - Va1 @ T /T

cosp = ¢ € [0,7].

In particular, planele P; si P sunt perpendiculare daca si numai daca (ni,72) = 0 sau in
coordonate, aiaz + blbg +cico = 0.

Fig. 14 Fig. 15

2.4.3 Unghiul dintre o dreapta orientata si un plan orientat

Fie dreapta orientata (D,a), @ = i + mj + nk si planul orientat (P,n), n = az + b7 + ck.
Presupunem ca dreapta D intersecteaza planul P (figura 15) si notam cu D’ proiectia lui D pe
planul P. Prin definitia din manualele de liceu, unghiul dintre planul P si dreapta D este unghiul
o dintre D si D’.

Unghiul 6 dintre vectorii a si n este legat de unghiul ¢ prin relatia 6 + ¢ = 90° sau prin
relatia 0 = 90° + . Unghiul dintre dreapta orientata (D, a) si planul orientat (P,n) este unghiul
p e [—g, 72—1, definit prin formula

n,a) B al +bm + cn
nllllall Va2 +02 + V2 +m2+n2

sinp =

Dreapta D este paraleld cu planul P (caz particular, D C P) daca si numai daca (i, a) = 0 sau
al +bm+cn = 0.

Dreapta D este perpendiculara pe planul P daca si numai daca vectorii 2 si @ sunt coliniari,

VR a c
adicAnxa=0sau - = — = —.
y4 m n

2.5 Distante in spatiu

In acest paragraf ne propunem si gisim formule pentru determinarea urméatoarelor distante:
distanta de la un punct la o dreapta, distanta de la un punct la un plan si distanta dintre doua
drepte.
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2.5.1 Distanta de la un punct la o dreapta

Fie dreapta D de ecuatii
L—Zo Y—Yo 22— %0
¢ m  on
Aceasta dreapta contine punctul My (xo,yo, 20) si are vectorul director a(¢,m,n). Fie A un punct
din F5 si A’ proiectia sa pe dreapta D (figura 16).
Lungimea segmentului [AA’] este distanta de la punctul A la dreapta D si se noteaza d(A, D).
Din formula care da aria paralelogramului construit pe reprezentantii vectorilor a gi MyA obtinem

MyA
sty _ x4l
lal]
Evident, d(A, D) = inf (A, M).
MeD
o M,
Tﬁ
° M,
P
Fig. 16 Fig. 17

2.5.2 Distanta de la un punct la un plan

Consideram planul P de ecuatie az + by + cz +d = 0 si un punct My(zo, Yo, 20), exterior
planului. Notam cu M (z1, y1, 21) proiectia lui My pe planul P (figura 17). Distanta de la punctul
My la planul P este || My Mpyl| si se noteaza cu d(My, P).

Folosind produsul scalar dintre vectorul normal la plan 7(a, b, ¢) si vectorul

MMy = (z0 — 1)1+ (yo — y1)7 + (20 — 21)k,
efectuat in cele doud moduri posibile (algebric si sintetic), gasim
a(xg —x1) +b(yo — y1) + c(20 — 21) = £V a? + b + 2 d(My, P).

Pe de alta parte, apartenenta M; € P implica ax1 + by; + cz1 +d = 0. Inlocuind pe —ar; —
by, — cz1 = d si luand modulul in ambele parti, deducem formula

_axo + byo + czo + d|

d(M07P)

Evident, d(My, P) = A}[nfpd(Mo,M).
€
Cum formula distantei de mai sus este chiar ecuatia normalizata a planului P calculata in

punctul Mo(xo, %o, 20), deducem ca in cazul in care planul este dat prin ecuatia sa normala,
xcosa 1+ ycosB 4+ zcosy k —p =0, distanta de la punctul My la planul P este data de

d(My, P) = | zgcosa+yocos B+ zgcosy —p |



42

2.5.3 Perpendiculara comuna a doua drepte oarecare din spatiu

Doua drepte din spatiu pot fi confundate, paralele, concurente sau oarecare. Pentru doua drepte
Dy si Do care admit pe aq, respectiv ao ca vectori directori, exista o directie normald comund unicd
n = a1 X az daca si numai daca dreptele D si Do sunt oarecare sau concurente. In acest caz existi
o dreaptd gi numai una care se sprijina simultan pe cele doua drepte si avand directia n (figura
18), numita perpendiculara comund a dreptelor Dy si Ds.

Pentru a stabili ecuatiile perpendicularei comune D, observam ca aceasta dreapta apare ca
intersectia a doua plane: planul P; care contine dreapta D; si vectorul 7 si planul P, care contine
dreapta D si vectorul n. Presupunand ca D, si Dy contin punctele M, respectiv M5 si ca N este
punctul curent in P;, iar M este punctul curent in Ps, ecuatiile perpendicularei comune sunt

D- <M1N,@1Xﬁ>:0
" | (MzN,az x n) =0.

Ecuatiile in R? ale perpendicularei comune se obtin exprimand vectorii M N, @i, MaN, as si
7 in raport cu baza ortonormata {z, 7, k} si utilizand expresia canonica a produsului mixt.

a

V
1

-
n
>
a

Fig. 18

2.5.4 Distanta dintre doua drepte

Fie doua drepte D; si Dy descrise de punctele M, respectiv N. Numarul inf d(M, N') se numeste
distanta dintre dreptele Dy gi Do si se noteaza cu d(Dy, D2). Din considerente geometrice rezulta
ca d(Dq, D2) se afla astfel:

1) daca dreptele Dy si Dy sunt concurente, atunci d(Dy, D) = 0;

2) daca D1l|| D2, atunci prin My € Dy se duce un plan perpendicular pe Dy care taie pe Dy in
N() §1 avel d(Dl,Dg) = d(Mo,No);

3) daca D; si Dy sunt oarecare, atunci d(Dy, D2) = ||AB||, unde punctele A si B reprezinta
intersectia dintre perpendiculara comuna D si dreptele Dy, respectiv Dy (figura 19).

Distanta dintre dreptele oarecare D si Dy se mai poate afla astfel:

- prin dreapta D; ducem un plan P paralel cu dreapta Ds;

- pe dreapta Dy selectdm un punct Mo;

- calculam d(Ms, P) = d(Dy, D5).

Figura 19 arata ca distanta dintre dreptele D si Do este lungimea 1naltimii paralelipipedului
construit pe vectorii M;Ms, @y si as. Din semnificatia produsului mixt rezulta

’<M1M2, a1 X C_L2>’

d(D1,D5) =
( 1 2) ||EL1XEL2||
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In termeni de analiza matematica putem scrie

d(Dl, Dg) = inf d(Ml, Mg)
MyeDq
Ms€e Do

2.6 Probleme rezolvate

1. Sa se determine ecuatia planului P ce trece prin punctele A(2,0,0), B(0,0,3) si face un
unghi de 60° cu planul orizontal xOy.

Solutie.

Consideram planul P dat prin ecuatia sa normala

rcosa +ycosfB +zcosy —p=0.

2cosa—p=20

3cosy—p=0.
Unghiul dintre planul P si planul orizontal este unghiul dintre vectorul normal 7, si versorul

k, adica v = 60°. Obtinem cos~y = % Prin urmare p = %,
Mai raméne s#-1 determinam pe cos 3 din relatia cos? o + cos? 8 + cos? y = 1.
Obtinem cos? 3 = % & cosff = :I:\/Tg.

In concluzie, avem doua solutii:

Din faptul ca planul P trece prin punctele A(2,0,0), B(0,0, 3) rezulta {

AN

CoOS &x =

3z +V3y+22—6=0.

Observatie O alta solutie ar fi sa scriem ecuatia dreptei AB, iar din fasciculul planelor ce trec
prin axa AB, F), sa determinam planul ce formeaza unghi de 60° cu planul orizontal, adica sa
folosim functia cos a unghiului dintre plane si sa-1 determinam pe A (cum vom vedea in exercitiul
urmator).

2. Sa se determine ecuatia planului P ce trece prin dreapta de intersectie a planelor

P45 4+2=0, Po: x—2z+4=0,
stiind ca face un unghi de 45° cu planul
Py x—4y—82+14=0.

Solutie.

Vom alege din fasciculul de drepte ce trec prin dreapta comuna a planelor P; si P> acel plan
care face un unghi de 45° cu planul Ps.

Fasciculul de drepte ce trec prin dreapta comuna a planelor P; si P» este

Fr: x4+by+z+Az—24+4)=0&N+1)z+5y+(1—N)z+4\=0.

Vectorul normal al unui plan din fascicul este iy = (A+1)7+ 57+ (1 — A)k. Conditia ca planul
P sa faca unghi de 45° cu planul Pj3, a carui normala este ng =7 — 47 — 8k, este data de

(P;P?)):(ﬁ/\,ﬁg):z{:}cos(ﬁ)\’ﬁg):COSzzi'
4 4 2
Din - L
cos (ﬁ>mﬁ3) — <n>\an3> o -

[l sl V22 + 27
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rezulta

A—3 2
—2)\2—_|_27:§:>\/2)\2+2 :\/§(A—3):>)\:—

In concluzie, planul ciutat este

B~ w

Fr=—z w420y +72-12=0.

. . o —y=2 . _
3. Aflati perpendiculara comuna a dreptelor A; : { i_’_ y si Ao : 2"33 1 — yTH =1-2z.

z=3
Solutie.
Metoda I. Ecuatiile carteziene ale celor doua drepte sunt: Aj: m_IO = y—‘lLQ = 27—713 si respectiv

T—3 _ y+l _ 21 1 - = 3
Ao T =% = , deci vectorii lor directori sunt v; = (1,1, —1), respectiv vy = (5,0, —1).

Perpendlculara comuna a celor doua drepte are directia data de vectorul liber
v 1 3
U= Xva=1 1 —1|= <—1,—— ——),
30
2

i con‘gme un punct al dreptei A, de exemplu A(0,—2,3) € Ay
1,—1)) si care contine directia perpendicularei comune celor
). Atunci:

Fie 7, planul ce trece prin A; (d
si directia lui Ay, data de v; =
doua drepte, data de n = (—1, —

ec
(1,
1
27

lev

r—0 y+2 z-3
Ty 1 1 -1 |=0& —-4x+5y+2+17=0.

Un punct A’ al perpendicularei comune se afla la intersectia lui 7, cu Ag,

= monm {5 S0 T s34 i
= Ao N7y : T+ oz = <~ = -

deci A’ (—%, -1, 1—70)
Perpendiculara comuni A+ contine punctul A’ (—%, -1, 1—70) si are directia n = (—1, —%, —%)
Atunci: ) o
AL T+ 3 _ y+1 z—5 - Tr+1 _ 2y + 2 _ 142—20.
L —7 -1 —21

-1 -1 _

[NJ[e8

Metoda II. Fie v = ©; x U5 vectorul liber care di directia perpendicularei comune. Perpendiculara
comuna a dreptelor A; si Ay se afla la intersectia dintre planul 71 = 7, ce trece prin A; si este
paralel cu v+ (vezi Metoda I) si planul 7 ce trece prin A, si este paralel cu v+.

Planul 72 va contine un punct al dreptei Ay (consideram B (%, —1,1) € Ay), directia lui Ay data
de
Uy = (%, 0, —1) si directia data de perpendiculara comuna a lui A; si Ao, deci de v+ = (—1, —%, —%)

Atunci

r—1/2 y+1 z-1
To : 3 0 -1 |=0&m: 20413y — 32+ 17 =0.
| _

N[
NGO
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In concluzie, avem
—4r+5y+2+7=0

AL:7r1ﬂ7T2i{ —2x+ 13y — 32+ 17=0.

Metoda III. Folosind ecuatiile parametrice ale celor doua drepte, consideram punctele
Cl(t) = (t,t —2,—t+ 3) € Aq,t €R, C2(S) = (3/28 + ]./2, -1, —s+ 1) € Ay, s €R.

Segmentul [C (t)C2(s)] este inclus in perpendiculara comuna A; a celor doua drepte doar in situatia

in care vectorul w = C1(t)Ca(s) = (3 —t,—t + 1, —s +t — 2) este ortogonal pe cei doi vectori

directori 77 si 2. Aceasta conditie se rescrie
w1l v <E), 1>
_ = _
WL (w, va)

Punctele corespunzatoare celor doua valori obtinute pentru s si ¢ sunt respectiv

9 9 5 12 1 5 6
B, =C (;) = (?—?,7) € Ay, By = Cy (?) = <?,—1,§> € As.

Acestea sunt picioarele perpendicularei comune A |, iar dreapta BBy este exact perpendiculara
comunéa. Obtinem

S
I

0 —6t+ 55 +7=0 t=9/7
0 @{ —10t+ 135+ 11 =0 ‘:’{ s=1/7.

Al‘x—S/?_y—l—l_2—6/7(:)730—5_7,1;—1—7_72—6
Co4)T 2T 6T 4 2 6

Se observa ca prin aceasta metoda putem calcula usor si distanta dintre cele doua drepte. Deoarece
By € A1 si By € As sunt picioarele perpendicularei comune, avem

d(Al,Ag):d@l,BZ):Wg_g)ﬁ (F2ar) s (o) o2

D
Metoda IV. Consideram doua puncte C; () € Ap si Co(s) € Ay si functia f(s,t) = ||C1(t)Ca(s)||?,
s,t € R. Distanta dintre cele doua drepte este data de valoarea minima a functiei f cand s,t € R.
Avem

fls,t) =(3H -2+ (—t+1)2+ (—s+t—2)2 =
=162 312 —bst+ 4. s —Tt+ 2L

Punctele critice (s,t) € R? ale functiei f (care contin punctul de minim) se afld rezolvand sistemul

or _

s L Bsesteg=0 [ s=117
of 6t —5s — 2 =0 t=9/7,
"

ot

solutie unica (v. valorile obtinute prin metoda III). In continuare, pentru a determina perpendi-
culara comuna a dreptelor A; si Ay se procedeaza analog cu Metoda III.
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2.7 Probleme propuse

1. Sa se figureze punctele:
A(57 Oa 0)7 B(Oa _27 O)a C(Oa 07 3)7 D(_37 27 0)7 E(07 _17 _4)7 F(27 07 4)7 G(3> _5a 8)
si s4 se scrie expresia vectorului de pozitie al punctului G fata de reperul cartezian {O;7,7, k}.

2. Fie Dy si Dy doua drepte paralele cu vectorii (1,0, 1), respectiv (—1,1,2). Sa se scrie ecuatiile
parametrice ale dreptei perpendiculare simultan pe D1, Dy si care trece prin punctul (2, 3,0).

3. Se considera punctele A(1,3,0), B(3,-2,1), C(a,1,-3) si D(7,—2,3). Sa se determine «
astfel Incat punctele sa fie coplanare. Pentru o astfel gasit, sa se scrie ecuatia carteziana a planului
determinat de ele.

4. Sa se scrie ecuatia planului care trece prin punctul My(—1,3,3) si contine dreapta D, unde:

) rT+2y+32—-1=0
a)D: {2x—y—z—3:0;
—4 2 1

) 1 0 2
c)D: x=1+2t, y=—-14t, z=1=3t, teR.

Indicatie. Se utilizeaza ecuatia fasciculului determinat de doua plane a caror intersectie este
dreapta D.

5. Sa se calculeze unghiul dintre dreptele:

x—1 y+2
1 4

z x y oz
D: — D: —_— = =
1 17 2 R

—1 1
i sa se scrie ecuatia planului determinat de aceste drepte.

1 1
Indicatie. D1 N Dy = { (5, -2, —§> }

6. Se dau punctele A(1,3,2), B(—1,2,1), C(0,1,—-2), D(2,0,—1) si planul de ecuatie
P:2r4+y—2—1=0. Sa se afle care dintre puncte se gasesc de aceeasi parte cu originea
axelor de coordonate fata de planul dat.

7. Sa se scrie ecuatiile perpendicularei comune dreptelor:

p.f=l_yr2_z pow_y_z-l
-1 4 1 3 1 1
si sa se calculeze distanta dintre D; si Ds.
8. Fie dreptele:
Dl:x—lzy_ﬂzi; D2:x—2:g:z+1‘
2 3 «o 2 2 «

a) Sa se determine « astfel incat dreptele D; si Dy sa fie concurente si sa se scrie ecuatia
planului P in care se afla aceste drepte.

b) Sa se calculeze d(My, P), unde My(5,—4,1).

Indicatie. a) Sistemul format din cele patru ecuatii are solutie unica sau lungimea perpendicu-
larei comune este 0.



Capitolul 3
Schimbari de repere in spatiu

Multimea izometriilor formeaza un grup. Cu ajutorul acestui grup, se introduce notiunea de
congruenta a figurilor din spatiul punctual F3. Izometriile de baza sunt rotatia, simetria in raport
cu un plan, simetria in raport cu un punct si translatia.

Rotatia si simetriile se mai numesc transformdari ortogonale. Pe V3 ele sunt aplicatii liniare date
prin matrice ortogonale.

Orice izometrie este de forma I = 7 o R, unde 7 este o translatie, iar R este o transformare
ortogonala.

Fie I =76R izometria care muta reperul R={0;7, 7, k} in reperul R’ ={0’,7',7,k'}. Izometria I
se numeste pozitivd (deplasare) daci baza {7, 7, k'} este orientats pozitiv si negativd (antideplasare)
in caz contrar.

Principalele izometrii pozitive sunt translatiile si rotatiile, iar principalele izometrii negative
sunt simetria in raport cu un plan si simetria in raport cu un punct.

3.1 Translatia reperului cartezian

Translatia unui reper cartezian Oxyz este deplasarea reperului astfel incat axele noului reper
O'x'y'2" sa ramana paralele gi de acelasi sens cu axele vechi (figura 1).

(x, ¥ 2)
(x; ¥/ 2)
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Prin urmare, reperul {0;7, 7, k} supus translatiei 7 devine {O’;7’,7,k'}, unde O'(a, b, c) si
O=700), 1"=T0)=1 J=TO)=3 K=Tk) =k

Ne propunem sa stabilim relatiile intre coordonatele x, y si z ale punctului M raportat la

reperul Oxyz si coordonatele x’, 3’ si 2’ ale aceluiasi punct raportat la reperul translatat O'z"y’2’.

Se observa ca OM = OO’ + O’ M. Raportand la baza {7, 7, k}, aceasta relatie vectoriala devine

i+ yj+zk=ar+b7+ck+21+y 7+ 2k,

de unde obtinem ecuatiile carteziene ale translatiei 2’ =x —a,y =y —bsi 2z’ =z —c.
Scrierea matriceala a acestor ecuatii este

x 1 0 O x a
Y = 01 0 Y — b
2 0 0 1 z

Evident, translatia este o izometrie pozitiva.

Caz particular. Translatia in planul xOy este descrisa de ecuatiile

¥=x-a § y =y-—0b

3.2 Rotatia reperului cartezian

Analizam trecerea de la reperul cartezian {O;7, 7, k} la reperul cartezian {O;7’,7’,k'}, care au
originea comuna O (figura 2). Cunoscand coordonatele versorilor 7/, 7’ si k' in raport cu baza
{7,7,k} si coordonatele (z,y, z) ale punctului M in raport cu primul reper, ne propunem si gasim
coordonatele 2, y’ si 2’ ale lui M in raport cu al doilea reper.

(x,y 2)
(¥ 2)

Fig. 2

Observam ca o asemenea schimbare de reper in FEj3 este echivalenta cu trecerea de la baza
ortonormata {7, 7, k} la baza ortonormata {z’,7’,k’} din V5. De aceea, in baza rationamentelor

anterioare avem:
v =R@) = @01+ @ )T+ @ Rk
7' =R =01+ 7,7+ (G Kk

k' =R(k)= (K, 201+ (k' )7+ (K k)k.
Notdm ayy = (/,7), ag1 = (1',7), as1 = (', k), a1z = (7,7), az2 = (7', 7), as2 = (7', k), ar3 = (K',7),
azs = (K',7), asz = <k‘ k si
a1 a2 a13
A= 21 Q22 G23
a3y Qaz2 ass
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Matricea A este matricea de trecere de la baza {7,7,k} la baza {1’,7',k'} si este o matrice
ortogonali. Intr-adevir, 7/, 7/ si k' fiind versori (coordonatele lor sunt cosinusuri directoare)
reciproc ortogonali, deducem A'A = ‘AA =1, adica ‘A = A~1.

Rezulta ci trecerea de la baza ortonormata {7,7, k} la baza ortonormata {z’,7’,k'} se face cu
ajutorul matricei ortogonale A, iar trecerea inversi se face cu A.

Pentru a stabili relatia de legatura intre coordonatele x, y si z ale punctului M raportat la
sistemul Oxyz si coordonatele z’, 3" si 2’ ale aceluiagi punct raportat la sistemul rotit Oz’y’z’,
observam ca O_M]ol«yz = O_M\Ox/yzz/ sau echivalent,

vy +zk =27 +y'7 + K.
Inlocuind pe 7/, 7', k' si identificand dupi 7, 7 si k, gisim ecuatia matriceald

!/

x x
y | =A( v |,
z 2
sau, echivalent
x T
y | ="Al vy
2 z

Pe de alta parte, aceste ecuatii caracterizeaza o izometrie care pastreaza originea. O astfel de
izometrie este o transformare ortogonald R. Deoarece (z/,7', k') = det A, rezulta ca izometria R
este pozitiva daca det A=1 (rotatie) si negativa daca det A=—1 (rotatie si simetrie).

Exemple:

1) Rotatia in jurul lui Oz (figura 3). In reperul cartezian {0,7,7,k} consideram rotatia R de
axa Oz si de unghi 6.

Fig. 3

Din figura rezulta:
1" =R() =71cosf + Jsinb;

7" =R(J) = —usinf + jcosb;
F =R =k
Astfel, din relatia 'z’ + y'7" + 2k’ = 27+ yj + zk, gasim ecuatiile

x=2x'cosf — 1y siné
R: y=12'sinf + y' cos
z=12.
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Evident, determinantul matricei lui R este de 1, deci R este o izometrie pozitiva. In particular,
o rotatie in planul xOy, de unghi #, in jurul originii este caracterizata prin ecuatiile

x =12 cosf —y sinf
y = x'sinf + 1y’ cos .

Dintre izometriile in plan retinem roto-translatia (figura 4), caracterizata prin ecuatiile

x=21a"cosh —y' sinf +a
y=12'sinf +y cosb + b.

Fig. 4 Fig. 5

2) Simetria fatd de un plan (figura 5). Fie reperul ortonormat {O;7,7, k} si S simetria in raport

cu planul (O;7,7). Avem relatiile:

V=8 7 =80) =5 K =5k)=-k
Astfel, din 27+ y7+ zk = 2'7’ + y'7’ + Z'k’, gisim ecuatiile
/

S:x=2', y=v9y, z2=-z

sau scris matriceal,

T 1 0 0 '
y |=101 o0 Y
z 0 0 -1 P

Determinantul matricei S este —1, deci S este o izometrie negativa.

3.3 Trecerea de la reperul cartezian la reperul cilindric

Presupunem ca spatiul F3 este raportat la un reper cartezian Oxyz. Orice punct M € FEj3 este
unic determinat de coordonatele sale carteziene (z,y, ).

Fie E5 = E3 \ Oz. Pozitia unui punct M € Ej poate fi caracterizata si prin tripletul ordonat
(p, 0, z), unde p este distanta de la origine la proiectia M’ a punctului M in planul Oy, iar 0 este
masura unghiului dintre semidreptele Oz si OM’ (figura 6).

Numerele reale p, 6 si z se numesc coordonate cilindrice ale punctului M in spatiu. Intre
coordonatele cilindrice si coordonatele carteziene exista relatiile:

x = pcosf
y = psinf
z =z
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Daca impunem p > 0, § € [0,27), z € R, atunci relatiile precedente asigura corespondenta
biunivoca intre multimea R? \ Oz si multimea (0, 00) x [0, 27) x R.

Fig. 6

Suprafete de coordonate

p = po: cilindru circular cu generatoarele paralele cu Oz.
6 = 6y: semiplan a carui prelungire trece prin Oz.
z = zp: plan paralel cu xOy din care s-a scos punctul (0,0, zg).

Curbe de coordonate

0 = 0y, z = zg: semidreapta paralela cu Oy a carei prelungire trece prin Oz.
z =29, p = po: cerc cu centrul pe Oz si situat intr-un plan paralel cu xOy.
p = po, 8 = 6y: dreapta perpendiculara pe planul xOy.

Curbele de coordonate sunt reciproc ortogonale, deci suprafetele de coordonate sunt reciproc
ortogonale.

Consideram punctul M(p, 6, z). Versorii €,, €y si €, tangenti la liniile de coordonate care trec
prin punctul M sunt reciproc ortogonali. De aceea, {M (p,0,2);€p, €, éz} este un reper ortonormat
mobil, numit reper cilindric (figura 7).

Trecerea de la reperul cartezian {O;7,7,k} la reperul cilindric {M(p, 0,z2);€p,€q, éz} este
descrisa de formulele

€, =cosf1+sinfd]
€gp = —sinfr+ cosf]
e, = k.

Aceste formule au la baza regula prin care componentele unui vector fatd de o baza ortonormata
sunt proiectii ale vectorului respectiv pe versorii bazei. De exemplu,

€p = (€, )T+ (€, ]+ (€, k)b = cos 07 +sin 6 7.

3.4 Trecerea de la reperul cartezian la reperul sferic

Uneori, pozitia unui punct M € E5 = E3\Oz este caracterizata cu ajutorul unui alt triplet ordo-
nat de numere reale (7, ¢, #), unde r reprezinta distanta d(O, M), 6 este unghiul dintre semidreptele
Ox si OM’, iar ¢ este unghiul dintre semidreptele Oz si OM (figura 8).
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Numerele 7, ¢ si 8 se numesc coordonate sferice ale lui M in spatiu. Intre coordonatele sferice
si coordonatele carteziene ale punctului M exista relatiile

x = rsin pcos
y =rsinpsind
Z = ZCOos p.

Daca impunem restrictiile r > 0, ¢ € (0,7), 6 € [0,27), atunci formulele anterioare asigura
corespondenta biunivoca intre multimile R3 \ Oz si (0,00) x (0,7) x [0, 27).

¥ 2)
M. o, 0)

Fig. 8

Observatie. In navigatia maritima sau aeriana, radarele determina pozitia unei nave (aeronave)
intr-un reper sferic, avand originea in locul de amplasare a statiei radar. Marcarea pozitiei gasite
pe o harta corespunde trecerii intr-un reper ortonormat, avand latitudine, longitudine (tinand cont
si de inaltime pentru traficul aerian).

Suprafete de coordonate

r = rq: sfera cu centrul in origine din care au fost scosi polii.
6 = 6y: semiplan a carui prelungire trece prin Oz.

© = po: semicon fara varf (origine).

Curbe de coordonate

0 = 0y, ¢ = pp: semidreapta a carei prelungire trece prin origine.
» = g, r =Trg: cerc cu centrul pe Oz, situat intr-un plan paralel cu xOy.

r =g, = 0y: semicerc (mare, deschis).

Curbele de coordonate sunt reciproc ortogonale, deci suprafetele de coordonate sunt reciproc
ortogonale.

Consideram punctul M (r, ¢, #). Versorii é,, €, si €y tangenti la liniile de coordonate care trec
prin punctul M sunt reciproc ortogonali. De aceea, {M (r,¢,0);€r, €4, ég} este un reper ortonormat
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mobil, numit reper sferic (figura 9).

Fig. 9

Tinand seama de figura 9, de formulele de trecere de la o baza ortonormata la o alta baza
ortonormata si de proprietatile proiectiei, gasim legatura intre reperul cartezian si cel sferic

e, =sinpcosf7+sinpsinf 7+ coswl%
€y, = cospcosfi+ cospsinfj—sinpk
€9 = —sinf7+ cosf 7.

3.5 Probleme propuse

1. a) Aflati coordonatele polare (p, ) pentru punctul A ale carui coordonate carteziene sunt
(z,y) = (1,-2);

b) Aflati coordonatele carteziene (x,y) pentru punctul B ale carui coordonate polare sunt
(p,0) = (2, %)

2. a) Aflati coordonatele cilindrice (p, 6, z) pentru punctul C' ale carui coordonate carteziene
sunt (z,y,z) = (1,-2,-3);

b) Aflati coordonatele carteziene pentru punctul D ale carui coordonate cilindrice sunt (p, 0, z) =
(1,47,2).

3. a) Aflati coordonatele sferice pentru punctul E ale carui coordonate carteziene sunt (z,y, z) =
(1,-2,-3);

b) Aflati coordonatele carteziene pentru punctul F' ale carui coordonate sferice sunt (r, p,0) =
(1%, %).

4. Fie reperul cartezian Ozyz fata de care consideram punctele A(3,0,0), B(0,2,0) si C(0,0,6).
Construim sistemul rotit Ox'y’z’ astfel: Oz’ are directia si sensul inaltimii OO’ a tetraedului
OABC, Oy este paralela cu O’A’, unde A’ este piciorul inaltimii dusa din A in triunghiul ABC,
iar axa Oz’ este aleasa astfel incat sistemul Ox'y’z’ sa fie orientat pozitiv.

Sa se scrie matricea rotatiei si sa se determine directia invariantd (subspatiul propriu real

unidimensional) fata de aceasta rotatie.

5. Se considera dreapta
x
D: — = Y _ z
1 —2 2
Fie 7’ versorul director al dreptei D,_j’ un versor perpendicular pe D care apartine planului yOz
si k' versorul ales astfel incat {z/,7’,k’'} sa fie o baza ortonormata.
Sa se stabileasca formulele de trecere de la baza {7,7,k} la baza {7/,7,k’'} si sd se compare
orientarile celor doua baze.
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4 5
6. Se dau punctele A (5, %,4), B (7, ?ﬂ, —2) si C (2, %, —1) in coordonate cilindrice. S&a

se arate ca A si B apartin unui plan care trece prin Oz si sa se afle coordonatele carteziene ale
punctelor A si C, precum si distanta dintre ele.

7. Sa se transcrie urméatoarele ecuatii in coordonate sferice:
(332 +y2 —|-2’2)2 — a2(a:2 +y2); (2132 +y2 _’_22)2(3:2 +y2) —_ 4a2$2y2.

8. Sa se verifice ca reperul cilindric si reperul sferic sunt orientate pozitiv.



Capitolul 4

Conice

Conicele constituie unul dintre subiectele matematice care au fost studiate sistematic si temeinic
inca din cele mai vechi timpuri. inceputurile studierii conicelor se pierde in negura vremurilor. Se
pare ca prima data, conicele sunt mentionate de catre Menaechmus (375-325 1.Hr.), tutorele lui
Alexandru cel Mare. Acesta a ajuns la conice 1n incercarea de rezolva cele 3 probleme celebre ale
antichitatii: trisectia unghiului, dedublarea cubului gi cuadratura cercului. La inceput, conicele au
fost definite ca intersectie a conului circular drept cu un plan.

Aristaios si Euclid se mai ocupa de studiul conicelor dar Appollonius din Perga (262-190 1.Hr.)
este cel care consolideaza gi extinde rezultatele anterioare intr-o monografie ”Konika” ,constand
din opt carti cu 487 rezultate. Appollonius a fost primul care numeste conicele elipsa, parabola si
hiperbola.

In perioada Renagterii, conicele capata o importanta majora datorita aplicatiilor in fizica (legea
migcarii planetare a lui Kepler, studiul traiectoriilor, Galileo Galilei) dar si dezvoltarii geometriei
analitice (Descartes, Fermat) si geometriei proiective (Desargues, La Hire, Pascal).

Conicele transcend secolelor si ajungem ca in prezent sa gasim noi si noi aplicatii ale acestora:
telescoape, reflectoare, sisteme de captare a energiei solare, antene parabolice, sisteme de navigatie,
dispozitive medicale de inlaturare a pietrelor de la rinichi, aplicatii in arhitectura etc.

Interesant este si faptul ca aceste curbe se pot defini in mai multe moduri: ca loc geometric
(agsa cum au fost studiate in liceu), ca intersectie a unui con cu un plan gi, aga cum vom vedea in
cele ce urmeaza, ca multime de nivel constant zero a unei forme patratice afine.

4.1 Tipuri de conice

Conicele sunt figuri (curbe) plane. Pentru a introduce aceste figuri, consideram un plan (spatiu
punctual bidimensional) Es raportat la un reper cartezian {O;7, 7} prin care planul F5 se identifica
cu R%. Modelul R? permite descrierea figurilor cu ajutorul ecuatiilor si inecuatiilor asociate unor
functii.

Fie forma patratica afina (polinom de gradul 2 in necunoscutele x si y)

g:R* =R, g(x,y) = a112” + 20123y + az2y” + 2010 + 2a20y + ago,  aiy + aiy + azy # 0.
Definitie 23. Multimea de nivel constant zero
L= {M(z,y)|(z,y) € R*, g(z,y) = 0}

55
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se numeste conica sau curba algebrica de ordinul al doilea. Se noteaza I': g(x,y) = 0.

Din punct de vedere topologic, conicele sunt multimi inchise in R? deoarece {0} este o multime
inchisd in R, I' = ¢~ 1(0) si g: R? — R este o functie continud (teorem# de analizd matematica).

Una dintre problemele importante ale geometriei analitice este de a dovedi ca orice conica este
congruenta cu una dintre urmatoarele multimi: cerc, elipsa, hiperbola, parabola, pereche de drepte
(concurente, paralele, confundate), punct, multimea vida.

Pentru aceasta se utilizeaza rototranslatia, care realizeaza trecerea de la reperul cartezian
{O;7, 7} la un reper adecvat orientat pozitiv (numit reper canonic sau natural) fata de care ecuatia
g(z,y) = 0 sa aiba forma canonicad.

Dupa cum vom vedea ulterior, in discutie intervin urmatoarele numere atagate polinomului
9(@,y):

aip aiz2 amo
A=| a2 a2 ax |,
aip a20 @oo

ail  ai2
az1 G22

6:

Y

I = all —|—a22

Q22 G20

ail ax
K=46+ 0
a20 Qoo

aio aopo

Prin trecerea de la reperul initial {O;7,7} la reperul canonic {O’,7',7, k'}, polinomul g(z,y) se
schimba in ¢'(z’,y’). Se poate ardta ca numerele A’; §’ gi I’ atasate polinomului ¢’ sunt respectiv
egale cu numerele A, § si I. De aceea, A, d si I se numesc invariatii metrici ai conicei. Ultimul
numar atasat, K, este invariant doar la rotatii si se va numi semi-invariant metric al conicei.

Clasificarea conicelor este data in tabelul urmator:

| 0 | A | IA | K | CONICA GENUL
#0 | <0 ELIPSA
>0 | #0| >0 Conica vida GEN
=0 Punct (dublu) ELIPTIC
<0 4o HIPERBOLA GEN
=0 Pereche de drepte concurente | HIPERBOLIC
#0 PARABOLA
=0 <0 Pereche de drepte paralele GEN
=0 = 0 | Pereche de drepte confundate | PARABOLIC
>0 Conica vida

Invariantul § ne da genul conicei (§ > 0 - gen eliptic, 6 < 0 - gen hiperbolic, § = 0 - gen
parabolic), in timp ce invariantul A ne da degenerarea (A # 0 - conicd nedegenerata, A = 0 -
conica degenerata).

In cazul hiperbolic, anularea invariantului I conduce la o hiberboli echilaters (asimptotele sunt
perpendiculare) sau in cazul degenerat (A = 0), la pereche de drepte perpendiculare.
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Cerc Elipsa Hiperbola

2 2 2 2

2., .2 _ .2 z Yy _ x Yy _
l"f'y =T ﬁ—l—b—z—l—ﬂ ?—b—z—l—o
Parabola Pereche de drepte concurente Pereche de drepte paralele
2 2
2 _ z y _ 2 _ 2 _
y° = 2px ﬁ_b_Q_O ¢ —a“=0
Pereche de drepte Punct Multime vida
confundate
o 0
2 2 2 2
2 _ € vy Z Y _ 2 2 _
=0 ? b—2—0 ¥+b—2—|—1—05aua2 +a =0

Un punct critic al functiei g este descris de sistemul liniar

19 Fanytap=0, L% + g9y +az =0
——= =a1x+a alp=0, == =apr+ta aso = 0.
29z 11 12Y 10 2 By 12 22Y 20
Determinantul acestui sistem liniar este
5= ailp a2
aiz Aa22

Daca § # 0, atunci prezentul sistem liniar are solutie unica, deci functia g are un singur punct
critic. Restul situatiilor le lasdam pentru cititor.

Teorema 24. Punctul My(zo,y0) este centru de simetrie al conicei I': g(x,y) = 0 dacd si numai
daca Moy(xo,yo) este un punct critic al functiei g.

Demonstratie. Efectuand translatia © = zo + 2’ i y = yo + ¢’ (figura 1), ecuatia conicei devine

2 2
ane’™ + 2a122"y + a2y’ + &' g2y + ' 9yo + 9(z0,y0) =0,
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dg . dg
unde gxo = a_x(:EOvyO) 51 gyo = a_y(w()ayO)-

YA VA
(-x) -y)
>
xl
)
o e

Fig. 1

Originea My(xo,yo) a reperului translatat este centru de simetrie al conicei I' dacd gi numai
daca odata cu punctul arbitrar (2’,y’), conica I" contine si punctul (—z’, —y’), adica

2 2
anz’” + 2a122"y + any’” — ' gy, — ylgyo + g(xo,y0) = 0.

Prin scadere rezulta @’gy, +y'gy, = 0, deci Mo(zo,yo) satisface g5, = 0 si gy, = 0, Intrucat (z’,y’)
este un punct arbitrar pe I'. O

Concluzii:

1) Daca 0 # 0, atunci conica I': g(x,y) = 0 are un centru de simetrie (punctul critic al functiei
g, originea reperului canonic). Conicele cu centru sunt: cercul, elipsa, hiperbola, perechea de
drepte concurente, un punct si multimea vida. Ecuatia lui " redusa la centru este

2 2
apnz’” + 261123?/?/ + Gu22y/ + 9(370, yo) =0.

De asemenea, se poate demonstra ca
A
9(%0,y0) = 5

2) Daca § = 0 si A # 0, atunci functia g nu are punct critic, deci conica I' nu are centru.
Conica fara centru este parabola.

3) Daca 6 = 0 si A = 0, atunci functia g are o dreapta de puncte critice, deci conica I" are o
dreapta de centre. Conicele cu o dreapta de centre sunt perechile de drepte paralele sau confundate
si multimea vida.

Observatii:

1) Conica pentru care 6 > 0 (elipsa, conica vida, punct) se numeste conica de gen eliptic.
Conica pentru care § < 0 (hiperbola, pereche de drepte concurente) se numeste conica de gen
hiperbolic. Conica pentru care § = 0 (parabola, drepte paralele sau confundate, multime vida) se
numeste conica de gen parabolic.

2) Ecuatia generala a unei conice, g(x,y) = 0, contine sase coeficienti a11, a2, a2, aig, ago
si agg, care se numesc parametri neesentiali. Prin impartire cu unul diferit de 0 se obtin cinci
coeficienti care se numesc parametri esentiali. De aceea, pentru determinarea unei conice sunt
suficiente cinci conditii (de exemplu, conica s& treacd prin cinci puncte).
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a2 ax\2 «a
3) Fieajs =0, a11 =ax =a#0sip= <ﬂ> +(ﬂ> _ 200 Daca p < 0, atunci I' = .
a a a
a a
Daca p > 0, atunci I' este un cerc cu centrul in C (—ﬁ, —ﬂ> si de raza |/p. Daca p = 0, atunci
a a

I' se reduce la punctul C.

4.2 Reducerea la forma canonica a ecuatiei unei conice
Fie conica I' descrisa de ecuatia generala
9(z,y) = anz® + 2a123y + az2y® + 2a10x + 2a20y + ago = 0.

Pentru stabilirea ecuatiei canonice avem in vedere urmatoarele situatii:

a) daca aja = 0, atunci se face o translatie;

b) daca ai2 # 0, atunci se face mai intai o rotatie. In acest caz se poate proceda fie ca in
subsectiunea 4.2.1, fie ca in 4.2.2.

4.2.1 Metoda valorilor proprii

Tipul conicei de ecuatie generala
a112° + 2a127Y + a2ey® + 2a107 + 2a20y + ago = 0
este determinat de forma patratica
2 2
apnx® + 2a122y + azy”.

Matriceal, aceasta forma patratica se scrie

ail  ai2 X
(= y)<a21 azz)(y)’ Q12 = a2i.

c e . . ail a12 ~e v . TR,
Matricei simetrice 11 atagam ecuatia caracteristica
a21 a22
ai;p — A a2
=0sau N> —I\+6 =0,
a21 az — A

ale carei radacini A; si Ao sunt reale si distincte. Pot aparea urmatoarele situatii:
i) A1 si A2 au semne contrare, adica 6 < 0, conica fiind de gen hiperbolic;
i) A1 si A2 au acelagi semn, adica § > 0, conica fiind de gen eliptic;
iii) una dintre radacinii este 0, adica § = 0, conica fiind de gen parabolic.
Sistemele
{ (a11 — Al)uz + a12v; = 0
as1U; + ((LQQ — )\z)’UZ =0, 1=1,2

dau coordonatele vectorilor proprii (u1,v1), respectiv (ug,vs), care sunt automat ortogonali. Prin
normare gasim versorii e; si és.
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Fie R matricea formata cu coordonatele versorilor €, si €5 agezate pe coloane. Avand in vedere
posibilitatea inlocuirii unuia dintre versorii €; si é3 prin opusul sau sau posibilitatea renumerotarii
valorilor proprii, putem presupune det R = 1. Rotatia

/
Y Y
reduce forma patratica ai122 + 2a122y + a20y? la expresia canonicd Az’ 24 A2y % Versorii proprii

€1 si é; dau directiile noilor axe Ox’, respectiv Oy’.
Prin rotatia efectuata, ecuatia conicei devine

)\11’,2 + )\gy/2 + 2(110/.’17/ + 20,20/]/ + CLOO/ =0.
Restrangand patratele, fortand factorii comuni Ay si A2, gasim
M+ )+ Xy +-- )2 +a=0.
Efectuand translatia 2’/ =2’ 4+ --- gi v/ =y’ + - - -, obtinem ecuatia canonica
/\1511”2 + /\23/”2 +a=0.

Cel putin una dintre axele reperului canonic z”O"y" este axa de simetrie a conicei T'.

4.2.2 Metoda roto-translatiei

Matricea de trecere R, fiind o matrice ortogonala cu det R = 1, este matricea atasata unei
rotatii R in raport cu o baza ortonormata. Rotatia R poate fi fixata prin unghiul de rotatie 6.

Teorema 25. Fie conica I': g(z,y) = 0. Dacd a12 # 0, atunci unghiul 0 dat de ecuatia
(a11 — age) sin 20 = 2a;5 cos 26
determind o rotatie R in plan,
x =12'cosf —y sinf
y = 2'sinf + y cosb,

care produce anularea coeficientului produsului x'y’ din ecuatia g o R(x',y") = 0.

Demonstratie. Observam ca dupa efectuarea rotatiei, ecuatia g(z,y) = 0 trece in go R(2’,y’) = 0.
Coeficientul lui z’y" din ultima ecuatie este

2@12/ = (a22 — a11) sin 260 + 2@12 cos 26.
Astfel teorema devine evidents.

Intrucat noua ecuatie a conicei I' nu contine termenul in z'y’, urmeaza sa completam patratele
daca este cazul si in urma unei translatii sa obtinem ecuatia canonica. O
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Teoremele care se pot formula relativ la reducerea la forma canonica a ecuatiei unei conice se
rezuma prin tabelul urmator:

Ce transformare se face
Conditii Curba pentru a gasi
ecuatia canonica
0>0 I' = {(z0,50)}
I'=DiN Dy,
A—0 5=0 unde D; i Do sunt Daca a2 = 0, atunci
drepte paralele sau se face o translatie
confundate, sau I'=®
I' =D, UDs,, Daca a5 # 0, atunci
5<0 unde Dq si D5 sunt se face mai Intai rotatia
drepte concurente; x =12 cosf —y sinf
I=0 implica Dy | Dy y=2a'sinf + vy cosb
IA<0 unde 6 este unghiul
50 elipsa determinat de ecuatia
(a11 —as2) sin 20 =2a45 cos 260
A0 IA>0 r=9ao
5= paraboli Dupa aceea, daca este'
cazul, se face o translatie
hiperbola
0<0 I = 0 implica
hiperbola echilatera

Observatii:
1) Conicele sunt reuniuni de grafice de functii implicite (definite prin ecuatii).
2) Conicele pot fi trasate utilizand programe de manipulare simbolica: Mathematica®, Maple®etc.

4.3 Intersectia dintre o dreapta si o conica

Fie D o dreapta de ecuatii parametrice x = xog+ {t, y = yo +mt, t € R si I' o conica de ecuatie
carteziana implicita, g(z,y) = 0. Intersectia D N T este descrisa de sistemul

r=ux9+Llt, y=1yo+mt
g(xz,y) =0, teR

Eliminand pe x si y, intersectia D N T' corespunde radacinilor ¢; gi t2 in R ale ecuatiei

Jg Jg
t2p(0 t| == — =0 4.1
90( 7m)+ ( 8x0+m8y0>+g<x0’y0) 9 < )
unde o(l,m) = a110? + 2a120m + agem?.
In cele ce urmeaza notam
dg g dg _ 0Og

Er %(fﬂo,yo) =Gz, Sl By a—y(mo,yo) = Gyo-

Discutie:
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1) Fie ¢(¢,m) # 0. Atunci ecuatia (4.1) este de gradul doi.
Daca

q = (£gz, + mgy,)* — dp(€,m)g(xo,yo) > 0,

atunci ecuatia are doua radacini reale si distincte, t1 si to. In acest caz, D taie pe I' in doua puncte
distincte, P si Ps.

Daca ¢ = 0, atunci ecuatia are doua radacini reale confundate, t; = to. In acest caz, D taie
pe I' in doua puncte confundate, P; = P» si se numeste tangentd la I' in punctul P;. Evident, din
orice punct Py € I" se pot duce cel mult doua tangente la I'.

In particular, cand Py € T Sl Gzo, Gy, DU se anuleaza simultan, observam ca tangenta la I' in
punctul Py are ecuatia

('T - mo)gﬂfo + (y - yO)gyo = 07

obtinuta din conditia de tangenta £g,, + mg,, = 0 si ecuatiile lui D, prin eliminarea parametrilor
tl si tm (figura 2).

Conica I' se numesgte neteda daca in fiecare punct al sau exista tangenta. Netezirea conicei I’
elimind punctele critice, adica punctele in care g, g, si g se anuleaza simultan.

Fig. 2 Fig. 3

Dreapta care trece prin Py(zo,y0) € I si este perpendiculara pe tangenta se numeste normala
(figura 3). Ea are ecuatia
T—To _Y—Yo

gyo L

Daca ¢ < 0, atunci ecuatia (4.1) nu are solutii in R, deci D nu taie pe T

2) Fie ¢(¢,m) = 0. Ecuatia (4.1) este de gradul intai. Daca £g,, + mgy, # 0, atunci avem o
solutie unica ¢, deci D taie pe I' intr-un singur punct P;. Daca £g, + mgy, = 0 si g(xo,y0) # 0,
atunci ecuatia (4.1) este o imposibilitate, deci D nu taie pe I'. Daca £g,,+mg,, = 0si g(zo,y0) =0,
ecuatia este identic satisfacuta, deci D C I, adica I' este o pereche de drepte.

Fie o conica nedegenerata I' gi o directie in planul conicei descrisa de vectorul nenul d(¢, m).

Definitie 26. Directia d(¢,m) se numeste directie asimptotica pentru I' daci
0(l,m) = a1 0? 4 2a12¢m + agom? = 0.
Evident, o dreapta care are o asemenea directie taie conica nedegenerata intr-un singur punct
sau nu taie pe I'.

Discutie:
1) Daca 6 < 0 si A # 0 (hiperbold), atunci ecuatia ¢(¢,m) = 0 determind doua directii
asimptotice distincte (€1, m1) si (€2, m2).
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2) Daca 6 > 0 si A # 0 (elipsa), atunci ecuatia ¢(¢,m) = 0 nu admite solutii reale nebanale.
De aceea elipsa nu admite directii asimptotice.

3) Daca § = 0 si A # 0 (parabold), atunci ecuatia ¢(¢,m) = 0 da o directie asimptotica dubla
(¢,m), care este de fapt directia axei conicei.

Definitie 27. O dreapta D se numeste asimptotd a unei conice nedegenerate I', daca directia ei
este asimptotica si DNT = (.

Discutia precedenta justifica urmatoarea

Teorema 28. O asimptota a conicei nedegenerate I' este caracterizata analitic prin ecuatia £g, +
mgy = 0, unde (¢, m) este o directie asimptoticd.

Discutie:
1) Hiperbola are douad asimptote care trec prin centrul conicei. Asimptotele aproximeaza ra-
murile infinite ale hiperbolei.

2) Elipsa nu are directie asimptotica si in consecinta nu are asimptota.

3) Parabola admite o directie asimptotica pentru care ecuatia £g,+mg, = 0 reprezinta multimea
vida, deci parabola nu are asimptota.

4.4 Pol si polara

Fie conica I': g(x,y) = a1122 + 2a100y + az0y® + 2a107 + 2a20y + ago = 0 si punctul My (zo, yo).
Substituirile

) ) 1 1 1
r° — xx0,  Y° — YYo, xy—>§(l‘yo+xoy), $—>§(w+l‘o), y—>§(y+yo)

se numesc dedublari. Prin dedublata ecuatiei de gradul doi g(z,y) = 0 in punctul My(zo,yo),
intelegem ecuatia

a117zo + ar2(ryo + Toy) + azeyyo + ao(x + o) + a2 (y + yo) + aco = 0,
care se transcrie
(@ — 20)9ao + (Y — Y0)9yo + 29(20,Y0) = 0.
Astfel, dedublata este o ecuatie de gradul unu, deci reprezinta o dreapta D daca si numai daca
2 2
9z + 9y, > 0.

Definitie 29. Dreapta D se numeste polara lui in raport cu conica I'. Punctul My se numeste
polul dreptei D.

La prima vedere, definitia polarei depinde de sistemul cartezian de coordonate folosit. Acest
neajuns este inlaturat de observatia ca rototranslatiile nu modifica gradul ecuatiilor utilizate pentru
descrierea unei drepte (ecuatii de gradul unu) sau unei conice (ecuatii de gradul doi).

Teorema 30. Polara D a punctului My in raport cu conica I' nu depinde de sistemul cartezian
de coordonate utilizat.
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Teorema 31. Fie conica I': g(z,y) =0 si punctul My(xo,yo), care determind polara D.

1) Daca Mi(x1,y1) € D si Dy este polara lui My fata de T, atunci My € D;.

2) My € T daca gi numai daca My € D. In acest caz, polara lui My este tangenta la T' in
punctul M.

Demonstratie. 1) Polara D are ecuatia

ai1xxo + a12(xyo + oY) + aeyyo + aro(r + xo) + a2y + yo) + aoo = 0.

Simetria acestei ecuatii in raport cu My (zo,yo) si M (z,y) probeaza afirmatia facuta.
2) Daca My € T', adica g(xo, yo) = 0, atunci ecuatia polarei in My se reduce la ecuatia tangentei

(r —20)gzy + (¥ — Y0)gy, = 0.
O

Teorema 32. FieI' o conica nedegenerata, My un punct din planul conicei st D polara lui My in
raport cu .

1) Corespondenta My — D este biunivoca in urmdtoarele conditii: daca § # 0, atunci se
exclude centrul conicei §i multimea dreptelor care trec prin centru; daca 6 = 0, atunci se exclude
aza parabolei.

2) Fie My(z1,y1) $i Ma(xa,y2) doud puncte astfel incdt dreapta My My nu contine centrul
conicei, daca § # 0, sau nu are directia azei parabolei, daca § = 0. Polarele D1 si Do ale punctelor
My si My se intersecteaza in polul M al dreptei My M.

3) Daca trei puncte, My, My si Ms, apartin unei drepte D si sunt satisfacute conditiile din 2),
atunct polarele D1, Do st D3 sunt concurente tn polul dreptei D.

Demonstratie. 1) Fie My(xo,y0) si I': g(x,y) = 0 o conica nedegenerata, adica A # 0. Polara lui
My in raport cu I' este

D: z(a11w0 + ai2yo + a10) + y(a1220 + azeyo + a20) + a0 + az0yo + ago = 0.
Reciproc, fiind data polara (dreapta) D: ax + by 4+ ¢ = 0, polul My(z0,yo) se gaseste din sistemul

a11To + a12Yo + @10 G12%0 + a22Y0 + a20  @10%o + a20Y0 + aoo
a b c '

O

Corolarul 33. Fie I' o conica nedegenerata (figura 4). Fie Q1,Q2 € ' astfel incat dreapta Q1Q2
nu congine centrul lui T' (dacd 0 # 0) sau nu este azxa parabolei (daca § = 0). Tangentele la T' in
punctele Q1 si Qo se intersecteazd in polul P al dreptei (Q1Q)>.

Reciproc, daca dintr-un punct P putem duce doud tangente la I', atunci dreapta determinata
de punctele de tangenta este polara lui P in raport cu I,
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Demonstratie. Se aplica teorema 32, punctul 2), cu observatia ca polara unui punct de pe conica
este tangenta la conica in acel punct. O

Teorema 34. Fie I' o conica degenerata, adica A = 0.
1) Daca 6 # 0, atunci polara oricarui punct trece prin centrul conices.
2) Daca 6 =0, atunci toate polarele sunt paralele.

Teorema 35. Fie I' o conica nedegenerata, Po(xo,yo) un punct fizat si
D:x=xg+/0t, y=yo+mt, teR,

o dreapta variabila prin Py care taie pe I' in punctele Py(x1,y1) si Pa(xz2,y2). Locul geometric al
punctului P € D" descris prin conditiile

PP, PRP
PP, PP’

(£,m) directie variabila, este o parte din polara D a punctului Py in raport cu conica T' (figura 5).

Fig. 5

4.5 Diametru conjugat cu o directie data

Fie conica I': g(x,y) =0 si g4, gy derivatele partiale ale functiei g. Daca ¢ # 0, atunci solutia
sistemului g, = 0, g, = 0 este centrul conicei I'. Daca § = 0 si A # 0 (parabola), atunci exista
numerele « si 3 cu proprietatea B3¢, = g, + a.

Fie o directie in plan, descrisa prin vectorul nenul d(£, m).

Definitie 36. Dreapta D: /g, +mg, = 0 se numeste diametrul conicei I" conjugat directiei (¢, m).

Teorema 37. Locul geometric al mijloacelor corzilor conicei I' avand directia neasimptotica d(£, m)
este o parte a diametrului
D: tg, +mg, = 0.

Demonstratie. Deoarece d(¢,m) este o directie neasimptotica, locul geometric are sens, existand
drepte cu aceasta directie care intersecteaza pe I' in doua puncte. Dreapta care trece printr-un
punct Py(zg,yo) si are directia d, este descrisa de ecuatiile

x =z + {t, y=1yo+mt, teR.
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Prin ipoteza, aceasta dreapta taie I' in doua puncte, P (x1 = xo + ft1,y1 = yo + mt1) si Pa(xo =
xo + lta, y2 = yo + mtz), unde t; si to sunt solutiile ecuatiei

t2p(l,m) + t(Lgz, + mgy,) + 9(zo, yo) = 0.

Mijlocul segmentului [P, P»| (figura 6) are coordonatele

x1+x2:x +£t1+t2 y1+y2: mt1+t2
2 0 2 g 0 2
si acest punct coincide cu Py daca i numai daca t; + t2 = 0, adica £g,, + mgy, = 0. Deoarece P
este un mijlocul unui segment [P; P] arbitrar, rezulta ca teorema este adevarata. O
P2
d

Py diametru

Pl
Fig. 6

Observatii:
1) In ipoteza 8 # 0 (conice cu centru), diametrii conjugati cu directii arbitrare determing un
fascicul de drepte cu varful in centrul conicei.
2) Daca 6 = 0 gi A # 0 (parabold), atunci diametrii conjugati cu directii arbitrare determina
un fascicul de drepte paralele
go + 10 = 0.

Directia acestui fascicul de drepte paralele este (a12, —a11) sau (a2, —a12). Evident, axa de simetrie
a parabolei este un diametru, deci are directia (a1, —a11) sau (age, —ajz). Directia axei nu-i
corespunde nici un diametru conjugat deoarece ecuatia ai29, — a119y = 0 reprezintd multimea
vida.

Fie I': g(z,y) = 0 o conica cu centru. Diametrul D: fg, + mg, = 0 are directia (Zalg +
masge, —(lay; + malg)). Orice alta pereche de numere reale ({y,mg) reprezinta aceeasi directie

daca si numai daca
Lo mo

lais + masgs B —(&ln + ma12)

sau
a118ly + a0 (Hmo + Kom) + agsommg = 0.

Aceasta relatie este simetrica in (¢£,m) si (¢p, mg). De aceea, diametrul conjugat directiei (¢o,mg)
are directia (¢, m).

Definitie 38. Doi diametri ale caror directii (¢, m) si (o, mg) satisfac relatia precedenta se numesc
diametri conjugati unul altuia.
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Observatie. Ecuatia care leaga directiile a doi diametri conjugati este dedublata ecuatiei
(6, m) = ay10? 4 2a120m + agom? = 0,

care determina directiile asimptotice. De aceea, o asimptota poate fi privita ca un diametru
autoconjugat.

4.6 Axele uneil conice

O dreapta D se numeste axd de simetrie a conicei I' daca simetricul in raport cu D al fiecarui
punct din I' apartine tot lui I'. Ne propunem sa determinam axele de simetrie ale unei conice I'
data prin ecuatia generala g(z,y) = 0 (figura 7).

Fig. 7

Presupunem ca d(¢,m) reprezinta o directie ortogonals pe axa de simetrie. Pe de alta parte,
axa de simetrie este diametrul conjugat directiei d(¢,m), deoarece contine mijloacele corzilor de
directie d(¢,m), deci axa de simetrie are ecuatia fg, + mg, = 0, dacd vectorul normal la ea de
componente (Yais + mags,fai; + mays) este coliniar cu d, adica

CL11£ + ajom . a12£ + agom

V4 m

Prelucrand ultima ecuatie, gasim ecuatia care determina directiile axelor
- ‘ -0 =0
(a11 a22)m +a12(m )— .

Discutie:

1) Daca § # 0, atunci conica I" are un centru de simetrie My(xq,yo), care este solutia sistemului
linar g, = 0, g, = 0 si doua axe de simetrie de directii (¢;,m;), ¢ = 1,2. Ecuatia unei axe este fie
rT—To Y—Yo

i m;

de forma ¢;g, + m;g, = 0, fie de forma . In fapt, axele sunt diametri conjugati

intre ei.
Intersectiile dintre axe si conica I' se numesc varfuri.

2) Fie 6 = 0 §i A # 0, deci conica I' este o parabola. Anterior am vazut ca directia axei
parabolei I' este (a12,—a11) sau (ag2, —ajz). Directia parpendiculara pe axa este (ai1,a12) sau
(az21,a92). De aici rezulta ca ecuatia axei parabolei este

a119: + a12gy = 0 sau az19, + az2gy =0

(diamtru conjugat cu directia (a11,a12) sau (az1,a922)).
Intersectia dintre axa si parabola se numeste varf.
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4.7 Probleme rezolvate

1. Sa se reducs ecuatia 322 — 4xy — 22 + 4y — 3 = 0 la forma canonica si sa se construiasca conica
corespunzatoare.

Solutie. Matricea formei pétratice 3x2 — 4xy este ( _9 _?) ) Ecuatia caracteristica a
. . S_A _2 2 [V RV .
acestel matrice, o\ |= 0 sau \* — 3\ — 4 = 0, are radacinile Ay = —1 gi Ao = 4.
Coordonatele (u1,v1) ale vectorului propriu corespunzator lui A\; = —1 constituie solutia sis-
temului
4U1 - 21)1 =0
—2uy +v1 =0,
o . . . . I 2
adica (k,2k), k € R\ {0}. Prin normalizare obtinem versorul propriu &; = ) Analog,
=g = (L L)
pentru Ao =4, gasim é; = | —, ———= |.
S VARV
1 2
5 5
Matricea R = \g_ \g— reprezintd o simetrie deoarece det R = —1. Pentru a inlocui

Vb Vb
matricea R cu matricea unei rotatii, folosim unul dintre urmatoarele procedee:
1) Renumerotam A" = Ay, Ao’ = Ay si corespunzator, é,’ = é;, €5’ = €;. Rotatia

(2z" +19)

— = y= (-2’ +2)
V5 V5
conduce la 42/ — y'* — 71’ + Ty — 3 = 0. Realizand patrate perfecte, fortand factorii comuni
4 si —1, transcriem ecuatia in forma echivalenta
2 2
1 3
412 ——= | — ’——) -2=0.
(%) -7
Efectuand translatia sistemului 'Oy’ in punctul Cy <— i) data de
V5 V5
1 3
.1’/233//—1—— i r_ //_’__’
/5 3 Y Y /5
12 y//2
obtinem ecuatia canonica a hiperbolei 1/ -5 - 1 = 0. Varfurile acestei hiperbole se afla pe

axa C1z”.
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AN
4

7

Fig. 8

Pentru constructie efectuam o rotatie a sistemului de axe zOy. Noile axe de coordonate Ox’ si
Oy’ au directiile versorilor €', respectiv €5’. Reperul 'Oy’ este translatat in punctul C; (fig. 8).

2) Convenim sa utilizam versorii €;* = —é; i €2* = é2. Rotatia

conduce la ecuatia

6 8

Directiile axelor de coordonate Ox; si Oy; sunt determinate de versorii €1*, respectiv é3*. Sistemul

3 1
rotit este translatat in Co (——, — |, folosind formulele
V5 V5 )
3 1

$1=$2+% si y1:y2—%.

Hiperbola are varfurile pe axa Csys, iar ecuatia canonica a hiperbolei raportata la sistemul canonic
x9C%y9 (fig. 9) este:

2 2
T2 _ ¥

— 22 4 1=0.
> 12"



70

Fig. 9

2. Sa se stabileasca natura si genul conicei
I': 922 — 62y + 3 + 20z = 0.

Sa se reduca ecuatia lui I' la forma canonica folosind metoda roto-translatiei si sa se construiasca
conica I'.
Solutie. Calculam invariantii:

9 -3 10
A=|-3 1 0 |=-100, 5:‘_2 _i"—o,
100 0 0

de unde rezulta ca I' este o parabola. Avand ajs # 0, efectuam o rotatie al carei unghi 6 este
solutia ecuatiei
(a11 — 0,22) sin 20 — 2&12 cos 20 = 0,

adica 4sin 20 + 3 cos 20 = 0. Aceastd ecuatie devine 3tg?0 — 8tgh — 3 = 0, deci tgh € {3, %}
Alegem tgf = 3 (aceasta valoare se obtine si folosind formula tgf = _an 3). Nu ne
ai2

intereseaza solutia 6, ci valorile sinf = si cosf = Formulele care descriu rotatia

3 1
V10 V10
sistemului Oy sunt

1
r=——=("-3y) si

1
\/m 3 y:\/_l_()(

Fatad de sistemul rotit 2’Oy’, ecuatia conicei I" este

32" +y).

12 2 ' 6 /

+— =2 - —=y =0
Vo, V1o’

2
3 9 2
Completam patratele si obtinem (y’ — —) = — — ——7/. Efectuim translatia 2/ = 2",

V10 10 V10
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3 2 2 9
"' = 4" + —— i gasim ecuatia canonica a parabolei y’* = ———2" + — (fig. 10).
v=y't e t D Y iTi 10 (fig. 10)
4
xﬂ
yﬂ
/ 0 4 / 0 4
y/‘l
Fig. 10 Fig. 11
1 )
Pentru tgd = —3 obtinem
0 1 . 0 3
sinf = —— s cosf=———.
Jio ° V10

Utilizand rotatia

sl gasim ecuatia canonica a parabolei (figura 11),

x//2: 2 y//_l_ 9
v 10 V10

3. Se da conica I' : 22 — 2xy + 3y? — 4z + 6y — 4 = 0. Aflati:
a) polara relativa la A(1,2) si tangentele duse din A la conica.
b) diametrul conjugat cu v = i — 2j si tangentele de directie ¥ la conica.
c) tangenta dusa in punctul B(1,1) la conica.
Solutie. a) Ecuatia polarei punctului A in raport cu conica se deduce prin dedublarea ecuatiei
conicei cu coordonatele punctului A(1,2); obtinem

1
-(x+1)+6~§(y+2)—4=0(:)y=—33.

1
Aporailow=2-o(z-2+1-y)+3-2y 4 ’

DO | =
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Intersectia dintre polara A si conica este data de

2% = 2ay +3y° —dr+6y—4=0 _ [ 432%— 1120 —256 =0
y=3x/8 y = 3x/8,

deci de punctele T172(56ii§ 221 21iig 221) " Atunci cele dous tangente au ecuatiile

—65 + 3v/221
13 4+ 8221

b) Diametrul conicei I' conjugat cu directia o = i — 2j = (1, —2) este dat de ecuatia

A1722y—2:($—1)-

Aconjs:l-(2x—2y—4)+(-2)(-2x+6y+6) =0« 3z —Ty—8=0.

Daca ducem tangentele de directie © = (1, —2) la conica, atunci punctele de tangenta {A, B} le
aflam rezolvand sistemul

2 _ 2 4 — _
{A’B}:FmAcon]‘Z{x 2y +3y> —dx + 6y —4=0 @{x (Ty +8)/3

3r—Ty—8=0 Vv +y—2=0 "

de unde rezultd A(—2,—2) si B(5,1). In concluzie, ecuatiile tangentelor de directie o la conici
sunt respectiv

2 2
AEEE YT oy t6=0
1 )
5 y—1
AQ:xl :y—2<:>2w+y—11:0.

c) Tangenta dusa prin punctul B(1,1) € T' la conica I' are ecuatia obtinuta prin dedublare cu
coordonatele punctului B,

Ayp:lz—(r+y)+3-y—2x+1)+3@y+1)—4=0

sau echivalent 2x — 5y + 3 = 0.

4.8 Probleme propuse
1. Sub influenta unei forte, punctul material M se misca pe cercul
2?4y —6r+4y+9=0.
Actiunea fortei se intrerupe in momentul in care M a ajuns in pozitia (1, —2). S& se determine

traiectoria pe care o va urma mai departe punctul material.

2. Se dau conicele:
Iy 2?2 —2xy + 2y? — 4o — 6y + 3 = 0;
Iy 22 — 22y —y? —4a — 6y + 3 = 0;
I3 22 +2xy +9% 4+ 22+ 2y —4=0.

Pentru fiecare conica, sa se calculeze invariantii metrici gi coordonatele centrului. Sa se gaseasca
ecuatia conicei redusa la centru.
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3. Sa se reduca ecuatiile:
S5x? — dxy + 2y — 162 + 4y — 22 = 0;
1122 — 24xy + 4y? + 22 + 16y + 11 = 0;
22 —2zy+y? —4y+6=0
la forma canonicé si sa se construiasca conicele corespunzatoare.

4. Sa se stabileasca pozitia dreptei D fata de conica I' in cazurile:

a) D:5x —y—5=0; I:22 — 22y — 3y? — 42 — 6y + 3 = 0;
b) Diz=3+1t, y=-1+2t I:2? — 2zy — 2y? + Tz + 6y + 132 = 0;
c) Dix=1+8t, y=1+Tt I:2? + 2xy — 4y? + 3z — 2y = 0.

5. Sa se scrie coordonatele polului axei Ox fata de conica
Iia?—2y> -3z —Ty+1=0.
6. Sa se scrie ecuatia diametrului conjugat:
a) axei Oz; b) axei Oy; c) directiei d(1, —3)

pentru conica 922 + 6xy +y? —5x — Ty —4 = 0. S& se scrie ecuatia axei de simetrie a acestei conice.

7. Sa se determine centrul, axele gi varfurile conicei

I': 1622 + 4oy + 19y% + 42 — 22y — 5 = 0.
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Capitolul 5

Cuadrice

5.1 Sfera

Fie E3 un spatiu punctual euclidian real tridimensional raportat la un reper cartezian {O;7, 7, l;:}
si punctele M;(x;,ys,2;), i = 1,2. Reamintim expresia distantei,

d(My, M) = /(22 — 21)% + (y2 — y1)? + (22 — 21)2.

Pe de alta parte, functia radical nu este diferentiabila peste tot. Acest defect se elimina prin
ridicarea la patrat si utilizarea functiei polinomiale.

Fie C(x0,yo0, 2z0) un punct fixat i » un numar real strict pozitiv fixat. Sfera S de centru C si
razd r este multimea punctelor M (x,y, z) cu proprietatea d(C, M) = r (figura 1).

C(xo Yo 2o)

Fig. 1

Teorema 39. Punctul M(x,y, z) apartine sferei S de centru C(xo,yo, 20) §i Tazd r daca $i numai

dacd
(x—20)* + (y — yo)* + (2 — 20)> = r*.

Demonstratie. M € S daca gi numai daca d(C, M) = r. Echivalent,
(z—20)* + (Y —v0)* + (2 — 20)> = r*.
Astfel avem

S={M(z,y,2)|(z,y,2) €R?, (x—x0)* + (y — y0)* + (2 — 20)? = r*}
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sau mai scurt,
S: (x—z0)>+ (Y —wo)* + (z — 20) =1°.

Ecuatia

($—$0)2+(y—yo)2+(2—750)2 :T27 (.il?,y,Z) eRga

se numeste ecuatia carteziand implicita a sferei S de centru (xo,yo, 20) §i razd r. Aceasta ecuatie
este echivalenta cu trei ecuatii parametrice in R3 (figura 2):

T =xg+ rsinucosv
Y = Yo + rsinusinv
z=2z9+rcosu, ué€]l0,7],vE]l0,2n]— parametri,

sau cu ecuatia vectoriala in Vs,

T = To + r(sinu cos v7 + sin usin vy + cos uk).

Fig. 2

Se observa ci (x — z0)? + (y — y0)? + (2 — 20)? este un polinom de gradul doi in z, y si z,
termenul de gradul 2 fiind 22 4+ 32 + 22. Aceasti observatie sugereaza si cercetim multimea ¥ din
R3 descrisa de o ecuatie de forma

2?2 +y? 4+ 2% + 2ax + 2by + 2c2 +d = 0.
Cum ecuatia lui 3 se transcrie
(@+a)’ +(y+0*+(z+c)?=p, p=d®+b*+ -4,

rezulta:
1) daca p > 0, atunci ¥ este o sfera cu centrul in z¢g = —a, yo = —b, 20 = —c si de raza r = | /p;
2) daca p =0, atunci ¥ = {(—a, —b, —¢)};
3) daca p < 0, atunci X = 0.
Ecuatia

224y + 22 42+ 20y +2c2+d =0, a®>+b*+c*—d>0, (x,y,2)€R

se numeste ecuafia carteziand generald a sferei.
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Sfera este o suprafata particulard. Ca submultime a lui R3, sfera este o multime marginita
si inchisa, deci compacta. Ea are proprietatea ca separa spatiul in doua submultimi disjuncte:
interiorul lui S, notat intS si exteriorul lui S, notat extS (figura 3).

ext S

Fig. 3
Acestea pot fi descrise cu ajutorul functiei polinom
FiR? =R, f(z,y,2) = (& —20) + (y — o) + (2 — 20)* — 77,
unde (xg, Yo, 20) este un punct fixat, iar » > 0 este fixat. intr—adevér,

intS = {(z,y,2) | f(2,y,2) <0} si extS={(z,y,2)|f(x,y,2) > 0}.

Teorema 40. 1) Multimea intS este converd.
2) VM, € intS g1 VM, € extS, segmentul [My Ms] intersecteaza pe S.

Demonstratie. Fara a scadea generalitatea, putem presupune xg = yo = 29 = 0. Fie M;(x;,yi, 2i),
i = 1,2, doua puncte din spatiu. Segmentul [M;Ms] este caracterizat prin ecuatiile parametrice

x=(1—t)xy +tee, y=(1—t)y1+tys, z=(1—1)z1 +tze, te€]0,1].
1) Daca Mi, My € intS, adica f(x;, vy, 2:) = xf + yf + 212 —r?2<0,i=1,2, atunci
flzyy,z) = fI(1 —t)z1 + tae, (1 — t)y1 + tya, (1 — t)z1 + t22]

= [(1 =)z + two]® + [(1 = t)yr + ty2]® + [(1 — )21 + t22]* — 72
< (=) f(z1,91,21) +tf (72,92, 22) <0, Vte[0,1].

Cu alte cuvinte, [M; Ms] C intS.

2) Fie M; € intS, adica f(x1,y1,21) < 0 si Ms € extS, adica f(x2,ys2,22) > 0. Rezulta functia
definita prin

e(t) = fI(1 =)z + twg, (1 = t)yr + tyz, (1 — t)21 + tzo]
=[(1—=t)zy +tz? + [(1 — t)y1 + tya]® + [(1 — t)z1 + t22]* — 12, t €[0,1],

cu proprietatile
©(0) = f(x1,91,21) <0 si (1) = f(22,92,22) > 0.

Deoarece ¢ este o functie continud, exista o valoare tg € [0, 1] astfel incat

0 = (to) = [(1 — to)z1 + towa)? + [(1 — to)yr + toya]® + [(1 — to)z1 + to2z2)?,
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deci
(1 —to)x1 + towa, (1 — to)y1 + toyz, (1 — to)z1 + toz2) € S.

O

Numim plan tangent la sferda in punctul Mj(z1,y1,21) locul geometric al tuturor dreptelor
tangente la sfera in punctul M; (figura 4). Sfera este o suprafata neteda in sensul ca in fiecare
punct al sau exista planul tangent.

Fig. 4

Ecuatia planului tangent in punctul M; € S se obtine prin dedublarea ecuatiei sferei, adica

(x —20) (1 — 20) + (¥ — ¥0) (Y1 — v0) + (2 — 20) (21 — 20) =77 =0

sau
rxy +yy1 + 221 +a(x 4+ 1) +b(y +y1) +c(z + 21) +d = 0.

5.2 Elipsoidul

O suprafatd in R? este o submultime a Iui R?, neteda si cu dous dimensiuni. Intrucat la acest
nivel de explicatii nu dispunem inca de aparatul matematic care descrie netezimea si bidimensio-
nalitatea, in sectiunile 2-7 ne multumim cu descrierea unor suprafete particulare folosind ecuatii
de gradul doi in necunoscutele (x,y, z). Asemenea suprafete au denumirea generica de cuadrice
(vezi sectiunea 7).

Definitie 41. Suprafata ¥ C R? de ecuatie

372 y2 2,2

+5+

E b2 0—2—1:0, CL,b,C>0,

se numeste elipsoid.

Forma elipsoidului se obtine analizandu-i simetriile si intersectiile cu axele de coordonate si cu
plane paralele cu planele de coordonate.

Se observa ca schimband pe rand pe z in —x, pe y iIn —y si pe z in —z, ecuatia elipsoidului
nu se schimba. Prin urmare elipsoidul este simetric fata de planele de coordonate, numite din
acest motiv plane principale ale elipsoidului. Suprafata este simetrica si in raport cu axele de
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coordonate care se numesc azele suprafetei, deoarece schimbarile tripletului (x,y, 2) in (z, —y, —2),
(—x,y, —2), respectiv (—x, —y, z), nu modifica ecuatia elipsoidului. Rezulta ca originea este centru
de simetrie. Originea se numeste centrul elipsoidului. Punctele in care axele inteapa suprafata se
numesc varfuri.

Numerele a, b si ¢ se numesc semiaze. Intersectiile dintre planele de coordonate si elipsoid sunt
urmatoarele elipse:

$2 y2 .’172 22 y2 22
S+ —1=0 4+ —1=0 S+ 1=
M 2 @ @ e 3w e

Fig. 5 Fig. 6
Intersectand elipsoidul cu plane paralele cu xOy, obtinem elipsele (figura 6)

2 2
x y
. + 72 —1=0

(@) FE@-F) S -

c?
2=k, ke€l—c¢d,

care sunt asemenea cu elipsa (1). Rezulta ca elipsoidul are alura din figurile 5 si 6.

Teorema 42. Elipsoidul este o multime marginita si inchisa (deci compacta) in spatiu.

Demonstratie. Din ecuatia elipsoidului rezulta

2 2 2
x Y z
sau
—a<zx<a, -b<y<bh —--c<z<ec

Astfel, toate punctele elipsoidului sunt cuprinse in interiorul unui paralelipiped cu laturile de
lungimi finite. Se observa ca in cazul cand a = b sau b = ¢ sau ¢ = a, se obtine elipsoidul de rotatie
(generat prin rotirea unei elipse in jurul unei axe).
Elipsoidul ¥ este o multime inchisd in spatiu deoarece {1} este o multime inchisa in R, ¥ =
971 (1), iar
2 2 2
g;R3—>R, g(!I),y,Z):%—f—— Z_

este o functie continua (teorema de analiza matematica). |
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Teorema 43. Intersectia dintre un elipsoid si un plan arbitrar este o elipsd, un punct sau mulfimea
vida.

Demonstratie. Intersectia dintre un elipsoid gi un plan este o curba de ordinul al doilea (conica).
Deoarece elipsoidul este o multime compactd (inchisd si marginita), intersectia trebuie sa fie
marginita. Singurele conice marginite sunt elipsa, un punct gi multimea vida. O

Elipsoidul este utilizat ca suprafata de referinta in mecanica (elipsoidul de inertie), geodezie,
topografie (pentru masuratori) si medicina (dispozitivul de distrus calculii renali, unde semnalul
de inalta frecventa emis dintr-un focar converge in celalalt focar, unde se afla piatra), etc.

5.3 Hiperboloizii

Definitie 44. Suprafata ¥ C R? de ecuatie

se numeste hiperboloid cu o panza.

Aceasta suprafata particulard are aceleasi simetrii cu elipsoidul. Intersectiile hiperboloidului
cu o panza cu planele x = 0 i y = 0 sunt hiperbolele

2 2 2 2

z T z
y_2__2_1:0 : a2 1=0

b c si a c

Intersectiile acestei suprafete cu planele z = k sunt elipse reale asemenea, oricare ar fi k € R.
Rezulta alura din figura 7.

A:

Fig. 7

Se observa ca hiperbolodiul cu o panza este o multime nemarginita (contine o hiperbola) si
inchisd in R3 (vezi teoria submultimilor din R?).
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Hiperboloidul cu o panza este folosit in constructii industriale ca model pentru turnuri de
racire, cosuri de fum etc., deoarece poate fi realizat din elemente rectilinii imbinate convenabil unei
eficiente maxime, fiind o suprafata dublu riglata (vezi sectiunea 6). Tot datorita acestei proprietati,
exista modele pentru transmisia rotatiilor intre doi arbori necoliniari realizati cu ajutorul a doi
hiperboloizi de rotatie cu o panza (roti dintate hiperbolice).

Suprafata ¥ C R? de ecuatie

2 2 2
T Yy zZ
CO?’LGS? + b—2 — C_2 =0 (51)

se numeste conul asimptot al hiperboloidului cu o panza, denumire care decurge din forma acestei
suprafete in raport cu forma hiperboloidului cu o panza (figura 7). Conul este des folosit in tehnica.
De exemplu, pentru transmiterea miscarii de rotatie intre doi arbori (axe) necoliniari se pot folosi
doua conuri de rotatie, realizand roti dintate conice.

Definitie 45. Suprafata ¥ C R? de ecuatie

2 2 2
x Yy z
§+b_2_c_2+1:0’ a,b,C>0,

se numeste hiperboloid cu doua panze.

Aceasta suprafata are aceleasi simetrii ca gi hiperboloidul cu o panza. Are numai doua varfuri
situate pe axa Oz. Intersectiile hiperboloidului cu doua péanze cu planele z = 0 si y = 0 sunt
hiperbolele

2 2 2 2
y: oz ¢z

= -=+1=0 ——-—=+1=0
b? c2+ si a? c2+
rz=0 Yy =

Observam ca 1n regiunea —c¢ < z < ¢ nu avem puncte ale hiperboloidului cu doua péanze.
Intersectia suprafetei cu planele z = k, |k| > ¢, da elipsele asemenea

2 2
- i + 2 Y —1=0
C_2(k2 —62) C_Q(kQ _ 02)
z = k.

Hiperboloidul cu doua panze este schitat in figura 8. Hiperboloidul cu doua péanze este o
multime nemarginita si inchisa in R3.
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>
y
Fig. 8
2 g2 2
Suprafata ¥ C R? de ecuatie — + 2wz 0, descrisa de ecuatia (??7) se mai numeste si
a c

conul asimptot al hiperboloidului cu doud panze (figura 8).
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5.4 Paraboloizii

Definitie 46. Suprafata ¥ C R? de ecuatie

2 2
_ 7 Y
z = ? + b—z, a,b >0,
se numeste paraboloid eliptic.

Planele de simetrie z = 0 i y = 0 se numesc plane principale. Oz este axa de simetrie (azd
principalad) si inteapa suprafata in origine. Acest punct se numeste varf. Intersectiile paraboloidului
eliptic cu planele x = 0 gi y = 0 sunt parabolele

Y2 72
Z = — = —
b2 si a?
rz=0 y =0,

ceea ce denota ca paraboloidul eliptic este o suprafata nemarginita. Evident, suprafata exista
numai pentru z > 0. Daca taiem cu planele z = k > 0, atunci se obtin elipsele

2 2
x Yy
2=k

z=k.
Folosind rezultatele de mai sus, obtinem alura din figura 9.

Az

<V

Fig. 9

Pentru a = b obtinem paraboloidul de rotatie (generat prin rotatia unei parabole in jurul axei
sale). Paraboloidul eliptic este o multime nemarginita si inchisa in R3. Paraboloidul eliptic este
folosit in industria de confectii drept model pentru calapoade de caciuli de iarna, dat fiind faptul
ca acest model asigura mularea caciulii pe cap. De asemenea, paraboloidul de rotatie este utilizat
in proiectarea antenelor parabolice, reflectoarelor si statiilor de captare a energiei solare.

Definitie 47. Suprafata > de ecuatie

se numeste paraboloid hiperbolic sau sa.
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Aceasta suprafata are aceleasi simetrii ca si paraboloidul eliptic. Originea este varf al suprafetei.
Intersectia suprafetei cu planul x = 0 da parabola

care are concavitatea inspre sensul negativ al axei Oz, intrucat in mod necesar z < 0. Intersectia
suprafetei cu planul y = 0 da parabola

XT
T2
y =0,

care are axa de simetrie Oz si este dirijata in sensul pozitiv al acestei axe.
Intersectand gsaua cu planele z = k > 0, se obtin hiperbolele

care au axa transversa paralela cu Ozx.
Intersectand gsaua cu planele z = k < 0, se obtin hiperbolele

.1‘2 y2
P
z=%k.

Rezultd ci saua are forma din figura 10. Ca multime, in R3, saua este nemarginita si inchisa.
Saua (paraboloidul hiperbolic) este folosita in constructii industriale ca model pentru acoperiguri
intrucait aceasta suprafata se poate realiza din elemente rectilinii agezate convenabil unei eficiente
maxime, fiind o suprafata dublu riglata (sectiunea 6).

z

= A

Fig. 10

5.5 Cilindri, perechi de plane etc.

In acest paragraf completam lista cuadricelor definite prin ecuatii canonice, lasdnd ca exercitiu
studiul fiecarei suprafete in parte.



Cuadrica de ecuatie

224yt —a? =
se numeste cilindru circular.
Cuadrica de ecuatie
2 2
€z )
—+=5—-1=0
a b

se numeste cilindru eliptic (figura 11).

@ ity

Fig. 11 Fig. 12 Fig. 13

Cuadrica de ecuatie

se numeste cilindru hiperbolic (figura 12).
Cuadrica de ecuatie

y2 = 2px
se numeste cilindru parabolic (figura 13).
Alte tipuri de cuadrice:
22 P
e pereche de plane concurente, — — -5 = 0;
a b

e pereche de plane paralele, z*> — a® = 0;

e pereche de plane confundate, 2 = 0;

22
d ta, — + = =0;
e dreapta, o + 12 ;
2 2 2
) z .
opunct,¥+b—2+c—2:(),

2 y2 22 1,2 y2

o mulfime vida, x——f———i———i—l—Osau——i———i—l—Osau:p +a®> =0, (a #0).

b? b?

85
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5.6 Generatoare rectilinii

Exista mai multe moduri de a genera o cuadrica. De exemplu cilindrul circular, cilindrul eliptic,
cilindrul hiperbolic, cilindrul parabolic, conul, hiperboloidul cu o panza si paraboloidul hiperbolic
pot fi generate prin miscarea unei drepte. Elipsoidul si hiperboloizii pot fi generati prin familii de
elipse. Paraboloizii sunt generati de o familie de parabole paralele, cu varfurile pe o parabola fixa

situata intr-un plan perpendicular pe planul parabolei mobile etc.

Definitie 48. O cuadrica X care poate fi generata prin migcarea unei drepte D care se sprijina pe
o curba C' se numegte cuadrica riglata.

Dreapta D se numeste generatoarea rectilinie a cuadricei riglate, iar curba C' se numeste curba

directoare.

Curba directoare poate fi eliminata din definitia cuadricei riglate. im‘cr—adevéur7 o cuadrica este
riglata daca gi numai daca prin fiecare punct al sau trece cel putin o dreapta continuta in cuadrica.
O cuadrica se numeste dublu riglata daca prin fiecare punct al sau trec doua drepte distincte

continute in cuadrica.

Teorema 49. Hiperboloidul cu o panza $i paraboloidul hiperbolic sunt cuadrice dublu riglate.

Demonstratie. Hiperboloidul cu o panza 3; are ecuatia

Deoarece aceasta ecuatie se transcrie

familiile de drepte:

Dy:

E-2)G-0-D0+

eia(ie)
a xc . g D..
A(E-2) =1,
a c b
T oz
eia(-Y
a xc . g Do
I ———)=1+—;
a c b

Tz,
a C

Yy
142 =0
+b ;
Tz,
a C

Yy
1—-==0

b

Cu alte cuvinte, familiile precedente de drepte sunt generatoare rectilinii ale hiperboloidului cu

o panza (figura 14).

O
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Fig. 14

Daca generatoarele rectilinii ale hiperboloidului cu o panza sunt translatate paralel in origine,
atunci obtinem generatoarele rectilinii ale conului

Evident, conul este o suprafata simplu riglata.
Analog, paraboloidul hiperbolic
22 g2
223 Z = ? — b_2
poate fi generat de doua familii de drepte. Pentru a gasi aceste familii de drepte, transcriem ecuatia
paraboloidului hiperbolic in forma

De aici rezulta ca familiile de drepte:

Dy 4 @ b Do a b
A(E—g):l 2=0;
L a b ’ ’
(f T y
D,: a D..: a b
1 x y S
M( +—>—1, z2=0
\ a b

sunt incluse in paraboloidul hiperbolic si

Yy = U D, = U D,.

AER\{0} neR\{0}

Teorema 50. Cele doud familii de generatoare rectilinii ale hiperboloidului cu o panza sau ale
paraboloidului hiperbolic au urmdtoarele proprietati:

Hiperboloidul cu o panza

1) orice doua drepte din aceeasi familie sunt necoplanare;

2) o dreapta din familia Dy si o dreapta din familia D,, sunt coplanare;

3) oricare trei drepte din aceeasi familie nu sunt paralele cu acelagi plan;
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Paraboloidul hiperbolic

1) orice doua drepte din aceeasi familie sunt necoplanare;

2) o dreapta din familia Dy si o dreapta din familia D,, sunt concurente;
3) oricare trei drepte din aceeasi familie sunt paralele cu acelagi plan.

In general, o suprafata generata prin miscarea unei drepte D care se sprijind pe o curba C se
numeste suprafata riglata. Daca generatoarea D are ecuatiile parametrice

T =x9+ vl
Y=y +uvm
z=2zp+wvn, veR,
atunci suprafata riglata are ecuatii parametrice de gradul 1 in v, adica

x = xo(u) + vl(u)

y = yo(u) + vm(u)

z=zp(u) +vn(u), (u,v) €1l xR,
unde I este un interval din R.

Teorema 51. Orice suprafata dublu riglata este un plan, un hiperboloid cu o panza sau un
paraboloid hiperbolic.

Demonstratie. O suprafata riglata este dublu riglata daca si numai daca ecuatiile ei parametrice
sunt ecuatii de gradul 1 in v si de gradul 1 in u, adica
x=ag+ aru+v(ly + l1u)
y = bo + biu +v(mo + myu)
2z =co+ciu+v(ng +niu), (u,v) € R
Notam
al fo fl
A= bl mo MMy
C1 no ny

Daca A = 0, atunci exista numerele reale «, (3 si v astfel incat

alx—ag)+ By —bo) +v(z—co) =0

si astfel suprafata dublu riglata este un plan (suprafata riglata intr-o infinitate de feluri).

Daca A # 0, atunci prin eliminarea lui v §i v obtinem o ecuatie de gradul doi in (z,y, z).
In acest caz, suprafata dublu riglata este o cuadrica si singurele cuadrice dublu riglate sunt cele
mentionate in teorema. (]

5.7 Cuadrice descrise prin ecuatia generala

Cuadricele sunt figuri (suprafete) in spatiu. Descrierea analitica a acestor figuri reclama identifi-
carea spatiului punctual tridimensional E3 cu multimea R3, utilizind reperul cartezian {O;7, 7, k}.
Modelul R3 permite descrierea figurilor cu ajutorul ecuatiilor si inecuatiilor asociate unor functii.

Fie forma patratica afina ¢: R?® — R

g(z,y,2) = ana® + agy® + aszz® + 20122y + 201322 4 2a93y2
+2a10x + 2a20y + 2a30z + aoo,

cu ai; + a3y + a3z +aiy +aiz + a3z # 0.
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Definitie 52. Multimea de nivel constant zero
S ={M(z,y,2)|(z,y,2) € R?, g(x,y,2) =0},
se numeste cuadrica sau suprafata algebrica de ordinul al doilea. Se noteaza

¥ g(z,y,2) = 0.

Din punct de vedere topologic, cuadricele sunt multimi inchise in spatiu deoarece {0} este
o multime inchisd in R, ¥ = ¢g71(0) si ¢:R®> — R este o functie continui (teorema de analiza
matematica).

Prin trecerea de la reperul cartezian {O;7,7,k} la un reper cartezian adecvat orientat pozitiv
{0;7,7, K'Y} (numit reper canonic sau natural) fata de care ecuatia g(z,y, z) = 0 si aiba forma cea
mai simpla posibila (numita ecuafia redusd sau canonica), se dovedegte ca X este congruenta cu una
dintre multimile: sfera, elipsoid, hiperboloid cu o panza, hiperboloid cu doua panze, paraboloid
hiperbolic, con, cilindru circular, cilindru eliptic, cilindru hiperbolic, cilindru parabolic, pereche
de plane secante, pereche de plane paralele, pereche de plane confundate, dreapta, multime care
contine un singur punct, multime vida.

Fata de roto-translatii, ecuatia g(z,y, z) = 0 are urmatorii invarianti:

1 ail ai2 ajl ai a22 A2
A=detA, d=detA, J= + L 51, I =trA,
a21 22 as; ass az2 Aa3s3
unde
ai1 ai2 a3 aio
ai1 @12 13
A= G21 A22 G23 QG20 A=
= SL = a1 Q22 G23 )

a31 as2 asz asp

a31 as2 ass
ap1 Gp2 Gp3 Qo

cu aij = CLJ‘Z', 7 7&], Z,] :0,3
Acesti invarianti sunt folositi pentru clasificarea cuadricelor. De exemplu, determinantul A
descrie natura cuadricei:

e daca A = 0, atunci cuadrica se numeste degeneratd (reuniune de doua plane);

e daca A # 0, atunci cuadrica se numeste nedegenerata.

Dintre cuadricele nevide, sfera, elipsoidul, hiperboloizii i paraboloizii sunt cuadrice nedegene-
rate, iar conul, cilindrii gi perechile de plane sunt cuadrice degenerate.

Sfera este o cuadrica pentru care aj; = ags = azz =m # 0, a12 = a13 = as3 = 0 i

a 2 a 2 a 2 a
p:(ﬂ> +<ﬂ) +<ﬁ> _ 290 .
m m

. aip G20 A30\ . . <
Centru sferei este punctul (——, ———, ——— ] i raza sferei este numarul r = ,/p.
m m m
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Centrul unei cuadrice

Analog cu conicele, centrul de simetrie al unei cuadrice este punct critic al functiei g, adica
solutia sistemului liniar

10

~99 a1 + a2y + a3z +ajp =0

2 0z

10

~99 a12T + a2y + ag3z + agg =0

2 Jy

10

~99 a13x + a3y + asszz + azg = 0.
\ 20z

Pot interveni urmatoarele situatii:

1) Daca det A = 0 # 0, atunci sistemul liniar precedent este compatibil unic determinat.
Prin urmare, cuadrica admite un singur centru de simetrie la distanta finita. Este cazul sferei,
elipsoidului, hiperboloidului cu o panza, hiperboloidului cu doua panze si conului.

2) Daca
ailp  ai2
ajz Aa22

§=0, £0

si unicul determinant caracteristic al sistemului este nenul, atunci sistemul este incompatibil. Cele
trei plane reprezentate de cele trei ecuatii formeaza o prisma triunghiulara. Este cazul paraboloidu-
lui eliptic si paraboloidului hiperbolic.

3) Daca

ailp @12
0=0 0
’ a1z G22 7
si unicul determinant caracteristic este nul, sistemul linar este compatibil simplu nedeterminat.
Cele trei plane reprezentate de cele trei ecuatii din sistem se intersecteaza dupa o dreapta
numita dreapta de centre. Este cazul cilindrilor circulari, eliptici si hiperbolici.
4) Daca § = 0 si rangul sistemului este 1, iar cei doi determinanti caracteristici nu sunt nuli,

sistemul este incompatibil. Planele sunt paralele. Este cazul cilindrului parabolic.

5) Daca § = 0, rangul sistemului este 1 si cei doi determinanti caracteristici sunt nuli, atunci
sistemul este compatibil dublu nedeterminat. Cele trei plane sunt confundate. Cuadrica are un
plan de centre. Este cazul planelor paralele distincte sau confundate.

Exemplu. Fie cuadrica X, care contine punctele A(—1,2,3), B(1,1,—1), axa Oy si cercul T’
care are centrul in C'(0,0, 3) si este tangent axei Ox in origine.
Sa se scrie ecuatia cuadricei X, sa se calculeze invariantii ei si coordonatele centrului.
Solutie. Cercul I se afla in planul Oz si are ecuatiile 22 + 22 — 6z = 0, y = 0. Ecuatia cuadricei
este de forma
22+ 22 — 62+ ylar + By +vz+6) =0,

intrucat intersectia acestei suprafete cu planul Oz este cercul T'.
Deoarece cuadrica ¥ contine axa Oy, ecuatia ei devine identitate pentru z = 0 si z = 0, de

unde rezulta 8 =6 = 0.

a—3y=4

atry =S8, decia=7g5iy=1.In

Conditiile A € ¥ gi B € ¥ sunt echivalente cu sistemul {

concluzie,
Y 2?4 22 + Tay +yz — 62 = 0.
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Invariantii cuadricei sunt

7
1 = 0 O
2
7 1
- 0 < 0 441
A=det| 2 2 = (cuadrici nedegeneratd),
1
0 = 1 -3
2
0 0 -3 0
2 2
§ = —?5 (cuadrica cu centru), J = —73 sil=2.
21 3 147
Centrul de coordonate (—%, %5 E) reprezinta solutia sistemului
2+ 7y =0
Tr+2=0
2z4+y—6=0.

5.8 Reducerea la forma canonica a ecuatiei unei cuadrice

Pentru stabilirea ecuatiei canonice a unei cuadrice se poate proceda astfel:

a) daca aja = a3 = az3 = 0, se face o translatie si eventual o rotatie;

b) daca cel putin unul dintre numerele a1z, a13 i ass este nenul, atunci tipul cuadricei de
ecuatie

a11x2 + a22y2 + a3322 + 2a122y + 2a1322 + 2003Y2 + 2a10% + 2a90y + 2a302 + agp =0
este determinat de forma péatratica
a1122 + agy? + assz? + 2a12xy + 201322 + 2a03y2.
Matricea simetrica atagata acestei forme patratice este

ail a2 ais
aiz a22 a3
aiz a23 0Ass

Pentru matricea A se determina valorile proprii A1, Ao si A3 care sunt reale si vectorii proprii
corespunzatori care sunt sau se aranjeaza a fi ortogonali. Prin normare obtinem versorii €y, é si €3.
Se noteaza cu R matricea formata cu coordonatele versorilor €1, €s si €3, agezate pe coloane. Avand
in vedere posibilitatea inlocuirii unuia dintre versorii e, s i €3 prin opusul sau sau posibilitatea
renumerotarii valorilor proprii, putem presupune det R = 1.

Rotatia
x x
y | =RV
z Z

reduce forma patratica la expresia canonica

)\12?/2 + )\lez + /\32/2.
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 Directiile noilor axe de coordonate sunt date de directiile versorilor proprii €y, €2, respectiv 3.
In final, daca este cazul, se face o translatie.
Exemplu. Sa se reduca ecuatia
22 4y 4522 — 6oy + 22 — 2yz —dx + 8y — 122+ 14 =0

la forma canonica si sa se construiasca cuadrica corespunzitoare.
Solutie. Matricea formei patratice 22 + y? + 522 — 6zy + 222 — 2yz este

1 -3 1
A=| -3 1 -1
1 -1 )

Valorile proprii ale matricei A sunt solutiile ecuatiei caracteristice
1-Xx =3 1
1 -1 5-=A
Obtinem valorile proprii reale si distincte Ay = —2, A = 3 si A3 = 6. Vectorii proprii co-
respunzatori vor fi automat ortogonali, deoarece matricea A este simetrica gi are valori proprii

distincte.
Coordonatele (u,v,w), ale vectorului propriu corespunzator valorii proprii A, satisfac sistemul

1-=MNu—3v+w=0
Bu+(1=-XNv—w=0
u—v+ (b —MNw=0.
Pentru A\ = —2, gasim vectorul propriu v = 1, v = 1 si w = 0. Normalizand, obtinem versorul
propriu
()
er=|—=,—,0]).
Ve V2
Pentru Ay = 3, deducem vectorul propriu (—1,1, 1) si prin normalizare obtinem versorul

_ 1 1 1
= (-5 v):
Procedam analog pentru A3 = 6 si obtinem
_ 1 1 2
w (%’_%’ %) '
Matricea ortogonalda R ale carei coloane sunt formate din componentele versorilor proprii are

determinantul 1. Prin rotatia

~

N S
ISERSEES

1 1
V2o V3B
y | =R ! sau explicit y= Lx’ + Ly —
V2o V3
1 2
NERRG
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ecuatia carteziana generala devine

4
—22” + 3y'2 1627+ —a — ﬁz/ +14 =0.

V2o Ve

Completam patratele perfecte in 2/, y’ si 2’ fortand factorii comuni —2, 3, 6 si obtinem

12 ) 3\ 2
22— — +3’+6(’——> +6=0.
( ﬁ) ! Vo
Efectuam translatia

/ / 1 !/ 3

1
o =—=+a’, Y=y, ==+

V2 V6

si gasim ecuatia canonica a hiperboloidului cu doua panze ale carei varfuri se afla pe axa absciselor
Cz" (figura 15),

Fig. 15

Observatie. Cuadricele pot fi reprezentate grafic utilizand pachete software care contin module
de calcul simbolic, precum Mathematica®sau Maple®.

5.9 Intersectia unei cuadrice cu o dreapta sau cu un plan

Fie D o dreapta de ecuatii
T =x9+ 0t
=yo +mt
z=2zp+nt, teR

si ¥ o cuadrica de ecuatie g(z,y,2z) = 0. Intersectia D N X corespunde radacinilor ¢; si to ale
ecuatiei in R,
tzgp(g, m, TL) + t(e.q:ﬂo + mgyo + ngzo) + g($07 Yo, ZO) = 0’ (52)

unde
(0, m,n) = a110% + azom? + assn® + 2a120m + 2a130n + 2az3mn,
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iar gz, = 9z(o0, Yo, 20) etc.

Discutie:

1) Fie (¢, m,n) # 0. In acest caz, ecuatia (5.2) este o ecuatie de gradul 2.

Dacd ¢ = (€gu, + MGy, + ngzy)? — 4p(€,m,n)g(z0, yo, 20) > 0, atunci ecuatia are doud radacini
reale distincte, t1 si to. Astfel, dreapta D intersecteaza cuadrica X in doua puncte, M7 si Mo.

Daca ¢ = 0, atunci t; = t5. Corespunzator, D va intersecta pe ¥ in doua puncte confundate.
In acest caz, dreapta D se numeste tangenta la X.

Daca ¢ < 0, rezulta ca ecuatia (5.2) nu are radacini, deci D nu intersecteaza pe ¥ (figura 16).

Fig. 16

2) Fie (¢, m,n) = 0. Ecuatia (5.2) devine o ecuatie de gradul intéai.

Daca g, + mgy, + ng., # 0, atunci exista o solutie unica, deci D intersecteaza cuadrica ¥
intr-un singur punct.

Daca £gs, +mgy, +ng., = 0 si g(xo0,y0, 20) # 0, atunci ecuatia (5.2) nu are solutii. In aceste
conditii D nu intersecteaza cuadrica X.

Daca £gy, + mgy, + ng-, = 0 si g(xo, Yo, 20) = 0, atunci (5.2) este o identitate si astfel D C 3.

Fie My(zo, Yo, 2z0) € £ un punct pentru care cel putin unul dintre numerele g,,, gy, $i 92, este
diferit de 0. Aceasta ipoteza este folosita implicit in teoremele care urmeaza.

Teorema 53. Dreapta D de parametri directori (£,m,n) este tangentd la cuadrica X in punctul
Moy(z0,y0,20) € ¥ dacad si numai dacd £gy, + mgy, + ngz, = 0.

Demonstratie. Intersectia dintre dreapta

T =x9+ 0t
D: Yy =1yo+mt
z=zy+nt, teR

si cuadrica ¥ corespunde la radacinile ¢ si to ale ecuatiei (5.2).
Deoarece My € X, avem g(xo, Yo, 20) = 0. Ecuatia (5.2) va avea radacina dubla ¢t = 0 daca si
numai daca £g,, + mgy, + ng., = 0. O

Teorema 54. Locul geometric al tuturor tangentelor la cuadrica Y in punctul My € X este planul
de ecuatie

(:L' - xO)g:co + (y - yO)gyo =+ (Z - ZO)gzo = 0.

Acest plan se numeste planul tangent la cuadrica X in punctul M.
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Demonstratie. Dreapta D este tangentd la 3 in My € X daca si numai daca £g,, + mgy, + ng., = 0.
Eliminand parametrii £, m, n si t, gasim

(.CL‘ - :EO)gaco + (y - yO)gyo =+ (Z - ZO)gzo = 0.

O

Mentionam ca ecuatia planului tangent intr-un punct M, € X se poate obtine si prin dedublarea
ecuatiei g(x,y, z) = 0 in punctul Mj. Deci ecuatia planului tangent se transcrie

a1z + a2yyo + azzzzo + a12(xoy + xyo) + a13(xoz + x20) + a23(yoz + y2o)
+ayo(x 4+ 20) + a20(y + yo) + aso(z + z0) + apo = 0.

Cuadrica ¥ se numeste neteda daca in fiecare punct al sau exista planul tangent. Netezimea
cuadricei ¥ elimina punctele critice, adica punctele in care g, gy, g si g se anuleaza simultan (de
exemplu varful unui con).

Dreapta care trece prin My € 3 si este perpendiculara pe planul tangent se numeste normala
la ¥ in punctul M si are ecuatiile (figura 17)

r—%o Y—Yo 2= 20

9zo Gyo 9z

Intersectia dintre un plan P: ax 4+ by + ¢z + d = 0 si o cuadrica X: g(z,y,z) = 0 este descrisa
de sistemul

{ ar +by+cz+d=0
g(z,y,2) = 0.

In ipoteza ¢ # 0, din ecuatia planului obtinem z = ax + By + 7 si inlocuim in g(z,y, z) = 0.
Astfel, intersectia PNY se reduce la intersectia dintre planul P si cilindrul de gradul doi, de ecuatie
g(z,y,ax + Py + v) = 0 si cu generatoarele paralele cu Oz, deci P N X este o conica I.

Proiectia conicei I' = P N 3 pe planul 20y: z = 0 este conica I'” descrisa de sistemul (figura
18)

{ z2=0
g(z,y,az + By +~) =0.

AR IS

=PNX

Fig. 17
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5.10 Probleme rezolvate

1. Se da cuadrica:
Yi:a? —y?+ 2% — 22y — 2yr — 220 — 5z — 1 =0.

a) Calculati invariantii A, 6, J, I;
b) Aflati centrul Cs de simetrie al cuadricii;
¢) Aduceti la forma canonica folosind metoda rototranslatiei: obtineti matricea de rotatie folosind
metoda valorilor proprii;
d) reprezentati grafic cuadrica.
Solutie. a) Pentru cuadrica X1, obtinem g (z,y,2) = 2% — y? + 22 — 22y — 2yz — 2z2.

1 -1 -1
Matricea formei patratice asociate este: A = | —1 -1 —1 | , deci 0(4) = {1,-2,2}.
-1 -1 1
Invariantii cuadricei sunt:
1 -1 -1 -5/2
1 -1 -1
A—| L b0 :3 S=detA=| -1 -1 —1|=—-4
-1 -1 1 0 2 1 -1 1
~5/2 0 0 -1
1 -1 1 -1 -1 -1
T T I R,

I=Tr A=1-1+1=1.

In concluzie, cuadrica este nedegeneratd (A # 0) si admite centru de simetrie (deoarece § # 0).
b) Centrul de simetrie al cuadricei este solutia sistemului:

g =0 20 — 2y — 22 =5 x:5/4
gy =0 &< 2y—2r-22=0 &< y=-5/4
g. =0 22 -2y -2z =0 z =0,

deci C5(5/4,—-5/4,0).
¢) Valorile proprii ale matricei sunt \y = 1,\y = —2 gi A3 = 2. Vectorii proprii v = (a,b, ¢)
atagati valorii proprii Ay = 1 1i aflam rezolvand sistemul:

0O -1 -1 a 0 —b—c=0
(A=M\I)-v=0<| -1 -2 -1 b |=10 | —a—20—c=0
-1 -1 0 c 0 —a—b=0,
cu solutia v = (¢, —t,t) = t(1,—1,1),t € R, deci un generator al spatiului propriu este v; =

(1,-1,1).
Analog gasim vectorii proprii vo = (1,2,1) si v3 = (—1,0,1). Normand, obtinem baza ortonor-

mata
1 1 1 1 2 1 1 1
B,: 6/ = <_7__7_>7€/ :<_a_7_>76/ :<__707_7>}'
{ ' 3 V33T 6 V6 VG6) ] V2 V2
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Relatiile de trecere la noul sistem de coordonate sunt:

r=—=x +—F7=y

. " Vit e
y |=Cl vy |eqv=""7+—7V
3 6

z ’ N

z2=—7= +—F=y +—F==

Inlocuind expresiile obtinute ale coordonatelor x, y, z in ecuatia cuadricei, rezulta ecuatia cuadricei
relativ la noul sistem de coordonate:

) ) )
o2 -2y 422 —a - —y+—2 -1=0&

VT )
<:><x/—2%) —2<y’—4i\/6) +2 (2 + 25) —§:0.

Tinand cont de expresiile din paranteze, efectuim translatia Ox'y’'z’ — O"2"y"2" data de for-
mulele:

a" =12 —5/2V/3 ' " 5/2v/3

y//:y/_5/4\/6 PN y/ — y// T 5/4\/6

2 =2+ 5/4\/5 z' 2" —5/4\/5

Prin inlocuirea coordonatelor (z’,y’,2’) in ecuatia cuadricei rezultd ecuatia relativ la reperul
O”$”y”2”,

:L'”2 _ 2y//2 + 22’”2 _ % =0,

de unde rezulta ecuatia canonica

xuz y//2 Z”2

() 33/8  33/16 * 33/16

1=0,

deci cuadrica este un hiperboloid cu o panza.

Alta metoda. Deoarece 6 = —4 # 0, avem o cuadrica cu centru de simetrie C,(5/4,—5/4,0) si
putem efectua in prealabil o translatie de sistem de coordonate Ozyz — O'2'y'z’, (O = Cy) de
vector OO’ = (5/4,—5/4,0), descrisa de relatiile:

x z’ 5/4 r=2a +5/4
y | =¥ |+| -5/4 | y=y-5/4
z 2 0 z=2.

Rezulta ecuatia cuadricei relativ la Ox'y’2’,
Yooyt -2y — 22 — 2% —1=0.

Efectuam o rotatie de sistem Ox'y'z’ — O’'2"y”z"” de matrice C, data de relatiile X’ = CX";
determinam matricea C' folosind metoda valorilor proprii, ca mai sus. Se obtine in final ecuatia
canonica (redusa) a cuadricei X3, data de ecuatia canonica (1).
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5.11 Probleme propuse

1. Sa se gaseasca ecuatia fiecareia dintre urmatoarele sfere:
a) sfera care are centrul in C(2,0,3) si este tangenta planului

3x 42y +4z — 45 = 0;

b) sfera care trece prin punctele A(—1,0,0), B(0,2,1), C(0,—1,—1) si D(3,1,—1);
c) sfera care are centrul in C'(1,1,0) si este tangenta interior sferei
Yol 4yt 4+ 22— —3y+32—-2=0.
2. Sa se determine coordonatele centrului cuadricei
22+ y? 4+ 522 — 6ay + 222 — 2yz — 4z + 8y — 1224+ 14 = 0.
Sa se efectueze o translatie a reperului cartezian in centrul cuadricei si sa se scrie ecuatia cuadricei
raportata la sistemul translatat O'x'y’2’.
3. Sa se reduca la forma canonica urmatoarele cuadrice:
a) 2y + 4xy — 8xz — 4dyz + 62 — 5 = 0;
b) 2y — 722 + 1122 — 16y — 14z — 87 = 0;
c) xy+22—-2=0.
4. Sa se calculeze distanta dintre punctele de intersectie ale dreptei

r=t
D: y=2-—1
z=-34+2t, teR

cu cuadrica
22—yt 422 —dy+624+9=0.
5. Fiind dat hiperboloidul cu o panza

2 2
L Y 2
i —4+ = —2=-1=0
o "1 7
si planul P: 4z — 3y — 12z — 6 = 0, sa se studieze curba P N X folosind proiectiile acestei curbe pe

planele de coordonate.
6. Fiind dat paraboloidul hiperbolic

IIJ2

2
Y
i ——=—=1z
9 4
si punctul My(0,2,—1), sa se scrie ecuatiile generatoarelor rectilinii care trec prin My si sa se

calculeze masura unghiului dintre aceste generatoare.
7. Sa se arate ca planul 6x + 3y — 2z + 6 = 0 intersecteaza hiperboloidul cu o panzia z? —
2

2
z
yz + 9~ 1 = 0 dupa doua generatoare ale caror ecuatii se cer.
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Geometrie diferentiala
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Capitolul 6

Notiuni introductive

6.1 Functii diferentiabile

1.1. In aceasta carte, prin functie diferentiabila vom intelege o functie de clasa C'*°. Clasa de
indice minim impusa de context va poatea fi ugor recunoscuta.

1.2. Fie f : R™ — R™. Functiile f; = y; o f : R™ — R, unde y; sunt functiile coordonate ale lui
R™, se numesc componentele euclidiene ale lui f; se scrie f = (f1,..., fm).
Multimea

G(f) ={(@1,- - on, fr(@r, o wn), o (@, ) | (21,0 @) €RTYC

CR" x R™ = R™™

se numeste graficul functiei f = (f1,..., fm). Evident G(f) coincide cu multimea valorilor functiei
(X1, oy n) = (X1, oy Ty fr(T1, o X))y e ovy fn(T1, .0 X))
Functia f = (f1,..., fm) este diferentiabila daca si numai daca f; sunt functii diferentiabile.
Unei functii diferentiabile f i se asociaza matricea Jacobiana
oh oh  9h
Oxry Oxy Oz,
J(f) =
Ofm  Ofm Ofm
O0xr; Oxy  Ozp,

Daca n = m, atunci determinantul |J(f)| se numeste Jacobianul lui f si se noteaza cu

D(fla"'ufn)
D(xy,...,20)

1.3. Functia f = (f1,..., fm) se numeste:

1) injectiva daca relatiile P,Q € R™, f(P) = f(Q) € R™ implica P = Q;
2) surjectiva daca V@ € R™, 3P € R™ astfel incat f(P) = Q;

3) bijectiva daca este injectiva si surjectiva,

101
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4) imersie daca J(f) are rangul n, VP € R"(n < m);

5) submersie daca J(f) are rangul m, VP € R"(m < n);

6) regulata daca este imersie sau submersie;

7) difeomorfism daca n = m, daca este diferentiabila si daca poseda inversa diferentiabila.

1.4. Daca functia f = (f1,..., fin) nu este regulata intr-un punct P, atunci P se numeste
punct singular sau punct critic, iar f(P) se numeste valoare singulara sau valoare critica .

1.5. Fie f : R™ — R o functie diferentiabila; vom nota prin

o f
81‘181}3'

@ f(P)(dz) = 3

1,j=1

hessiana sa (diferentiala de ordinul doi).
Fie P un punct critic al lui f. Dac# forma patratica d? f(P) este nedegenerata, adica

o0 f
det (8@8:@ (P)) #0,

atunci P se numeste punct critic nedegenerat. In caz contrar P se numeste punct critic degenerat.
Punctele critice nedegenerate ale unei functii diferentiabile f : R” — R sunt izolate.

1.6. Teorema functiei inverse. Fie f : R” — R™ o functie diferentiabila. Daca P € R"™ este

un punct in care det J(f) # 0, atunci existd o vecinatate deschisa D a lui P astfel incat restrictia
lui f la D sa fie un difeomorfism.

1.7. Teorema functiei implicite. Fie f = (f1,..., fm) : R™™™ — R™ o functie diferentiabild.
Dacd in (A, B) € R™™ qvem f(A,B) =0 si
D(flv"'vfm)
e Tm) 4By 2,
D(yla"'7ym) ( )

atunci exista o vecindtate D a lui A $i o functie diferentiabila (unica) g : D — R™ astfel incat
g(A) = B si f(P,g(P)) = 0,YP € D, unde prin yi,...,Ym S-au notat coordonatele ultime din
R,

1.8. Pentru definitia diferentiabilitatii nu este necesar ca domeniul de definitie al functiei sa
fie toata multimea R™, dar este necesar ca acest domeniu sa fie o multime deschisa in R".

Fie S o multime oarecare din R™. O functie f : S — R™ se numeste diferentiabila pe S daca
poate fie extinsa diferentiabil la un interval deschis din R™ care contine pe S.

1.9. Fie I uninterval din Rsi f: I — R™. In acest caz notiunea de derivata partiala se reduce
la notiunea de derivata de la functiile de o singura variabila. De asemenea, au sens si notiunile de
derivata la stanga si la dreapta.

Exemplu. Fie functia F' : D — R3, unde F(u,v) = (u?,uv,v?), iar D : u > 0, v > 0.
Deoarece, ¥(u,v) € D, matricea

2u 0
JE)=| v u
0 2v

are rangul doi, aplicatia F' este o imersie.
Din (uf, uivy, v?) = (u3, ugve, v3) rezultd u; = ug si v1 = vg, adicd (ug,v1) = (ug,vs2). Deci
F' este injectiva.
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Notand x = u?, y = wv, z = v?, observam c& F(D) este portiunea din cuadrica de ecuatie

y? = xz cuprinsi in primul octant. Rotatia

_ Vv= o
T = (' —a')
y=y

2
z= \/—_(SL’/ +2')
2
ne conduce la ecuatia canonica
2 r2
12
— —— =0
2 TV T

si deci cuadrica y? = zz este un con.

Dac# ne restrangem la F(D) C R3, atunci F' : D — F(D) este o bijectie. Expresia inversei
F~1: F(D) — D se obtine din

u? =z, w =y, v? =z

Gasim u = /x, v = /z si deci
F7':F(D)— D, F Y (z,y,2) = (Vz, V2),

care este o functie diferentiabila.

6.2 Vectori tangenti. Campuri vectoriale

Fie R™ spatiul vectorial (real) euclidian canonic cu dimensiunea n, produsul scalar fiind notat
(-, -). Ca orice spatiu vectorial euclidian, R™ este implicit un spatiu punctual euclidian, adica
orice punct P al sau poate fi identificat cu vectorul siu de pozitie OP, unde O este un punct
arbitrar fixat (originea spatiului).

Fie P si @Q doua puncte oarecare din R™. Perechea ordonata (P, () se numeste vector tangent
la R™ in punctul P gi se noteaza cu m In spatiile R, R?, R? acesta se reprezinta grafic printr-o
sageata care incepe din punctul P si se termina in punctul @ (fig.1).

Vectorul © = @Q — P se numeste partea vectoriald a vectorului tangent PQ si in loc de (P, Q)
putem nota vp sau chiar ¥ daca punctul de aplicatie P se subintelege.

Doi vectori tangenti Up si Wg se numesc egali daca au acceasi parte vectoriald, v = 0, si acelasi
punct de aplicatie, P = (). Doi vectori Up si Wg care au aceeagi parte vectoriala, ¥ = w, dar care
au puncte de aplicatie diferite se numesc paraleli (fig.2).

Q - VP \"
p Q

P P
Fig. 1 Fig. 2

Fixam un punct P € R™ si consideram toti vectorii tangenti la R™ in P. Multimea tuturor
vectorilor tangenti la R™ in P se numeste spatiul tangent la R™ in P si se noteaza cu TpR™ (fig.3).
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Spatiul tangent se organizeaza ca spatiu vectorial cu operatiile

Up +wp = (V+ W)p
Tﬁp = (7’17)]3.

Fig. 3 Fig. 4
Astfel, ca spatiu vectorial, TpR™ este izomorf cu R", izomorfismul fiind dat de corespondenta
¥ <> ¥p. Deseori vom identifica cele doua spatii prin intermediul acestui izomorfism.
Produsul scalar in TpR™ se definegte prin produsul scalar din R™,

(Up, Wp) = (U, ).
In particular, norma (lungimea) vectorului Up este numarul ||7p| = ||¥||, obtinut din norma eu-
clidiana pe R™. Un vector de lungime unu se numeste vector unitate sau versor. Daca (¥, W) = 0,
atunci vectorii tangenti ¥p, Wp se numesc ortogonali.
Din inegalitatea Cauchy-Schwarz rezulta

< B0y
[| 97| |||

De aceea putem defini unghiul ¢ dintre doi vectori tangenti nenuli ¥p §i Wp prin (fig.4)

, pel0,m].

Un sistem ordonat de n vectori unitate, reciproc ortogonali, tangenti la R" in P, se numeste
reper in punctul P. Daca {€1, €, ...,€,} este un reper in punctul P € R™ - adica o baza ortonor-
mata in TpR"™, atunci Vo' € TpR™ putem scrie

—

U= (U, €1)€1 + (U, €2)€ + ... + (U, €,)€n.

Numerele reale r; = (¥, €;), ¢=1,2,...,n, se numesc componentele (coordonatele) lui ¥ in raport
cu reperul fixat si sunt marimi algebrice ale unor proiectii.
Reperul (1,0,...,0)p, (0,1,...,0)p,...,(0,0,...,1)p se numeste reper natural, iar coordo-

natele unui vector in raport cu acest reper se numesc coordonate euclidiene.
Fie

U = T21€1 +To2€2 +...+ Tonp€p,

Up = Tpi€1 + Tp22 + ...+ Tpnép,

n — 1 vectori din TpR™.
2.1. Definitie. Vectorul

- = o1 T22 ... T2
Vg X oo X Uy = " | e TpR"™,

Tn1 Tn2 cee Tnn
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unde membrul doi este un determinant simbolic ce se dezvolta dupa prima linie, se numeste produsul
vectorial dintre ¥, ..., Uy,.
Evident, v5 x ... x 4, este perpendicular pe fiecare dintre vectorii s, ..., U,.

2.2. Definitie. Consideram acum n vectori v; € TpR™. Numarul
<171,172 X ... X Un>

se numeste produsul mizt al celor n vectori.

Daca
U1 =711€1 + .. . T1n€n = (111,712, - - -, T1n),
112E(7“21,7”227---,7‘271),---,%E(Tnlarnza---:rnn%
atunci
T11 T12 T1in
I s 21 T22 ... T2
<’U1,’02X...Xvn>: "
Tn1 Tn2 T'nn

Modulul acestui numar reprezinta volumul n-paralelipipedului construit pe vectorii de mai sus.
Reperul natural din R? (fig.5) este 7p = (1,0,0)p, 7p = (0,1,0)p, kp = (0,0,1)p. In acest caz
se poate vorbi despre produsul vectorial a doi vectori tangenti (fig.6)

Up = v1ip +v2Jp +v3kp si Wp = wilp +we)p + w3kp,
p Jp kp
Up XWwWp =| v1 V2 U3
w; w2 w3

Fig. 5 Fig. 6

2.3. Definitie. O functie V care asociazi fiecirui punct P al lui R un vector V(P) tangent
la R™ in P se numeste camp vectorial.
Multimea in care ia valori un caAmp vectorial V' este spatiul tangent

TR" = U TpR™.
PeR™

Cu alte cuvinte, avem
V:R" - TR", V(P) € TpR".

Daca functia V' este constanta, atunci cimpul se numeste paralel. Multimea valorilor unui camp
paralel consta dintr-un singur element si se identificd cu un vector liber.
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Campurile paralele ﬁl, ﬁg, ey U,, definite prin
ﬁl(P) = (1707"'70)P7 (j2(P) = (0717"'70)P7"'7 Un(-P) = (0707"'71)P7

se numesc campuri fundamentale, iar ansamblul lor se numeste campul reperului natural.

2.4. Teorema. Daca V' este un camp vectorial pe R™, atunci exista n functii reale v; : R" —
R, i=1,2,...,n, astfel incat

V =0 U; +veUs + ... +v,U,.

Functiile v; se numesc coordonatele (componentele) euclidiene ale campului V.

Demonstratie. Prin definitie V asociazi lui P un vector V(P) tangent la R™ in P. Deoarece
partea vectoriali a lui V(P) depinde de P, ea poate fi scrisi in forma (vy (P), va(P),...,vn(P)) si
astfel obtinem functiile v; : R* - R, ¢ =1,2,...,n.

In plus, VP € R™, avem

V(P) = (v1(P),v2(P), ..., va(P))p = v1(P)(1,0,...,0)p+

+v2(P)(0,1,...,0)p + ... +v,(P)(0,0,...,1)p =
= 01 (P)U,(P) + v2(P)Us(P) + ... 4 vp (P)Un(P).

— n —
Deci V = > v;U;. Evident functiile v; sunt unic determinate. O
i=1

In particular, orice vector tangent Up se reprezinta in forma

Algebra campurilor vectoriale se construieste pe baza urmatoarelor operatii definite ca la functii:

— -

(V +W)(P) =V (P)+W(P),
(fV)(P) = f(P)V(P).

De asemenea produsul scalar al campurilor vectoriale 1% si W se definegte prin

.

(V,W)(P) = (V(P),W(P)).

—

Produsul vectorial al cAmpurilor ‘7'2, ..., V, se definegte prin

— —

(Vo x ... x V) (P) = Va(P) x ... x V,(P).
Produsul mizt al campurilor 171, ‘72, e Vn se defineste prin
Vi, Vo x ... x V,)(P) = (Vi(P), Va(P) x ... x V,,(P)).

Operatiile asupra campurilor vectoriale se pot exprima prin operatii asupra functiilor coordo-
nate ale campurilor respective. De asemenea facem observatia ca in baza teoremei 2.4, orice camp
vectorial V din R™ este echivalent cu o aplicatie de tipul F' : R® — R™. De aceea apare naturala
urmatoarea
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Definitie. Campul V se numeste camp vectorial diferentiabil daca coordonatele sale sunt
diferentiabile. In continuare presupunem ca folosim numai cAmpuri vectoriale diferentiabile.
S& presupunem ci ne situdm in R3. In acest caz cAmpul reperului natural (7,7, k) este definit
prin (fig.5)
#P) =7p = (1,0,0)p, J(P) =7p = (0,1,0)p, k(P) = kp = (0,0,1)p.

Orice caAmp vectorial pe R3 are in punctul (z,y, 2) € R3 forma (fig.7)

‘7 = ’Ul(fL‘, Y, Z)T_F ,U2($7 Y, Z)j_'_ Ug(l‘, Y, Z)E

Fig. 7

In spatiul R? se poate defini produsul vectorial a dous cAmpuri 1% si W sl anume

-

(V x W)(P) = V(P) x W(P).

2.5. Exemplu (fig.8). Fie gy o sarcina electrica situata in punctul O. Forta E cu care sarcina
¢o actioneaza asupra sarcinii ¢ = +1 (unitate de sarcina electrica in ST, 1 Coulomb = 14 - s)
situata in punctul arbitrar P este (legea Coulomb)

- 1
(P) do

= dnme |73

unde 7 este vectorul de pozitie al punctului P in raport cu O, iar € este permitivitatea mediului
in care sunt plasate sarcinile.

~

O T P E®

Fig. 8

Functia P — E (P) se numesgte camp electrostatic produs de sarcina ¢p. Domeniul de definitie al
acestui camp este R3\{O}.
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6.3 Derivata covarianta

Presupunem ca toate functiile utilizate sunt diferentiabile de clasa C°°.

I. Fie D o multime deschisa din R™ si f : D — R o functie reala. Fie P € D si ¢ un vector
tangent la D in punctul P. Fixam intervalul I astfel incat P +tV € D, Vt € I, unde V este
punctul corespunzator vectorului 7. Evident ¢ — P 4+ tV reprezinta restrictia unei drepte si daca
f este diferentiabila, atunci functia compusa t — f(P + tV) este tot diferentiabila.

3.1. Definitie. Numarul
d
Dz f(P) = — f(P+1tV)
dt -
se numeste derivata lui f in raport cu ¥. Numarul Dzf(P) indica cantitativ schimbarea valorii
f(P) cand P se misca in sensul gi directia lui ¥. Daca ¢ este un versor, atunci Dy f poarta numele
de derivata lui f dupd directia U.

3.2. Lema. Daca vp = (v1,...,v,)p, atunci
0 0
Def(P) = 015 (P) + ..+ n g (P) = {7,V (P)) = df(P)(D)

unde V f este gradientul lui f, iar df este diferentiala lui f.
Demonstratia este imediata ca urmare a teoremei de derivare a unei functii compuse.
Utilizand inegalitatea Cauchy-Schwarz

|Dsf(P)| = [, VFP)] <[]V,

in care egalitatea are loc daca si numai daca ¥ si V f(P) sunt coliniari, rezulta ca ¢ — Dz f(P) are
un minim (maxim) egal cu —||7||[|V f(P)|| (respectiv ||T]|||V f(P)]||) daca ¥ are sensul si directia lui
—V f(P) (respectiv Vf(P)). Astfel, =V f(P) (respectiv Vf(P)) indica local directia si sensul in
care f descregte (creste) cel mai repede.

3.3. Teorema. Fie f,g: D — R, v,w € TpD si a,b € R. Avem

Doiiowf(P) = aDyf(P) + bDyz f(P)
Dg(af 4+ bg)(P) = aDzf(P) + bDzg(P)
Dis(f9)(P) = g(P)Dsf(P) + f(P)Dzg(P).
Demonstratia se bazeaza pe lema 3.2 gi pe proprietatile gradientului. .
Folosind notiunea precedenta putem defini actiunea unui camp vectorial V' asupra unei functii

J (ambele definite pe D) ca fiind functia cu valori reale notata cu Dy; f si a carei valoare in fiecare
punct P € D este numarul D‘;(P)f(P). Functia Dy f se numeste derivata functiei f in raport cu

campul V. In particular, pentru cazul n = 3, avem

)|
Dif =50 Dsf =50

af

Def =5

In baza teoremei 3.3 deducem c& derivata Dy f are urmatoarele proprietati

Df\7+gWh = vah + gva/h
D‘;(af +bg) = aDy f+bDyg
Dy(fg) = fDyg+ gDy f.
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IT. Notiunea pe care o introducem acum generalizeaza derivata Dy f(P) si reprezinta o operatie

asupra campurilor vectoriale. Fie W un camp vectorial definit pe multimea deschisd D din R" si
U un vector tangent la D in punctul z. Consideram functia compusa t — W (P +tV), t € I, unde
I este determinat de conditia P +tV € D.

3.4. Definitie. Vectorul

. d -
D;W(P)=—W(P+1tV)
dt =0
tangent la D in punctul P se numeste derivata covarianta a lui W in raport cu U.
Derivata covarianta DzW (P) masoara rata initiald a schimbarii lui W (P) cand P se migca in
sensul lui ¥ (fig.10).

WP+V)

/
o
—+
P <
<ty

Fig. 9

3.5. Lemi. Daca W = wlﬁl + ...+ wnﬁn si U este un vector tangent la D in punctul P,

atunci . . .
D;W (P) = Dywy(P)U1(P) + ...+ Dyw,(P)U,(P).

Demonstratie. Se observa ca
WP +tV) =wi(P+tV)U(P+tV) + ...+ wo(P+tV)U, (P +tV).

Pentru a deriva un astfel de camp in ¢ = 0, se deriveaza coordonatele sale in t = 0. Tinand seama
de definitia 3.1, lema devine evidenta.

Proprietatile derivatei covariante rezulta din lema 3.5 si din proprietatile derivatei Dz f(P) date
in teorema 3.3.

3.6. Teoremi. Fie W $t W doud campuri vectoriale pe D, fie v,w € TpD si a,b € R. Avem

DazspaW = aDgW + bDgW

Dy(aV + bW) = aDzV + bD;W
Ds(fW) = (Dsf)W + fDzW

DV W) = (DgV, W) + (V,DzW).

Notiunea de mai sus se poate extinde considerand derivata covariantd a unui camp Vectorlal
W in raport cu campul vectorial V. Rezultatul este un camp vectorial care se noteaza cu Dy %4 si

a carui valoare In P este DV(P)W(P). Daci W = w1U1 + ...+ wnUn, atunci

D‘-/’W = (D‘;wl)(jl + ...+ (D‘—/‘wn)[jn
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In baza celor precedente rezulta cd Dy; are urmatoarele proprietati

Observatii. 1) In derivata covarianti Dy, W, rolul lui V este algebric, iar W se deriveazi.

2) Derivatele covariante ale campurilor fundamentale U',-,i =1,...,n, sunt nule.

6.4 Probleme propuse

1. Fie P = (x1,...,2z,) € R™. Sa se arate ca

max{|z;|, i =1,...,n} <||P|l2 < v/n max{|z;|, i =1,...,n}.

2. Sa se arate ca pe R™ nu exista nici o distanta diferentiabila.

3. Fie
P=(x1,...,2,), f(P)=a12]" + ...+ apzo™,
unde «; > 0, iar aq, ..., q, este o progresie geometrica cu ratia r. Sa se calculeze Dy f(Q) pentru
. 1 1 .
T=—,...,— si @=(1,...,1).
(075} (675
N g . - e X . .
4. Fie campurile vectoriale X = Uy + ... +2,U, siY = HXH Sa se determine D ¢Y pe

domeniul maxim de definitie.



Capitolul 7

Curbe in R"

7.1 Definitii si exemple

Fie E™ = R™ spatiul euclidian canonic cu n dimensiuni, ToR" spatiul tangent in punctul O (origine)
la R™ gi Jo : R — TpR"™ izomorfismul canonic. Notam cu I un interval deschis (alteori inchis,
semiinchis) sau o reuniune de intervale din R.

. \ (e >0 P=a(t
TRD ( a()
I -I;=J6u . It 2
Fig. 10 Fig. 11

1.1. Definitie. O functie diferentiabila o : I — R" se numeste curba si se noteaza cu
«. Uneori numai imaginea «(I) este numita curbd. In acest caz a se numeste parametrizare
(sau drum parametrizat), iar t € I se numeste parametru. Noi vom folosi ambele acceptiuni
ale cuvantului ”curbd”, semnificatia decurgdnd din context. De asemenea mentionam ca desi
consideratiile teoretice se fac in R™ imaginile grafice se realizeazi in R, R? sau R3.

Observam compunerea marcata prin fig.10. Rezulta ca lui o putem sa-i atagam o functie si
numai una de tipul @ : I — TpR", ceea ce permite sa privim multimea «(/) ca fiind descrisa de
extremitatea unui vector variabil & cu originea fixata in originea O a lui R™ (fig.11).

Din definitia lui a(I) rezulta echivalenta:

Pea(l)e3dtel, P=alt).

Daca raportam pe R" la baza canonica, atunci functiile a si @ sunt caracterizate prin coordonatele

lor euclidiene:
a(t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t)), tel

&(t) = $1(t)€1 + $2(t)€2 + ...+ $n(t)€n, tel.

Curba «(I) poate fi descrisa prin ecuatiile parametrice
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sau prin ecuatia vectoriala parametrica
a = da(t).

1.2. Definitie. Un punct P al lui «(]) se numeste simplu daca exista o singura valoare t € [
asa ca a(t) = P. Daca exista mai multe valori distincte ¢ astfel incat «(t) = P, atunci punctul P
se numeste multiplu.

De exemplu, daca exista numerele t; # to si numai acestea (din I) pentru care a(t1) = a(ts) =
@, atunci punctul @ se numeste dublu (fig.12).

Daca exista trei numere distincte t1, to, t3 $i numai acestea (din ) pentru care a(t;) = a(ta) =
a(ts) = @, atunci punctul @ se numeste triplu (fig.12).

Fig. 12

In general, cardinalul multimii o' (P) se numeste multiplicitatea punctului P.

Functia o poate fi injectiva sau surjectiva.

Daca toate punctele unei curbe «(I) sunt simple, atunci dupa definitiile anterioare, aplicatia «
este injectiva. Daca o componenta a functiei « este injectiva, atunci functia a este injectiva.

1.3. Definitie. O functie diferentiabila si injectiva o : I — R™ se numeste curba simpla.
S& presupunem acum ca avem o functie de tipul « : [a,b] — R™. Aceastd functie se numesgte
diferentiabila daca poate fi extinsa diferentiabil la un interval deschis ce contine pe [a, b].

Sa analizam semnificatia geometrica a neinjectivitatii functiei a.

1.4. Definitie. O functie diferentiabila « : [a,b] — R™ pentru care a(a) = «a(b) se numeste
curba inchisa (fig.13). Aceasta definitie nu are acelagi continut cu definitia topologica a unei
multimi inchise. Intr-adevir, pentru orice curb « : [a,b] — R™, imaginea «([a, b]) este inchisa in
R™ in sens topologic, deoarece a este automat o functie continué, dar aceasta nu are nici o legatura
cu conditia a(a) = a(b).

«(a) = a(b)

Fig. 13

O curba inchisd pentru care restrictia la [a, b) este injectiva se numeste curba simpla si inchisa.
O curba a : I — R™ se numeste periodica daca exista un numéar T > 0 astfel incat

t+Tel, a(t+T)=alt), Vte 1.

Cel mai mic numar T care se bucura de aceasta proprietate se numeste perioada lui a. Se observa
ca o curba periodica este inchisa. De asemenea se poate demonstra ca imaginea unei curbe inchise
admite o reprezentare parametrica periodica.

Evident, din faptul ca a(t) = (z1(t),...,z,(t)), t € R este o curba periodica rezulta ca fiecare
componentd z;(t) este periodica avand eventual alta perioada principala. Reciproc, daca fiecare
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componenta x;(t) este periodica si are perioada T;, iar p;T; = p;T}, i # j, pi,p; € Z, atunci « este
periodica si are perioada T' = pT, unde p = c.m.m.m.c. {p;|i > 1}.

1.5. Exemple.

1) Fie P = (p1,...,pn) € R™ un punct fixat si v == (q1,...,¢») # (0,...,0) un vector nenul.
Curba a: R — R",
Oé(t) =P +itv= (pl +tq17' -3 Pn +th)a

se numeste dreapta determinata de punctul P = «(0) si directia data de vectorul v.
Cele n ecuatii parametrice z; = p; + tg;, ¢ = 1,2,...,n, sunt echivalente cu n — 1 ecuaiii

carteziene in R™,
Ty —p1 _ Tn = Pn
= == -7

q1 dn

cu conventia ca daca un numitor este nul, atunci numaratorul respectiv este nul.
Submultimea lui R™ caracterizatd prin ecuatia carteziana implicita

> qi(zi —pi) =0
=1

este hiperplanul ce trece prin punctul P gi pentru care v este o directie normala.

2) Graficul unei functii diferentiabile de tipul f : I — R este o curba in plan (fig.14-fig.17)
deoarece acest grafic poate fi privit ca imaginea functiei o : I — R2, «a(t) = (¢, f(t)). O curba de
acest tip nu poate avea puncte multiple, nu poate fi inchisa si deci nici periodica, deoarece t1 # to
implica existenta punctelor (t1, f(t1)) si (t2, f(t2)) care nu pot fi identice (au abscise diferite).

Ecuatia y = f(x) se numeste ecuatia carteziana explicita a curbei

a: I —R?% at)=(t ft), tel.

NY
T y
~ To .
A ) 1 <
= Curba Gauss: y=¢€
0, pentrufx|>1
= expl— pentru [x|< 1
x2.1
Fig. 14 Fig. 15

| 74

o X
oL -
Langisor: y=4(e*+ ea) Parabola cubic#: y = ax?

Fig. 16 Fig. 17
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In practici se intalnesc si curbe de tipul o : I — R2, «(t) = (g(t),t), t € I, cirora le corespund
ecuatii carteziene explicite de forma z = g(y) (vezi §7).

3) Fie curba « : [0,27] — R2, «a(t) = (cost,sint). Deoarece a(0) = a(27) = (1,0), curba este
inchisa.

Imaginea «([0, 27]) este cercul cu centrul in origine si de raza unu (fig.18). Restrictia lui « la
[0,27) este injectiva si deci cercul este o curba simpla si inchisa.

S& consideram acum functia o : R — R2, «a(t) = (cost,sint). Evident, imaginea a(R) este tot
cercul de raza unu si cu centrul in origine. Observam insa ca in acest caz, a(t) = a(t + 2m) si de
aceea, cercul poate fi privit ca o curba periodica cu perioada T = 2. In acest sens toate punctele
cercului sunt puncte multiple.

ty

Fig. 18

4) Ne situam in spatiul cu trei dimensiuni gi consideram curbe pentru care cel putin una dintre
coordonate este functia identitate (grafice ale functiilor de tipul f : I — R?) sau functia liniara.
Ne oprim la cazul o : I — I x R3, a(t) = (2(t), y(t), bt) unde b # 0, deoarece celelalte situatii sunt
analoage. O curba de acest tip nu poate avea puncte multiple, nu poate fi inchisa si nici periodica
deoarece t1 # to implicd a(t1) # a(t2), acestea fiind puncte cu cote diferite.

Pentru concretizare sa consideram curba descrisa de un punct situat pe o suprafata cilindrica
de rotatie si avand o miscare compusa dintr-o rotatie in jurul axei cilindrului si o translatie de-a
lungul acestei axe, cele doua miscari fiind proportionale intre ele, curba ce se numeste elice circulard
(fig-19).

A(0,0,0)

X

Fig. 19

Presupunand ca mobilul pleaca din A(a, 0, 0) gasim ecuatiile parametrice ale curbei, z = a cost, y =
a sin t, z = bt, t € R, unde z reprezinta translatia, ¢ rotatia, iar b=const. Curba intalneste fiecare
generatoare a suprafetei cilindrice 22 + 3% = a? intr-o infinitate de puncte. De exemplu, genera-
toarea ce trece prin punctul A este intalnita in punctele de cota z = 2nbmw, unde n este intreg.

Arcul de curba intre doud puncte ”consecutive” A(a,0,0) si A’(a,0,2br) se numeste spird a
elicel, iar lungimea AA’ se numeste pasul elice.
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7.2 Tangenta si hiperplanul normal la o curba

Fie o : I — R" o curba. Notdm cu ¢ variabila din I ai. t+h € I, a(t) = P, a(t+h) = Q. Folosind
vectorii liberi a(t + h), a(t) , PQ, construim derivata
a(t+h) —a(t) PQ

. _._:_/
Jim, 2 = Jim == =a'(?)

al carei reprezentant &'(t) cu originea in a(t) = P apare ca limita vectorului PQ, cand Q € a(l)
se apropie de P. Vectorul @'(t) legat in a(t) = P se numeste vector viteza sau vector tangent la

curba o in punctul P. Evident &' (t) € T,)R™ (fig.20).

Fig. 20

Daca raportam pe R™ la baza canonica {€7,...é€,}, atunci

a'(t)y=x"1(t)e1 + 2'a(t)éa + ... + 2’ (t)en.

2.1. Definitie. Un punct P = a(t) al curbei a in care @ (t) # 0 se numeste punct regulat.
Daci @ (t) # 0, Yt € I, atunci curba a se numeste regulatd, iar functia t € I — ||@ (t)]] € [0, 00)
se numeste viteza curbei.

Daca P este un punct regulat, atunci punctul P si vectorul &'(t) determina o dreaptd care
apare ca limita dreptei PQ cand P = «a(t) este fix, iar @ tinde catre P de-a lungul curbei.

2.2. Definitie. Fie P un punct regulat al curbei a. Dreapta care trece prin P si are ca vector
director pe @'(t) se numeste tangenta la curba « in P.

Hiperplanul care trece prin P si are drept vector normal pe &’ (t) se numeste hiperplan normal
la curba o in P (fig.21 si fig.22).

2 |Normala
R

|/

P| Tangenta

Fig. 21
Pentru elementele descrise anterior avem urmatoarele ecuatii:

- pentru tangenta la curba in punctul a(t):

rp —x(t)  xp —x2(t) Ty — Tp(t)

() 2ty T 2t

- pentru hiperplanul normal la curba in punctul «(t):

(1 —21(t)2"1(t) + (w2 — 22(t))2 2(t) + ... + (wp, — 20 (t))2 () = 0.
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Un punct al unei curbe poate sa nu fie regulat. De aceea admitem urmatoarea

2.3. Definitie. Un punct a(t) = P € () corespunzator unei valori a lui ¢ pentru care &' (t) =
0 se numeste punct singular. Observam ci daci &' (t) = 0, Vt € J C I, atunci @(t) = &, Vt € J, si
astfel restrictia lui a la J se reduce la un punct. In consecinta, daca o admite puncte singulare si
nu se reduce la constante pe portiuni, atunci aceste puncte sunt in general izolate. Daca dm > 1
astfel incat @'(t) = @"(t) = ... = @™ D (t) = 0, &™) (t) # 0, atunci punctul P = a(t) se numeste
punct singular de ordinul m. Tn vecinatatea unui punct singular de ordinul m se intrebuinteaza
formula Taylor

6(t+h) = () + o 6™ (1) + £(R),

cu

lim £(h) = 0

h—0 (h) ’

adunarea avand sens doar in contextul vectorilor liberi si nu in contextul vectorilor legati in puncte
diferite.

Notand P = a(t) i Q = a(t + h) avem

(t+ h) — alt P
lim m!a< +h) —alt) = lim m!—Q = d(m)(t).
h—0 hm h—0 hm

Vectorul @™ (t) se numeste vector tangent la curba a in punctul singular P = a(t). Punctul
P si vectorul @™ (t) definesc o dreapta care este limita dreptei PQ cand P = a(t) este fix, iar Q
tinde catre P de-a lungul curbei.

2.4. Definitie. Fie P un punct singular de ordinul m. Dreapta determinata de punctul P si
vectorul @™ (t) se numeste tangenta curbei in punctul P.

Hiperplanul care trece prin P si are drept vector normal pe &™) (t) se numeste hiperplan normal
la curba o in P (fig.23).

R

Ta“gema P
/ 2(t + h)
lannozmal/ (t B h)

Fig. 23 Fig. 24

Ecuatiile tangentei in P = «/(t) sunt:

x1 —x1(t) w2 — wa() Ty — 2y (1)

2™ (t) 2™ (t) 2™ (t)

iar ecuatia hiperplanului normal in P = «/(t) este:

(21 — 21 ()™ (#) + (22 — 22(E))28™ () + ... + (20 — 20 ()2 () = 0.

Fie a1,as : I — R” doua curbe care au punct regulat comun P corespunzator valorii ¢ din
interiorul intervalului 7, adica a; (t) = ag(t) = P. Acestor doua curbe le asociem curba oo = a3 —as.
Daca a(t) = P este un punct singular de ordinul m + 1 pentru curba «, adica

B () =0, k=0,1,...,m; ™D (t)£0,



117

atunci spunem ca a1 si ag au in punctul P un contact de ordinul m. Denumirea provine din faptul
ca relatiile anterioare descriu un zerou multiplu de ordinul m + 1 pentru curba « ceea ce este
echivalent cu m + 1 puncte confundate comune in P pentru curbele oy si as.

2.5. Teorema. Fie Q1 = a1(t + h), Q2 = as(t + h). Contactul in P dintre curbele oy §i avo
este de ordinul m daca si numai daca (fig.24)

iy @1Q2 =0, pentrui=1,...,m
im : -
h—0 ht #0, pentrui=m+ 1.

Demonstratie. Se folosesc formulele Taylor pentru oy si as:

h hm—i—l

“ai 4.+ —al™ () +

a;(t+h) =a;(t) + T

a0 +Em),

lim &(h) =0, i = 1,2.
h—0

2.6. Observatii.

1) Daca a(t) = P este un punct regulat, rezulta ca pe o vecinatate a lui ¢ functia o : I — R™
este injectiva.

2) Un punct al unei curbe poate fi simplu si regulat sau simplu si singular sau multiplu si
regulat sau multiplu si singular.

3) Fiea: I —R" §:J— R" doud curbe astfel incat «(I) N 3(J) # 0 si fie P € a(I) N B(J)
un punct regulat sau singular de ordinul m. Unghiul dintre vectorii tangenti al cele doua curbe in
P se numeste unghiul celor doua curbe. Daca cei doi vectori sunt perpendiculari curbele se numesc
ortogonale. Daca unghiul dintre cei doi vectori este zero sau 7, atunci curbele se numesc tangente.

4) In cinematica o curba a: I — R"™ este privita ca fiind drumul descris de un punct material
in migcare. In acest caz variabila ¢ se numeste timp, «(I) se numeste traiectorie, &' (t) se numeste
viteza curbei la momentul ¢, iar & (t) se numeste acceleratia curbei la momentul ¢.

5) Derivatele @) (t), @) (t),... se numesc acceleratii de ordin superior la momentul ¢. In
general acceleratiile pot fi tangente la curba doar in puncte izolate.

6) Doua curbe au un contact de ordinul 1 intr-un punct regulat comun daca gi numai daca au
aceeasi tangenta.

2.7. Orientare.

Pe o curba data a([l), presupusa multime conexa, se pot stabili numai doua sensuri de parcurs
(ordine a punctelor curbei care corespunde ordinei din I) pe care convenim sa le notam cu + gi —.
O curba a Impreuna cu o alegere a unui sens de parcurs pe «(l) se numeste curbd orientatd.

+
™,

& N
&
< //
Tangenta

Fig. 25 Fig. 26
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Fie a o curba regulata. Daca &'(t) este vectorul tangent la « In «(t), atunci este natural sa
consideram drept pozitiv acel sens de parcurs pe «(I) care s fie coerent cu sensul lui &' (t) si deci
cu sensul pozitiv pe tangenta (vezi orientarea unei drepte).

Convenim sa precizam orientarea unei curbe si a tangentei sale prin sageti (fig.25).

Daca curba o poseda puncte singulare, atunci exista situatii caAnd nu este posibil sa alegem pe
curba un sens de parcurs coerent cu cel de pe tangenta (fig.26).

2.8. Exemple.

1) Curbele din R? care se pot reprezenta printr-o ecuatie carteziani explicitd y = f(x) sunt
regulate. Intr-adevar, din egalitatea a(t) = (¢, f(t)) construim & = 7'+ f(t)7'si deci & =7+ f'(t)]
nu se anuleaza, Vt € I.

2) Fie curba plana (fig.27)

(0,expt) t<0
a(t) =< (0,0) t=0
(exp =%,0) t > 0.

Observam ca in ¢t = 0, functia a(t) nu este o imersie. De aceea punctul O(0,0) este un punct
singular. Mai mult, observam ca in acest punct singular avem

a0)=a"0)=...=a™0)=...=(0,0).
Pentru fiecare m intreg, putem considera curba (fig.28 pentru m = 1)
(t™, exp 1) t<0
am(t) =4 (0,0) t=0
(t™ +exp 5+,0) ¢ >0.
Observam ca in acest caz avem
& m(0) =a",(0)=...=a™ o) =amvo)=... = (0,0),

: =(m) _ |
si dm ' (0) = (m!,0).
Pentru m = 1, originea este un punct regulat (fig.28). Pentru m > 1, originea este un punct
singular de ordinul m.

. y
A
0 X \ © X
Fig. 27 Fig. 28
3) Aplicatia a : R — R? definit prin
(exp}l,exp%sinexp%) t>0
a(t) =< (0,0) t=0

(—exp %1, exp % sin exp %1) t<0
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are o imagine cuprinsa intre dreptele y = +z, avand o infinitate de tangente in (0,0). De asemenea,

observam ca « este diferentiabila si
&0)=a"0)=...=a™0)=...=(0,0).

De aceea originea este un punct singular (fig.29). Punctele (—1,sin 1), (1,sin 1) sunt puncte asimp-
totice (vezi §4).
y

{\k(lsml)
f\

(-1,sin 1)[\

Fig. 29

4) Uneori in R? consideram curbe de tipul o : I — R3, a(t) = (z(¢),y(t),t). Aceste curbe sunt

t
regulate. Intr-adeviir, avem @ = x(t)7+ y(t)]+ tk si deci @ (t) = #'(t)7+ v/ (t)7 + k, care nu se

anuleaza, Vt € 1.
Aceeasi proprietate o au si curbele a: I — R3, a(t) = (z(t), t, 2(t)) sau a(t) = (¢, y(t), z(t)).

Pentru exemplificare fie curba data prin
(t,07exp%) t<0

a(t)=1{ (0,0,0) t=0
(t,exp _71,0) t > 0.

Fig. 30
Arcul t < 0 este situat in planul xOz, iar arcul ¢t > 0 este situat in planul xOy (fig.30). Observam
ca « este o curba regulata pentru care

&' (0) = (1,0,0), @ (0) = ... =a™0) = ... =(0,0,0).

7.3 Campuri vectoriale pe o curba

Notiunea de camp vectorial pe o curba este o varianta a notiunii generale de camp vectorial. Fie
a: I — R"ocurba si P = «(t), t € I, un punct arbitrar al sau.

3.1. Definitie. O functie Y care asociazi fiecirui ¢ € I un vector Y (t) tangent la R™ in
punctul a(t) se numeste camp vectorial pe curba « (fig.31).
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e {\</\/

P=a(t)

Fig. 31

Functiile reale si campurile vectoriale pe curbe apar deseori ca restrictii. De exemplu, daca X
este un camp vectorial pe R” gi a : I — R"™ este o curba, atunci X o« este un camp vectorial pe
curba «. Orice camp vectorial pe o curba se poate identifica cu o alta curba.

Evident, viteza @ este un camp vectorial pe curba «. Acest cAmp se mai numeste si cdmp
tangent la curba o (fig.32).

Fig. 32

Precizam insa ca spre deosebire de @', campurile vectoriale arbitrare pe « pot sa contina sau nu
vectori ale caror suporturi sa fie tangente la curba (fig.31).

In general @ nu poate fi privit ca o functie pe «(I) intrucat ar urma ca punctului dublu
P = a(t;) = a(te), t1 # to, i se atageaza simultan doi vectori diferiti &’(¢1) si @’(t2). Aceasta
remarca impune in mod necesar definitia 3.1.

Proprietatile campurilor vectoriale definite pe curbe sunt analoage cu cele ale cAmpurilor vec-
toriale pe R™. Astfel, in raport cu reperul ortonormat {ey,...,e,}, avem

?(t) =y1(t) €1(a(t)) +y2(t) ex(a(t)) + ...+ yn(t) en(a(t)),

functiile y; : I — R numindu-se coordonatele (componentele) euclidiene ale lui Y.

Functiile compuse €1 (a(t)), ..., €,(a(t)) sunt campuri vectoriale pe o. Aceste campuri vor fi
notate pe scurt cu €1, €s,...,Ex,.

Pentru campurile vectoriale pe o curba introducem operatiile

Y+ 2)(t) =Y (t) + Z(t)
(fY)(t) = F)Y (2)

(Y, Z)(t) = (Y(t), Z(t))

(Y x Z)(t) =Y (t) x Z(t) pe R3

Evident aceste operatii se traduc prin operatii asupra coordonatelor campurilor.

3.2. Definitie. Fie o o curbi regulati si Y un cAmp vectorial pe a.. Daci <17', a’) = 0, atunci
Y se numeste camp normal la . Daca Y (t) = \(t)d'(t), atunci Y se numeste camp tangent la a.
Deoarece Y (t) = y1(£)&1 + y2(t)é2 + . . . + yn(t)En, deducem ci orice camp Y este echivalent cu

o functie de tipul F : I — R"™. De aceea apare naturala definitia: Y se numeste camp diferentiabil
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daca coordonatele sale sunt diferentiabile. De asemenea precizam ca derivata unui camp Y,

2 dyn dy> dyn
Y= —é+—"é&+...+—"¢
dt ' dt dt "
este tot un camp vectorial pe curba a. In particular, derivata @ a campului vitezd @’ asociat lui
a da campul acceleratie. In general acceleratia nu este dirijata dupa tangenta la curba. Avem

Penultima formuli aratd ci dacd (Y, Z) = constant, atunci
Y. Zy+(Y,Z') =0.

In particular, daca Y are lungimea constanta, atunci Y §i Y’ sunt ortogonali in orice punct (fig.33).
Intr-adevir relatia ||Y]|2 = (Y, Y) = constant, implici (Y, Y’) = 0.

De aceea daca ne imaginam ca « este traiectoria unui punct material ce se deplaseaza cu o
viteza de modul constant, atunci acceleratia este un camp vectorial normal la « (dirijata dupa
normala la curba).

3.3. Definitie. Un camp Y se numeste paralel dacé coordonatele sale sunt constante (fig.34).

Fig. 34

3.4. Teorema. Fie curba o : I — R™, unde I este un interval deschis din R.

1) Curba « este constantd (se reduce la un punct) dacd si numai dacd campul viteza &' este
identic nul.

2) Curba neconstanta « este o dreapta daca i numai daca campul acceleratie este identic nul
(campul viteza este paralel).

3) Un camp Y pe a este paralel dacd si numai dacd Y' = 0.
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Demonstratie. 1) Fie curba d(t) = z1(t)e1 +z2(t)é2+. ..+ x,(t)€,. Daca z1(t) = a1, z2(t) =
ag,...,xrn(t) = an, Vt € I, atunci a@(t) = a1€) + asés + ... + ané, si &'(t) = (0,0,...,0), Vt.
Reciproc, din & (t) = 0, Vt € I, rezultd 2/1(t) = 0,2/2(t) = 0,...,2',(t) = 0, Vt € I si deci
xl(t):al,xg(t)—ag,... ()—an

2) Fie @'(t) = (29 + l1t)é, + (20 + 1,t)€,. Gasim @' (t) = 1€ + ... + 1,6, si @"(t)
(0,0,...,0). Reciproc, din z’ 1(75) = 0,2"5(t) = 0, ,xn(t) = 0, V t € I, obtinem x; = 29
lit,xo = :Eg +lot, ..., xp = :r% + 1t

3) Fie Y = 0181 + bofs + ... + bpé,. Rezultd Y/ = (0,...,0). Reciproc, din Y’ =0, rezultd

+ |

dyn
dt

dy2

dy dy2
dt

—ovtel,
dt <

=0, “2=0,...

sau y1:b17y2:b27"'7yn:bn (ﬁg34) O

7.4 Ramuri infinite

Fie I un interval deschis (a,b), unde a poate fi si —oo, iar b poate fi si +00 si a : I — R"™ o curba.
Multimea a(I) poate fi marginita sau nu in R™, dar in acest paragraf ne ocupam numai de cazul
in care a(I) este o multime nemarginita.

4.1. Definitie. Daca intr-o extremitate ¢y a intervalului deschis I avem lim; ., ||d@(t)|| = oo
atunci spunem ca « poseda o ramurd infinitd. FEste evident ca « poseda o ramura infinita in
extremitatea ty daca si numai daca cel putin una dintre coordonatele lui « tinde catre oo pentru
t — to (adica multimea (/) nu este marginita in R™).

2. Definitie. Fie a o curba care poseda o ramura infinita pentru o extremitate ¢y a lui I si
P = «(t). Dreapta D se numeste asimptotd la ramura infinita daca (fig.35)

lim d(P; D) =0,
t—to
unde d(P; D) este distanta de la punctul P la dreapta D.
Uneori se spune ca ramura infinitd se apropie asimptotic de D. De asemenea, observam ca

proprietatea lim;_,;, d(P; D) = 0 care defineste asimptota D este echivalenta cu a spune ca paralela
dusa prin P = «(t) la D tinde catre D pentru t — to (fig.35).

Fig. 35

4.4. Teorema. Daca D este o asimptota a unei ramuri infinite, atunci directia lui D este
data de versorul
a(t
lim _,( ) .
t=to [|6(2)]]
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Demonstratie. Fie o o curba care poseda o ramura infinita intr-o extremitate ty a lui 1.
Presupunem ca aceasta ramura poseda o asimptotd D (fig.35). Notam cu @ proiectia lui P pe D
si punem PQ = &(t). Prin ipoteza avem

lim ||£(t)| = 0 = Jim &(t) = 0.
—10

tﬂto

De asemenea notam cu R proiectia originii O a spatiului R" pe D si punem RO = a. Segmentul
orientat R() reprezintd pe B(t) =a+ alt) +&(t) s

1B = lla+ @I < lla@ll < 18] + lla+ @)l

Astfel din tlir? |a(t)|| = oo rezulta tliI? |B(t)|| = co. Aceasta inseamni ci in vecindtatea lui ¢
—to —to

B(t)

avem ||3(t)|| > 0 si deci putem construi versorul

[EOlk
Daca in inegalitatile anterioare impartim cu ||3(¢)|| si trecem la limita, atunci gasim
(t
et
t=to || B(t)]]
Versorul asimptotei D este
B o B ol tate) o a()

lim — = lim — = lim — = lim — .
t—to [|B(E)]|  t=to la(t)]] =t fla@)] t—to [la(t)]|

Din unicitatea limitei rezulta ca daca asimptota exista, atunci ea este unica.
4.5. Definitie. Versorul

(in caz ca limita exista se numeste directia asimptotica a ramurii infinite a lui .
4.6. Observatii.

1) Studiul anterior arata ca pentru a decide daca o ramura infinita poseda o asimptota trebuie
mai Intai sa vedem daca ea admite o directie asimptotica.

Daca ramura nu admite o directie asimptotica, atunci ea nu admite nici asimptota.

Daca ramura admite o directie asimptotica @, atunci prin P = «(t), se duce o dreaptd Dp
care are directia #. Daca Dp are o limita D pentru ¢t — tg, atunci dreapta D este asimptota
ramurii considerate. Daca Dp nu are o limita pentru ¢ — tg, atunci ramura infinita studiata nu
are asimptota.

Daca a este o curba regulatd avand o ramura infinita ce admite asimptota, atunci asimptota
este limita tangentei.

2) Pentru studiul ramurilor infinite ale curbelor plane C : f(x,y) = a recomandam lucrarea
[20].

3) Fie a: I — R™ o curba si ¢y o extremitate a intervalului deschis I. Daca

lim a(t) = A,

tﬂto

atunci A se numeste punct asimptotic al curbei «. Punctele asimptotice pot sa apartina sau nu
imaginii a(7).
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4.7. Exemple.

1) Sa cercetam ramurile infinite ale foliului lui Descartes,

3at 3at?
= O —1u(—1 RQ = — = —
« (x,y) ( oo, ) ( 700)_) ) X 1+t37 Y 1+t37
unde a > 0 este fixat. Pentru aceasta calculam limitele:

lim z(t) =0, tl/ufllx(t) =00, lim z(t) = —oc.

t—doo tN\—1
lim y(t)=0, lim y(t)=- lim_y(t) = oc.
Jim y(t) =0, lim y(t) = —oo,  lim y(t) = o0

De aici rezulta ca O(0,0) este un punct asimptotic al curbei care este efectiv atins pentru t = 0.
De asemenea pentru ¢ — —1 se obtin doua ramuri infinite. Deoarece

im w = —
A T

deducem ca ambele ramuri infinite admit aceeasi directie asimptotica (1, —1). Pe de alta parte

) ) 3at
Am, @) - o) = I Gy = -
si astfel avem asimptota oblica y + x + a = 0 (fig.36).
y
OO X
Fig. 36

2) Si cercetam ramurile infinite ale elicei (fig.19), a = (z,y,2) : R — R® o =a cos t, y =
a sin t, z = bt. Deoarece . liin z(t) = Foo, rezulta ca elicea admite doua ramuri infinite. Ambele
— o0

ramuri au directia asimptotica (0,0, 1), directia axei Oz, Intrucat

w0 o

= = 0.
totvo 2(t) | t—reo 2(2)

Evident, dreapta ce trece prin punctul (a cos t, a sin t, bt) si este paralela cu Oz nu admite o
pozitie limita pentru ¢t — +oc0. De aceea cele doua ramuri infinite ale elicei nu admit asimptote.

7.5 Abscisa curbilinie

Fiind data o curba « : I — R™ putem construi alte curbe care au aceeasi imagine cu « dar care
parcurg aceasta imagine cu viteze diferite.

5.1. Definitie. Fie I,.J doua intervale deschise ale dreptei reale, o : I — R”™ o curba si
h :J — I o functie diferentiabila. Functia compusa 3 = awoh : J — R" este o curba care se
numeste reparametrizarea lui o prin h (fig.37).
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~ h, 2
(Ju ) (I )
Fig. 37

In orice moment u din intervalul J, curba 3 este localizatd in punctul 3(u) = a(h(u)), care este
atins de curba « la momentul A(u) din intervalul 1. Astfel 5 §i o urmeaza aceeasi traiectorie dar,
in general, cu viteze diferite. Practic, pentru a obtine coordonatele lui 3 se substituie t = h(u) in
coordonatele lui a.

Observam ca trecerea de la « la (3 pastreaza multiplicitatea punctelor lui «(7) daca si numai
daca h este o bijectie.

5.2. Exemple

t
1) Fie arcul de cerc «a(t) = (r cos t, r sin t), t € (0,2r). Pundnd v = ctg§ gasim

u? —1 2u
B(u) = <Tu2+1’ Tu2—i—1>’ u € R.

reparametrizarea

2) Fie curba
at) = (2cos?t, sin2t, 2sint), t € <0, g) .

Observam c& « se obtine intersectand cilindrul (z —1)%2 4+ 42 = 1 cu sfera 22 +y? + 22 = 4 (fig.38).

Fig. 38

Punem u = sint. Reparametrizarea lui o prin u este

Blu) = (2(1 — u?), 2uv/1 —u2,2u), u e (0,1).
5.3. Lema . Daca  este reparametrizarea lui « prin h, atunci

d3 da dh
7 (@) = = (h(u)) = (u).

Pe scurt, § = (@' o h)Rh'. Astfel observam ca daca h’' nu se anuleaza, atunci punctele regulate ale
lui & sunt puncte regulate pentru (3, iar punctele singulare ale lui a sunt puncte singulare de acelasi
fel pentru . De asemenea rezulta ca definitia tangentei intr-un punct regulat ca gi intr-un punct
singular de ordinul m nu depinde de parametrul ales (directia ei raméane invarianta, iar punctul
prin care trece este fix).

Pentru ca bijectia h : J — I sa fie un difeomorfism este necesar si suficient ca derivata h’ sa nu
se anuleze; acest lucru rezulta din proprietatile de existenta si de diferentiabilitate ale functiilor
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1

inverse [ se stie : (h™1)" = T
O

) . Daca h este un difeomorfism, atunci curbele « si 3 se numesc

echivalente.
Precizam ca daca h’ > 0, atunci h pastreaza orientarea.
Fie a : I — R™ o curba regulata data prin ecuatia vectoriala & = d(t), t € I, AB un arc

regulat al curbei, corespunzator lui ¢t € [a,b] C I si &'(t) vectorul viteza la momentul ¢. Lungimea
v(t) = ||@(t)]| se numeste viteza curbeila momentul ¢. Se considera o diviziune a intervalului [a, b]:

dia=tg<t1 < - <ti_1<t;<---<t, =0

Punctele My = A, My,---,M;_1,M;,---, M, = B corespunzatoare acestei diviziuni determina o

linie poligonala cu varfurile pe acest arc, care se numeste linie poligonald inscrisa in arcul AB.
Inlocuind diviziunea d cu una mai find se va obtine o linie poligonala cu o lungime mai mare.

5.4. Arcul de curba AB se numeste rectificabil daca multimea lungimilor liniilor poligonale
inscrise 1n acest arc este marginita superior, iar marginea sa superioaa se numeste lungimea arculus.

In fizici, distanta parcursa de un mobil este determinata prin integrarea vitezei sale in raport
cu timpul. Geometric, definim lungimea arcului curbei regulate o de la t = a la t = b ca fiind
numarul

b
Ez/ v(t) dt, a < b,

iar elementul de arc prin ds = v(t) dt.

Exista probleme in care ne intereseaza numai imaginea curbei gi nu ne intereseaza viteza cu care
punctul curent parcurge aceasta imagine. Cu alte cuvinte ne intereseaza imaginea din spatiul R”
i nu parametrizarea particulara ¢ — «(t) care reprezinta aceasta imagine. In asemenea probleme
se obisnuieste ca « sa se inlocuiasca printr-o parametrizare echivalenta 3 pentru care viteza sa fie
egala cu unitatea.

5.5. Teorema. Dacd o : I — R™ este o curba regulatd, atunci existd o reparametrizare 3
echivalentd cu « astfel incdt 8 sd aibd viteza unu.

Curba § din teorema se numeste reprezentare normald a lui « .

Demonstratie. Fie a : I — R™ o curbi regulati, adici &' (t) # 0, Vt € I. Fixim to € I si
consideram functia care da lungimea arcului

t
s:1—J=s(I), st)= [ |&@@)]dt.
to

Acesta functie se numeste abscisa curbilinie sau parametru natural (fig.39).
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ds - . . y T .
Observam ca o= @' ()] > 0, adica s este strict crescitoare si deci bijectivi; teorema functiei
inverse asigurd ci functia inversd s=! : J — I definita prin ¢t = ¢(s) are derivata
dt 1

) =
ds ds
E(t(s))

> 0.

Mai mult, inversa t = t(s) este un difeomorfism. De aceea, functia compusa 3 = aos™!:J — R®
sau 3(s) = a(t(s)) este o reparametrizare a lui «, prin functia ¢ = ¢(s), echivalenta cu « (vezi fig.37
pentru u = s). Sa aratam ca viteza lui [ este unu. Avem

Astfel abscisa curbilinie a unei curbe regulate se utilizeaza pentru obtinerea unei reparametrizari
de viteza unu. Precizam ca daca « este o curba orientata, atunci prin trecerea la reprezentarea

da dt

dg|| _ | da dt
dt ds

ds

1
— A _
= & (s)]| g =1
dt

o . C o dt
normala orientarea nu se schimba deoarece s > 0.
s

5.6. Exemple.
1) Fie spirala logaritmica (fig.40)

a:R—R?* a(t) = (ae ‘(cos t —sin t), ae"*(cos t +sin t)), a > 0.

Din @' (t) = —2ae~* cos t7’ — 2ae~"' sint7, rezultd ci « este o curba regulatd cu viteza v(t) = 2ae™".
Daca fixam ¢t = 0, atunci abscisa curbilinie este data de

t
s = / v(t)dt = —2ae b = 2a(1 — e 7).
0

2a
De aici gasim ¢t = In 5 , 8 € (—00,2a) si astfel reprezentarea normala a lui « este
a—s

B:(=00,2a) =R, B(s) = (z(s),y(s)),

unde
__ 2a-—s 20 _ & 2a
x(s) = =4 (cos In 52¢- — sinln 2@73) ,
_ 2a-—s 2a : 2a
y(s) = =45= (cos In 5*%— +sinln 2%8) .
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2) S& considerim acum elicea a : R — R3,  «(t) = (a cos t, a sin t, bt). Deoarece ecuatia
vectoriald a curbei este d(t) = a cos t7'+ a sint7+ bt k, gasim &' (t) = —a sin t7'+ a cos t7+ bk si
deci ||@'(t)|| = Va? + b?> = ¢. Daca masuram lungimea arcului de la ¢ = 0, atunci

t
s:/ cdt = ct.
0

s
Astfel t = — i reprezentarea normala a elicei este
c
3 5 s . 5 bs
6:R— R, ﬁ(s)za(—) =(acos—, asin—, — |.
c

7.6 Probleme propuse

1. Fie curba o : [0, 7] — R*, a(t) = (sint,cos?t,5sint, 1 — 3cos?t). Si se arate ci « este Inchisa,
iar prelungirea ei o : R — R* este periodica.
2. Fie curba a : R — R*, a(t) = (sint,1 + cos?t,sint + cos? t,sin®t). Sa se arate ci punctul

Q (%) este regulat, iar tangenta la curba in acest punct este perpendiculara pe dreapta de directie

= (1,1, V2 -2, —1). Sa se determine hiperplanul normal la « in punctul « (%)

3. Fie Y un cAmp vectorial pe cgrba a(t) :_gsin t,1+cost,sint+cos?t,sin’¢t). In fiecare dintre
cazurile urmatoare, sa se exprime Y in forma Y = yi€1 + y2€5 + y3€3 + y4€4.

1) Y (t) este vectorul de origine in «(t) si cu extremitatea in originea lui R%.

2) Y(t) = a'(t) - a"(t).

3) Y (t) are lungimea unu si este perpendicular pe &' (t), a”(t) si pe @ (t).

)Y

4. Sa se cerceteze ramurile infinite si sa se determine asimptotele curbelor (daca exista)

este vectorul cu originea in «(t) si cu extremitatea in a(t + ).

1) a=(,9): BV1) = B, at) = s ylt) = 5o
2 3
2) &= (2,y) R B, a(t) = 200 y(t) = 10

5. Consideram curba

1 2t 241 2 t
= (R\{-1,1 R, a(t) =
a=®\{-11} =R alt) (t—l’t2—1’t2—1’t+1’t+1>

a) Sa se arate ca punctul (—1,0,—1,2,0) se afla pe curba si sa se determine tangenta si hiper-
planul normal la curba in acest punct.

b) Sa se cerceteze ramurile infinite ale curbei si sa se determine asimptotele (daca acestea exista)



Capitolul 8

Curbe in R?

8.1 Tangenta si normala unei curbe plane
Raportam planul la reperul natural si consideram curba
a:I =R alt) = (1), y(2)).

Fie P = «(t) un punct regulat al curbei. Se stie (§2) ca dreapta care trece prin P si are ca
vector director pe @'(t) se numeste tangenta la curba o in P. Deoarece suntem 1n plan, hiperplanul
normal se reduce la o dreapta, numita normala curbei.

6.1. Definitie. Dreapta care trece prin punctul regulat P = a(t) si este perpendiculara pe
a’'(t) se numeste normala curbei in punctul P (fig.21). Intr-un punct regulat fixat, P = «(t),
tangenta si normala la curba au respectiv ecuatiile:

r—x(t)  y—y)
a'(t) y(t)

(z —2(t)2’(t) + (y —y(©)y'(t) = 0.

Daca P = «a(t) este un punct singular de ordinul m, atunci dreapta care trece prin P si are ca
vector director pe @™ (t) se numeste tangenta curbei in punctul P.

6.2. Definitie. Fie P = a(t) un punct singular de ordinul m pentru curba «. Dreapta care
trece prin punctul P si este perpendiculard pe @) (t) se numeste normala curbei in punctul P.
Intr-un punct singular de ordinul m, P = «a(t), tangenta si normala la curba au respectiv
ecuatiile
z—a(t) _y—y)
zm(t) — ytm(t)”

(& — ()™ () + (y — y())y "™ () = 0.

6.3. Observatie. Segmentul de pe tangenta (normald) determinat de punctul de pe curba si
de intersectia acestei tangente (normale) cu Ox, se numeste segment tangentd (normala). Proiectia

129
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acestui segment pe Ox se numeste subtangentda (subnormala) (fig.41, PT-segment tangenta, PN-
segment normala, ST-subtangenta, SN-subnormala).
y

B
\p
// F\
N
1o S T\ X

Fig. 41

8.2 Curbe definite prin ecuatii carteziene implicite

Curbele plane pot fi introduse pornind de la functii diferentiabile de tipul f : R? — R, (z,y) —
f(x,y). Deoarece

_ (9 of
punctele critice ale functiei f (daca existal) se afla rezolvand sistemul:
of of

Punctele in care cel putin una dintre aceste derivate nu se anuleaza sunt puncte regulate.
Multimea

C=f"Ho)={(z.y) | (x,y) €R?, f(z,y)=¢, c=fixat}

se numeste multime de nivel constant ¢ sau mulfime de ecuatie carteziana implicita f(x,y) = c.
Pe scurt se scrie

C: flz,y) =c

Precizam ca in general C' contine atat puncte regulate cat si puncte critice ale lui f.
Fie (zo,y0) € C. Multimea tuturor punctelor din C' a caror distanta fata de (xg,yo) este mai
mica decat un numar € > 0 se numeste vecindtate a lui (zg,yo) in C.

7.1. Teorema. Daca o solutie (zg,y0) a ecuatiei f(x,y) = c este un punct requlat al functiei
f, atunci existd o vecinatate a acestui punct in care ecuatia f(x,y) = c defineste o curba simpla

st requlata (fig.42).

a(D)
(XosyO)

o 1 (%0,0) g

X0

Fig. 42
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Demonstratie. Se subintelege ca C' nu este vida. Ipoteza ca P(xg,y0) este un punct regulat

asigura ca in P, cel putin una dintre derivatele 92 Do nu se anuleaza. Fie 8_(P) # (0. Teorema
T Yy Y

functiei implicite definita de o ecuatie de forma f(z,y) = ¢ arata ca exista o vecinatate I a lui z
in R si o functie diferentiabila x — y(x) astfel incat pentru orice z € I sa avem

dy ot
f($7y($)) = ¢, I = " ar-
dy

Rezulta ca portiunea din C' din vecinatatea punctului P este reprezentata de graficul functiei
x — y(x) sau de imaginea aplicatiei o : I — C, «a(t) = (t,y(t)) si deci aceasta portiune este o
curba simpla si regulata.

In general, multimea C\{punctele critice ale lui f} constd din arce simple si regulate. Daci
multimea punctelor critice ale lui f care sunt incluse in C' nu este prea ciudata, atunci C' : f(x,y) =
¢ se numeste curbd de ecuatie carteziand implicita f(x,y) = c.

Daca f(x,y) este un polinom de gradul n, atunci curba C' se numeste curba algebrica de
ordinul n. In particular avem urmatoarele denumiri: curbe algebrice de ordinul unu (drepte), curbe
algebrice de ordinul doi (conice), curbe algebrice de ordinul trei (cubice), curbe algebrice de ordinul
patru (cuartice) etc.

Reprezentarea analitica explicita a unei curbe plane este:
C:y=y(x), z€JCR (8.1)

7.2. Tangenta. Fie P(xg,yo) un punct requlat al curbei C. Tangenta la curba C in punctul
P are ecuatia
0 0
(@ = 20) 5 (20 0) + (0 = o) - (501 30) = O,
iar normala la curba C' in punctul P are ecuatia

T — o Y —%Yo

%(wo’yo) %(xo,yo).

Pentru o curbd pland reprezentata explicit prin C :y = y(z) tangenta in punctul requlat P(xq,yo)
are ecuatia

Y—Yo = y/(ﬂfo)(x — Zo),

iar normala in P este: )

y'(20)

Y—Yo = (55—300)-

7.3. Observatii

1) In situatii concrete curba C' poate fi datd printr-o ecuatie si prin inecuatii in z,y care
precizeaza o anumita portiune din plan.

2) Reprezentarea curbei C' (sau a unei portiuni din C) in forma «(t) = (x(t), y(t)), se poate
face prin intermediul teoremei 7.1 sau prin artificii de calcul.

Fie a(I) C R? traiectoria unui punct material in migcare si f(z,y) = ¢ ecuatia carteziani
implicita a lui (7). Aceasta ecuatie nu descrie faptul ca «(I) poate fi parcursa de mai multe ori.
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De aceea in problemele in care drumul parcurs este esential se prefera informatia mai bogata data
de functia
a: I — R2.

3) Fie curba o : I — R2, a(t) = (x(t), y(t)). In general trecerea de la reprezentarea parametrici
la reprezentarea carteziana explicita se poate face numai local. intr—adevér, daca 2'(tg) # 0 atunci
teorema functiei inverse arata ca in vecinatatea punctului xg = x(tg) restrictia lui z = x(t) admite
inversa t = t(x). Astfel restrictia lui y = y(t) apare ca o functie compusa de tipul

y = y(t(x)).
4) In general daca exista o functie f astfel incat

f((t), y(t) =¢, VEel,

atunci f(z,y) = c este ecuatia carteziana implicita a curbei
a(t) = (z(t), y(t), tel

5) Fie C : f(x,y) = ¢ o curba regulata. Gradientul Vf = %;—F %3, definit pe C, este un
camp vectorial normal la C.

7.4. Exemple.

1) Dreapta. Ecuatia cartezina implicitd a unei drepte din plan este ax + by + ¢ = 0, iar
ecuatiile parametrice ale unei drepte sunt x = xg +1t, y =yo + mt, tcR.

2) Cercul. Cercul de raza r si cu centrul in (zg,y0) are ecuatia carteziana implicita (x —
70)? + (y — yo)? = r2. Obisnuit cercul se reprezinta prin ecuatiile parametrice y = xq + 7 cost, y =

Yo + rsint, t € [0,2n).

2 2

3) Elipsa are ecuatia carteziani implicita (canonicd) L5 + % —1 = 0. Ea se poate parametriza
a

in forma x = acost, y = bsint, t € [0,2m).

N

2
4) Hiperbola are ecuatia cartezians implicitd (canonicd) 5 — ?ZT —1 = 0. Ramura din dreapta

a hiperbolei se poate reprezenta prin

x = acht,y = bsht, t € R.

2

5) Parabola are ecuatia carteziana (canonica) r = yTp De aceea ea se poate parametriza in
forma
t2
r=—,y=1t tekR.
2p

8.3 Forma unei curbe in vecinatatea unui punct al sau

Fie curba o : I — R"™ gi P un punct din «(/). Multimea tuturor punctelor din (/) a caror distanta
fatd de P este mai mica decat un numar £ > 0 se numeste vecindgtate a lui P in «(I).

Fie o : I — R? o curba din plan, ipoteza care va fi subinteleass in cele ce urmeaza. Considersam
un punct particular P € a(]) aga ca «(t) = P si cercetam care este aspectul curbei in vecinatatea
lui P. In particular cercetam care este pozitia curbei in raport cu tangenta in acest punct.
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Pentru un A din vecinatatea lui zero, punctul Q = «(t + h), t + h € I, este in vecinatatea
punctului P. De aceea putem folosi formula Taylor

alt+h) =a(t) + %d’(t) + %d”(t) +...+ g[d(”)(t) + &(h)]

cu }llin% g(h) = 0. Evident, avem

PQ = a(t+h) —a(t).

Vom face studiul urmarind doua cazuri: cazul in care P este un punct requlat si cazul in care
P este singular.

a) P este un punct requlat.

Prin ipoteza in P avem &'(t) # 0 si tangenta in P este definitd de punctul P si de vectorul
a'(t).

8.1. Presupunem ci &' (t) si @”(t) determind o baza in TpR?. Formula Taylor de ordinul doi
da

2 2
PQ = hd'(t) + %o‘é"(t) + h—z?(h), lim £(h) = 0.

2
Astfel pentru |h| suficient de mic, perechea (h, 7) constituie cu aproximatie coordonatele vec-

torului PQ fatd de baza &@'(t), @’ (t). Daca h trece prin zero, atunci prima coordonata igi schimba
semnul, iar a doua si-l pastreaza . De aceea arcul se afla in semiplanul ce contine pe @”(t) si
traverseaza in P dreapta determinata de P si de @”(t). Tinand cont ca dreapta determinata de P
si @ (t) este tangenta la o in P, deducem ca arcul are aspectul din fig.43.

P h@

Fig. 43

8.2. Presupunem ca @ (t) este coliniar cu &'(t) si ca &@'(t) impreuna cu @' (t) constituie o baza
in TpR2. Prin ipotez& 3r € R asa ca @”(t) = ra@’(t). Astfel formula Taylor de ordinul trei d&

h? h3 h3 -
PQ = <h + 7’7) a'(t)+ —a" (t) + —&(n), lim &(h) = 0.

2 3
Pentru | h | suficient de mic h—i—r%— ~ h, iar (h, %) constituie cu aproximatie coordonatele lui

PQ in baza {@(t),a"'(t)}. Daci h trece prin zero, atunci ambele coordonate igi schimbé semnul.
De aceea, la trecerea prin P, punctul @ traverseaza si tangenta si dreapta definita de P si &’/(t).
Astfel, In vecindtatea lui P, curba are aspectul din fig.44, iar P se numeste punct de inflexiune.
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Fig. 44

8.3. Sa generalizam situatiile anterioare. Presupunem ca derivatele de ordinele 2,3,...,n — 1,
sunt coliniare cu @ (t), iar & (t) si @™ (t) determini o baza in TpR2.

Deoarece Vk,1 < k < n, 3, € R astfel incat @%)(t) = rpd’(t), formula Taylor de ordinul n
da

PQ=(h+r h—2+ +r e &’(t)+h—n&(”)(t)+h—n§(h)
N S T (T Y n! n! ’

n
De aceea pentru | h | suficient de mic, perechea (h, %,—) realizeaza cu aproximatie coordonatele
lui PQ in raport cu baza {a@'(t), a™ ()},
Rezulta ca in vecinatatea lui P avem: daca n este par, atunci curba are aspectul din fig.45;
daca n impar, atunci curba are aspectul din fig.44.

8.4. Observatii.

1) Fie P = «(t) un punct regulat al unei curbe a. Daca toate derivatele de ordinul 2,3, ... ;n
sunt coliniare cu @ (t), in particular daca toate sunt nule, atunci nu putem preciza pozitia curbei
in raport cu tangenta in P cu ajutorul acestor derivate. Tot ce putem spune este ca in vecinatatea
lui P abaterea curbei de la tangenta este mica.

2) Forma unei curbe C : f(x,y) = ¢ in vecinatatea unui punct regulat (zg,yo) este data de
forma graficului functiei x — y(x) in vecinatatea lui .

b) P este un punct singular

Prin ipotezi, in P = a(t) avem & (t) = 0.

8.5. Presupunem c& @ (t) si @"'(t) determinii o bazi in TpR2. In acest caz tangenta este
determinata de P si de @”(t). Formula Taylor de ordinul trei arata ca

3 3
h_ a h

PQ = h;&”(t) + 5@ (1) + &R, Jim &(h) = 0.

. 2 13
In vecinatatea lui h = 0, cuplul <h7, %) constituie cu aproximatie coordonatele vectorului

2
]@. Prima coordonata % fiind pozitiva, arcul apartine semiplanului marginit de dreapta definita

3
de P si @"'(t) si care contine pe @”(t). A doua coordonata h isi schimba semnul cand h trece
prin zero. Astfel, in P, arcul traverseaza tangenta. Se zice ca P este un punct de intoarcere de
prima speta (fig.45).
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7
/P\}Z,ﬁu(t)

Fig. 45

_ 8.6. Presupunem ca d"’'(t) este coliniar cu a@” (%) si ca @ (t) si a® (t) formeaza o baz in TpR2.
In acest caz tangenta in P este definita de P si de @’(t). Deoarece prin ipoteza Ir € R aga ca
a"'(t) = ra’(t), formula Taylor de ordinul patru da

R W LSO ;
B0 — - " . i &(h) — 6.
Q <—2 tre ) a’'(t)+ 218 (t) + —245(h), h%e(h) 0

2 14
Astfel pentru | h | suficient de mic, perechea (%, %) reprezinta cu aproxi-matie coordonatele
lui m in raport cu baza @’ (t), @ (t). Deoarece, ambele coordonate sunt pozitive, curba trebuie
sa arate ca in fig.46 (o ramura pentru h negativ, o ramura pentru h pozitiv). In acest caz se spune
ca P este un punct de intoarcere de speta a doua.

8.7. Generalizand situatiile anterioare presupunem
dt)y=...=am™ v =0, a™ () #0.

De asemenea presupunem ca derivatele de ordinul m +1, m+2,...,n— 1 sunt coliniare cu @™ (t)
iar @™ (t) impreuns cu @™ (t) determini o bazd in TpR?. Deoarece prin ipotezi, Yk, m < k <
n, drp € R aga ca

) () = rp_ma™ (¢),

formula Taylor de ordinul n da

1@2 (h—,+7”1
m!

hm—i—l hn—l

—(m+ 1)' “+ ... —|—7’n_1—n

m n
Pentru | h | suficient de mic, (%r, %,—) constituie cu aproximatie coordonatele lui P@ in baza

aleasa de noi. De aceea situatiile din punctul singular P se pot rezuma in tabelul
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m n Forma curbei
impar par figura 100
impar figura 101
par impar figura 102
par figura 103

8.8. Observatii

1) Daca in punctul singular P nu sunt indeplinite conditiile din 8.7, atunci nu putem preciza
care este forma curbei In vecinatatea acestui punct cu ajutorul acceleratiilor.

2) Fie multimea de nivel constant C': f(z,y) = ¢ si (9, yo) € C un punct critic al lui f in care
hessiana lui f nu este indic nuld. Daca detd?f(xo,y0) > 0, atunci (zg,%0) este un punct izolat in
C (fig.47, a); daca det d?f(zo,y0) < 0, atunci (zo,yo) este un punct dublu pentru C (fig.47. b);
dac det d2f (2o, y0) = 0, atunci (g, o) este un punct de intoarcere pentru C' (fig.47, ¢). Intr-un
punct dublu sau de intoarcere directiile (I, m) ale tangentelor la C' sunt date de

82f 2f 82f
12@(300,.%) + QZmaxay(ﬂfo,yo) + m28_y2(x0’y0) =0.
C
e

C (Xos}’o)

Fig. 47

Punctul izolat si punctul dublu in C sunt puncte critice izolate pentru f.

8.4 'Trasarea curbelor plane

Fie a: I — R2, a(t) = (z(t), y(t)) o curba pland. Pentru a desena imaginea a(I) C R? in raport
cu reperul cartezian Oy este necesar sa se urmareasca urmatorii pasi:

9.1. Stabilirea domeniului de definitie I, precizarea punctelor de acumulare ce nu apartin lui I
si calculul limitelor functiilor ¢ — z(t), t — y(t) in aceste puncte. Precizarea punctelor asimptotice
(daca existal).

9.2. Intersectii cu axele.

9.3. Se cerceteaza simetriile lui a(f). Daca Vt € I, 3t’' € I astfel incat (1) z(t') = z(t),

y(t) = —ylt), (2) a(t) = —a(t), y(t) = y(t), 3) a(t) = —a(t), y(t') = —y(t), (4) a(t') -
y(t), y(t') = z(t) etc, atunci curba este respectiv simetrica fata de (1) axa Oz, (2) axa Oy, (3)
origine, (4) prima bisectoare etc. Se observa ca sistemele (1), (2), si (3) contin ca un caz particular
studiul paritatii si imparitatii functiilor ¢t — z(t), t — y(¢).

Daca Jr € R astfel incat, Vt € I, punctul a(r —t) se deduce din «(t) printr-o simetrie (in raport

/
cu un punct sau o dreaptd), atunci rezulta ¢’ = r — t ceea ce este echivalent cu % = % Astfel



137

t si ¢ sunt simetrice in R fatd de S In acest caz trasim portiunea din «(I) corespunzatoare lui

I'N(r/2,00), iar restul se completeaza prin simetrie.

Daca « (%) se duce din «(t) printr-o simetrie, atunci rezulta ¢’ = % sau tt' = 1. In acest caz

trasam portiunea din a(f) corespunzatoare lui I N ([—1,0) U (0, 1]), iar restul se completeaza prin
simetrie.

9.4. Stabilirea punctelor regulate. Dintre punctele regulate trebuie precizate punctele de
inflexiune si punctele in care @, n = 2,3, ... sunt coliniari cu &.

Stabilirea punctelor singulare (cand existal!) si a tangentelor in aceste puncte. Dintre acestea
trebuie precizate punctele de inflexiune, punctele de intoarcere, punctele singulare de ordinul n
in care @™, m = n+1, n+2,... sunt coliniari cu &™) # 0 si punctele singulare in care
ak) =0, k=1,2,...

9.5. Determinarea punctelor multiple si a tangentelor in aceste puncte. Daca sistemul t; #
to, x(t1) = x(t2), y(t1) = y(t2) este compatibil (determinat sau nedeterminat), atunci solutiile sale
dau punctele multiple. Daca sistemul este incompatibil, atunci curba are numai puncte simple.
Daca cel putin una dintre componentele functiei « este injectiva, atunci « este injectiva.

9.6. Se cerceteaza dacad « este o curba periodica, adica 3T > 0, a(t + 1) = a(t), Vt e I.
Dac# «a este periodici, de perioadd T', atunci este suficient si consideram restrictia o : [0, 7] — R2.
Din faptul ca « este o curba periodica rezulta ca t — z(t), t — y(t) sunt periodice avand
eventual alte perioade decat o. Daca t — x(t) este periodica si are perioada Ty, t — y(t) este

periodica si are perioada T3, iar % = g € Q, p,q € N*, atunci «a este periodica si are perioada
T = qT, = pThs.

9.7. Alcatuirea tabelului de variatie pentru functiile ¢t — z(t), t — y(¢).

9.8. Stabilirea ramurilor infinite si a asimptotelor (daca exista!). Putem intalni situatiile:

1) tli_)r?o z(t) = £oo, tli_)rglo y(t) = b. In acest caz asimptota are ecuatia y = b. Pentru a decide
pozitia ramurii fatd de asimptota, din tabel se citeste semnul lui y(t) — b in vecinatatea lui .

2) tlir? z(t) = a, tlir? y(t) = £oo. In acest caz asimptota are ecuatia = = a.
—to —to

3) lim z(t) = o0, lim y(t) = too.
t—to t—to

y(t)

Daca tIL% o) = 0, atunci (1, 0) este directie asimptotica. Curba nu admite asimptota (ramura
parabolica).

Daca tIL% % = 0, atunci (0, 1) este directie asimptotica. Curba nu admite asimptota (ramura
parabolica).

Daca tlgl() % = m, atunci (1,m) este directie asimptotica. Daca, t&%(y(t) —mx(t)) = n,

atunci curba admite asimptota y = mx + n. Daca 1tlir? (y(t) — ma(t)) = £oo, atunci curba nu
—1l0
admite asimptota (ramura parabolica).

9.9. Exemplu

Curba de ecuatie 22 + 3% — 3azy = 0, a > 0, se numeste foliul lui Descartes.
a) Sa se gaseasca o reprezentare parametrica a curbei.

b) Sa se construiasca aceasta curba.

Solutie.
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a) Axa Oy taie curba in origine. Intersectam cu dreapta y = tx. Inlocuind in ecuatia curbei
obtinem x?(z + t3x — 3at) = 0. Mai Intai avem z? = 0, ceea ce corespunde punctului dublu (0, 0).
Apoi, pentru t # —1, gasim

3at 3at?
rT= —%3 = —.
i+ YT

b) Pentru a construi curba, parcurgem urmaétorii pasi:

1) Domeniul de definitie. Simetrii. Se vede ci t € (—o00,—1) U (—1,00). In punctele de
acumulare care nu fac parte din domeniul de definitie trebuie sa calculam limite. Astfel avem:

1. p— 1 g l' —_— —
t_gtnoox(t) 0, t/lr{ll:lf(t) 00, t\lrillx(t) 00

li = li =— li = o0.
Jim y(t) =0, lim y(t) = —co,  lim y(t) = oo

Observam ca O(0,0) este punct asimptotic atat pentru t — oo cat si pentru t — —oo. Acest
punct se confunda cu punctul obisnuit ¢t = 0.

Sistemul
3at’ B 3at?
1+¢3  1+8
3at’? B 3at
1+¢3 1+

este compatibil nedeterminat deoarece este satisfacut pentru orice ¢ gi t' din relatia ¢’ = 1. Astfel
curba este simetrica fatd de prima bisectoare. De aceea este suficient sa construim portiunea
t € (—1,0) U (0, 1], iar restul sa completam prin simetrie.

2) Puncte regulate. Puncte singulare. Avem

,  3a— 6at? ,  6at — 3at?
xr = —-—-— = -
(1 +t3)2 ’ Y (1 _|_t3)2

Din 2/ = 0 gdsim t = 3%/5 Din ¢ = 0 deducem t; = 0, t, = /2. Aceasta inseamni c& foliul lui
Descartes este o curba regulata.

3) Puncte multiple.

Avand in vedere semnificatia lui ¢ (panta unei drepte), t — —oo §i t — oo dau acelasi punct
(0,0) pe curba (punct asimptotic) care corespunde intersectiei curbei cu axa Oy(z = 0). Pe de
alta parte t = 0 da punctul (0,0). Astfel originea este punct dublu.

Sistemul )
1 # to
3(1t1 . 3@?52
1+1¢3 1+1t3
3at? _ 3at}
1+13 1+13

aratd ca nu mai avem si alte puncte multiple.
Tangentele in O(0,0) sunt axele Oz si Oy.

4) Tabelul de variatie pentru x(¢) si y(t)
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—00 -1 0 1/3/2 V2 +00
' + | + 0 — —
x 0 S ] —o00 0 avd N\, av2 0
Yy’ — | - 0 + + 0 —
y | 0 N\, —o0o | oo N\, 0  av2 / av4 N\, 0

5) Ramuri infinite. Asimptote.
Pentrut / —1 gi t \, —1 avem ramuri infinite. Deoarece

im M =1,
t——12x t)

rezulta ca ambele ramuri infinite admit directia asimptotica (1,—1). Pe de alta parte

' ) 3at
i, ((0) +(t)) = Jim, g = —a

si astfel avem asimptota oblicd y + x + a = 0.

6) Trasarea curbei (fig.36).

8.5 Formule Frenet in plan

Fie 8:J — R2, (s) = (z(s),y(s)) o curba cu viteza unu. Versorul tangent este T(s) = F(s) =
(2/(s), o/ (s)), iar versorul normal N(s) este definit prin rotirea lui T'(s) cu /2 (fig.48). Astfel,
N(s) = (—y'(s),2'(s)) si apare reperul ortonormat mobil {T'; N} numit reper Frenet.

y
T
> /2
® e
O
‘M X
Fig. 48

Deoarece (T, T) = 1, rezultd (T, T) = 0 si deci T' = (2", y") este perpendicular pe T. Cum avem
si NLT rezultd ci T’ si N sunt coliniari. Functia s — k(s) definita prin ecuatia Frenet (conditie
de coliniaritate)

T’ = kN

se numeste curbura lui . Pentru curbele din plan, k(s) poate fi negativ, nul sau pozitiv si semnul
sau aratd cum se incovoaie 3(.J).

10.1. Teoremi. Dacd 3:J — R? este o curbd cu viteza unu care are curbura k, atunci
a) sunt satisfacute formulele Frenet: T' = kN, N' = —kT};

—90, unde @ este unghiul care da panta tangentei lui 8 in punctul

ds

b) expresia curburii este k =
curent.
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Demonstratie. a) Exprimam vectorul N’ in raport cu reperul ortonormat {f, N }, adica
N' = (N, T)T + (N',N)N.

Derivand in (N,N) = 1 gisim (N',N) = 0 si derivand in (N,7) = 0 deducem (N',T) =
—(N,T") = —k.

b) Folosim fig.49 si observatia ca T = 7cos o+ Jsin ¢ si deci N = — sin @i+ cos ¢j. Prin urmare
N dgp = . dgp
T' = ——N, adica k = —.
5.V, adicd e

10.2. Teorema. Curbura k determind pe [3 abstractie facind de pozitia sa in plan (de o
izometrie).

Y
Ao T
=0 o*+Ae
O | X
Fig. 49

Demonstratie. Tinand cont de teorema 10.1 avem

dy L °
— =k(s) sideci o=¢o+ [ k(s)ds,
ds so

unde g este unghiul pe care-l face tangenta la curba cautata in punctul s = sy cu axa Ox. Pe de

alta parte
dx dy .
— =cosy, —— =sin
ds ? ds v
si astfel
S S
T =z —|—/ cos wds, Yy = Yo —|—/ sin wds,

S0 S0

unde (xg,¥yo) este punctul corespunzator lui s = sg.
Constantele ¢q, zg, yo depind de alegerea axelor de coordonate. Notand

:z:’:/ cos 1)ds, y’:/ sin )ds, ¢:/ k(s)ds

50
observam ca
x = xo+ 2’ cospg — y' sin g
{ Yy =yo + 2’ sinpg + ' cos @o
si deci ¢ determina o rotatie, iar (xg,yo) determina o translatie.

Daca ¢g =0, ¢ = yo = 0, atunci punctul de la care se masoara abscisele curbilinii coincide cu
) )
originea coordonatelor, iar sensul tangentei in acest punct coincide cu sensul lui Ozx.

10.3. Teorema. Daca d&(t) = (z(t),y(t)), t € I este o curba regulata din plan, atunci curbura

are expresia
<&’//’R(O—2/)> B x/y// _ x//y/
WiE @y
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unde am notat ||w|| = \/(w,w) $i R este operatorul rotatiei de unghi g, adica R(t1,t2) = (—ta,t1),

iar 7’7 inseamnd derivata in raport cu t.
1
Functia a I\{t|tel, k(t)=0} — (0,00) se numesgte razd de curburd.
Demonstratie. Avem @ = oT, R (@) = vR(T) = vN, a" = %f + kv?N i deci
(@", R(a')) = kv3. Evident am tinut seama c& rotatia este o functie liniara. O

Pentru o curba plana C : y = y(z), reprezentata explicit, curbura are expresia

2

_ ¥y
(1+y2)3/2

8.6 Notiuni de teoria contactului a doua curbe

11.1. Teorema. Curbele oy @y = f1(x), az : y = fa(z) au in punctul comun My(zo,yo) un
contact de ordinul m daca si numai daca

fl(k)(xo) = fg(k)(xo), k=0,1,...,m,

D) (20) 2 £ (o).

Demonstratie. Curbele oy si as au in My un contact de ordinul m daca si numai daca ecuatia
fi(z) — f2(x) = 0 admite pe xg drept radacina multipla de ordinul m + 1, adica daca gi numai daca

PP x0) — [P (20) =0, k=0,1,....m,

F Y (@) — £ () # 0,

11.2. Teorema. Curbele ay : x = z(t), y = y(t), C : f(x,y) = 0 au in punctul comun
requlat to < Mo(xo,yo) un contact de ordinul m dacd $i numai dacd functia compusa t — ®(t) =

flx(t),y(t)) satisface
d®(tg) =0, k=0,1,...,m; @™+ (1) #£0.

Demonstratie. Putem presupune —f(:vo, yo) 7 0. Atunci C este reprezentata intr-o vecinatate

0
a lui (z9,y0) de arcul simplu si regulatyoz cx =z, y =y(x), x € I. Restrangand eventual pe I
reparametrizam pe « prin z = x(t) si gasim as : z = x(t), y = y(x(t)) = u(t).
Deoarece f(z(t),u(t)) = 0 este o identitate intr-o vecinatate a lui ¢y, prin derivare deducem
identitatile:

(%) ( 0dx 0 du

(k)
£%+%5) Fla()u(®) =0, k1.

In particular acestea sunt adevarate pentru t = .
Presupunem ca oy si ag au in tg < My(xo,yo) un contact de ordinul m, adica

dFy(t)

ku
) | _ )

dtk

, k=0,1,...,m,

t=to t=to
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d™lu(t)

dm™Hy(t)
| 7 T gm

dtm—l-l

t=to t=to

Din (**) gi (*) rezulta ca functia t — ®(t) = f(x(t),y(t)) satisface

9 de | 9 dy\"
(9 09 (t0) = (5 o) Fe D]y, =0

. 0 dr 0 dy (mb)
@( +1)(t0) — (%% -+ 8_y$> f(x(t)ay(t)”t:to # 0

Reciproc, relatiile (***) gi (*) implica pe (**), adica ay si ap au in tg < My(xo,y0) un contact de
ordinul m.

11.3. Curbe osculatoare. Fie ay : z = z(t),y = y(t), t € I o curba fixata si fie Cy :
f(x,y;a1,a9,...,am+1) = 0 o familie de curbe care depind de m + 1 parametri sau de parametrul
vector a = (ay,...,am+1), unde f este o functie diferentiabila de m + 3 variabile.

Se pune problema sa determinam din familia C; o curba care sa aiba cu «q, Intr-un punct
regulat dat, un contact de ordinul m, adicd m + 1 puncte confundate. Aceastd curba se numeste
curba osculatoare a curbei «j.

Problema gasirii curbei osculatore se rezolva prin inlocuirea lui z(t) si y(¢) in f, aplicarea
teoremei 11.2 si gasirea celor m + 1 necunoscute a; ce determina curba osculatoare. Daca in
punctul considerat curba obtinuta are cel putin un contact de ordinul m + 1 cu «aq, atunci ea se
numeste supraosculatoare.

Deoarece curba osculatoare a unei curbe «ay este de fapt pozitia limita a unei curbe din familia
C, care trece prin m + 1 puncte ale lui a1, atunci cand aceste puncte tind de-a lungul lui oy catre
punctul dat initial, putem afirma ca:

a) dacd m = 2k + 1, atunci curba osculatoare nu traverseaza pe «; in punctul regulat My
(fig-50),

\
\ fos,
MO\ \\
A . o
i curbd osculatoare
\

n=3,n+1=4

Fig. 50

b) daca m = 2k, atunci curba osculatoare traverseaza pe «; in punctul regulat My (fig.51).

o

| curbd osculatoare
\ \I n=2,n+1=3
\

.

Fig. 51
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11.4. Exemple.

1) Dreapta osculatoare. Dreptele din plan ax + by + ¢ = 0 formeaza o familie de curbe cu
doi parametri esentiali. De aceea, fiind data o curbd o : I — R? se poate determina, intr-unul din
punctele sale regulate, fie o dreapta osculatoare (contact ordinul intai ~ 2 puncte confundate) fie
o dreapta supraosculatoare (de exemplu contact de ordinul al doilea ~ 3 puncte confundate) care
este de fapt tangenta la curba (fig.52). Pentru determinarea acestei drepte ne folosim de teorema
11.2, adica impunem conditiile

ax(t) +by(t) +¢c=0

ax' (t) + by’ (t) + c=0.

Rezulta solutia (a, b, c). In punctele singulare de ordin m ale lui « se gasesc drepte supraosculatoare.
In punctele singulare de ordinul co se gaseste o dreapta supraosculatoare pe care o putem numi
tangenta la curba.

Tangenta My Tangenta My

=

Fig. 52

2) Cerc osculator. Cercurile din plan, (x — z¢)? + (y — y0)? = R% sau ||F — ¢]|? — R? = 0,
formeaza o familie de curbe cu trei parametri esentiali (coordonatele centrului si raza). Fiind data
o curba a(t) = (x(t),y(t)) si un punct regulat pe ea se poate determina un cerc osculator (contact
ordinul al doilea ~ 3 puncte confundate) sau un cerc supraosculator (de exemplu contact de ordinul
al treilea ~ 4 puncte confundate). Pentru determinarea acestui cerc ne folosim de teorema 11.2
adica impunem conditiile:

| —él)? = R? =0

(@, ad—¢)=0

(@, a—c)+a?=0.
Ecuatia a doua da ¢ = & + AN , unde N este campul normal unitar, iar ultima ecuatie implica
A = —, unde k este curbura lui . Ultimele doua ecuatii arata ca in punctul «(t) in care lucram,
acceleratia @”(t) nu poate fi coliniara cu viteza o/ (t) caci daca ar fi aga, atunci «(t) ar trebui sa fie

punct singular. Deci k(¢) # 0. Centrul cercului osculator ¢ = & + Eﬁ se afli pe N si se numeste

centrul de curburda. Raza cercului osculator R = se obtine din prima ecuatie §i se numeste

1
| K |
raza de curburd a lui a. Cercul osculator se mai numeste si cerc de curbura (fig.53).

My Tangenta My Tangenta

N8
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Fig. 53
Explicit, centrul cercului osculator este dat de formulele
B , x/2 +y/2 B , x/2 +y/2
Lo =T — z'y’ — x//y/’ Yo=y+x Ty — x//y/’

iar raza cercului osculator este

(x12 _|_y/2)3/2
1,01 "yt |°

| z'y" — 2"y |

R =

Curba v = a + -N , care este de fapt locul geometric al centrelor de curbura ale lui «, se
numeste evoluta sau desfdasurata lui a.

3) Fie o curba « i un punct regulat pe aceasta curba. In acest punct se poate determina o
parabola osculatoare care sa aiba cu « un contact de ordinul trei; o elipsa sau hiperbola osculatoare
care sa aiba cu «a un contact de ordinul patru etc. Curbele osculatoare se folosesc in teoria
aproximarii.

Fie C, o familie de curbe din plan reprezentata prin ecuatia f(z,y;a) = 0, unde f este o functie
diferentiabila in raport cu cele trei argumente.

11.5. Definitie. O curbd o : I — R?, a(a) = (z(a),y(a)) se numeste infiguritoarea familiei
C, daca satisface conditiile:

1) VP € () se poate indica o curba unica a familiei care sa contind punctul P ca un punct
regulat si care sa aiba in P un contact de ordinul n > 1 cu (7).

2) V curba din familia C,, exista un punct regulat P al siu, care sa apartina si lui «([) si in
care cele doua curbe sa aiba un contact de ordinul n > 1.

3) Nici o curba a familiei C, sa nu aiba un arc comun cu a([).
Cu alte cuvinte, infasuratoarea este curba la care sunt tangente curbele din familia C, (fig.54).

11.6. Teorema. fnf@urdtoama familiei C, este inclusa in curba T definita prin sistemul

f(z,y;a0) =0

of
—(z,y;a) =0.
5 (&Y )
Demonstratie. Fie ecuatia (1) f(x,y;a) = 0 in necunoscuta a si parametrul M (z,y). Locul
geometric al punctelor M (x,y) cu proprietatea ca ecuatia (1) are o radacina cel putin dubla este
curba I' descrisa de sistemul

0
f(xay;a) =0, 8_£($7y;a):0-
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Fiecare curba C, este tangenta la curba I' intrucat intersectia C, N I' corespunde la radacina

dubla a. De aceea curba I' contine infasuratoarea familiei de curbe C,,.
Curba I mai contine i punctele critice ale lui f. Intr-adevar daca x = x(a), y = y(a) sunt

ecuatiile parametrice ale lui I', atunci f(z(a),y(a)) =0, Va.

Derivand rezulta identitatea
o5 de  9fdy  Of _
drda  Oyda Oa

11.7. Exemplu. Sa se determine infaguratoarea curbelor

Ca:f(m7y;a): (y—a)Q—(m—az)?’:O.

Solutie. Alcituim sistemul
fl@,y50) = (y—a)® — (z—a®)’ =0
ol (,Z',y, (Z) = _2(y - (l) + 60,(37 - CL2)2 - 07

da

care conduce la y?> — x = 0, de unde rezulta
(@) 9a* +1 27a*+1
ala) = .
9a2 = 27a3

Observam insa ca punctele pentru care y?> — x = 0 sunt puncte critice pentru familia C, adica

puncte in care avem
faa) =0, Fupa -0 Leya-o

De aceea numai curba « este infaguratoarea familiei C|,.
11.8. Definitie. Infaguratoarea normalelor unei curbe plane se numeste evoluta curbei.

Fie o curba C' data prin ecuatiile ei parametrice

C:{ r = x(t)

y=y(t), tel CR.

Normala in punctul curent, M, al curbei C' are ecuatia:

(z —=2(t)2'(t) + (y —y(X)y'(t) = 0.

Atunci cand punctul M parcurge curba, normalele la curba formeaza o familie de drepte ce depinde
de parametrul ¢. Sistemul de ecuatii care determina infasuratoarea normalelor curbei plane C' este:
(8.2)

=22 (t) + 42 (1).

{ (z —2(t)z'(t) + (y — y()y'(t) = 0
(z — ()" (t) + (y —y(1)y"(t) =

Din acest sistem se obtin ecuatiile parametrice ale evolutei curbei C:

y’(t))x"(t) (8.3)
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2 2

x
11.9 Exemplu. Fie elipsa = 1, cu ecuatiile parametrice: x = acost, y =bsint, t¢&

2 e
[0,27). Evoluta ei este astroida, reprezentata parametric prin ecuatiile:
2 bQ

cos’ t

C: o b2

sin®t

11.10. Definitie. Fie o curba plana data C'. Curba I' a carei evoluta este curba C' se numeste
evolventa curbei C.
Fie curba C', parametrizata normal, prin ecuatiile:

oy { x = x(s)
y=y(s)
si P € I' punctul corespunzator punctului curent al curbei C, M € C.

Tangenta in punctul M la curba C' are ecuatia:

r—w(s) _y—yls) _
705 y(s)

echivalente cu:
x = x(s) + p(s)x'(s)
{ y=y(s)+p(s)y'(s). (8.4)

Impunem conditia ca tangenta la curba C' in punctul M sa fie normala curbei I' in punctul P, ceea
ce implica

- _ ))/ PN (1_’_p/)($/2+y/2)_’_p(x/x//+y/y//) —0.

Dar

1.0

f2:1:>x/2+y/2:1,wx +y'y" = 0.

Vom obtine:
1+p =0=p =-1=p=—s+c,c=const.

Ecuatiile parametrice ale evolventei sunt:

{ z=x(s) + (c — s)a'(s) (8.5)

y=y(s) + (c—s)y'(s).
Constanta arbitrara k din ecuatiile evolventei indica faptul ca unei curbe C'1i corespund o infinitate
de evolvente.

11.11. Exemplu. Fie cercul 22 + y? = a?, care are reprezentarea parametrici x = acost,y =
asint,t € [0,27). Evolventele acestui cerc au reprezentarea parametrica

-,

a(t) = acosti+asintj + (¢ — at)(—sinti+ cost))
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8.7 Curbe plane in coordonate polare

12.1. Presupunem ca planul 2Oy a fost raportat la un reper polar si ca perechii (x, y) 1i corespunde
perechea (p,0). In aceasta ipoteza, o curba pland I' mai poate fi datd si prin ecuatia polara,

p=f(0).
12.2. Fie (p,0) un punct al unei curbe date, diferit de pol. Unghiul V dintre tangenta in
acest punct si raza vectoare corespunzatoare este dat de tgV = ﬁ/ Daca consideram un reper
p
cartezian adecvat XOY', unde OX este pe raza vectoare corespunzatoare punctului (p, 6), iar OY

este perpendiculara pe OX astfel incat XOY sa fie un reper orientat pozitiv, atunci tangenta si
normala in (p, §) au respectiv ecuatiile (fig.55)

Y==-(X-p) si §Y+X—p:0.

2
Subtangenta polara OT si subnormala polara ON au respectiv lungimile p_/ si|p'| (fig.55).

1P|

Fig. 55
Daca curba considerata trece prin pol, atunci tangenta in pol face cu Ox unghiul 8, care anuleaza
pe p = f(0).
12.3. Punctele multiple ale unei curbe date prin ecuatia polara p = f(6) se gasesc rezolvand
ecuatiile

f(01) = f(02 + 2km), f(61) =—f(02+7+2kn), keZ.
12.4. Alura curbei se stabilegte cu ajutorul semnului curburii

o p2_|_2p/2 _pp//
(P2 + p'2)3/2
Pentru & < 0 corespund punctele in vecinatatea carora curba se Incovoaie in sens opus polului,

pentru £ > 0 corespund puncte in vecinatatea carora curba se incovoaie catre pol, iar pentru k = 0
obtinem de obicei puncte de inflexiune.

12.5. Punctele de acumulare 6y pentru care limita lui p = f(0) este infinita, dau directiile
asimptotice.
Fie 6y o directie asimptotica. Notam d = eling f(0)sin(f — 0y). Daca d este finit, atunci curba
—Uo

admite o asimptota D a carei ordonata la origine este d (fig.56). Daca d = oo, atunci curba are o
ramura parabolica.
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Fig. 56

12.6. Cerc asimptot, punct asimptot
Daca exista elim p(0) = a atunci cercul p = a se numeste cerc asimptot pentru curba data.
— 00

Cand a = 0 cercul asimptot se reduce la un punct gi anume polul si in acest caz polul se numeste
punct asimptot.

12.7. Trasarea curbelor plane in coordonate polare
Pentru trasarea curbei C' : p = p(6) se urmaresc etapele:

1. Determinarea domeniului natural de definitie al functiei p = p(6), daca nu a fost precizat

2. Cercetarea periodicitatii functiei p = p(6) si restrangerea domeniului la un interval de
lungime egala cu perioada. In coordonate polare, dupa reprezentarea grafica pe o perioada, se
roteste graficul cu un multiplu de perioada pana se suprapune cu el insusi.

3. Cercetarea unor simetrii. Daca p(—0) = p(f) sau p(m —0) = —p(0) simetria este fata de axa
polara, p(—0) = —p(f) sau p(m — ) = p(0) simetrie fatd de perpendiculara in pol pe axa polara,
daca p(m 4 0) = p(0) simetrie fata de pol. Dupa depistarea simetriilor se reduce corespunzator
domeniul pe care trebuie facut graficul.

4. Cercetarea functiei p. Studiul semnului primei derivate.
5. Studiul concavitatii cu ajutorul functiei E = p? + 2p'2 — pp’’.

6. Depistarea arcelor infinite si cercetarea existentei asimptotelor. Pozitia fata de asimptote;
cercuri asimptote

7. Tabelul de variatie al functiei p si semnul expresiei F gi valorile functiei tgv = ﬁ/

8. Trasarea asimptotelor si a graficului curbei.

12.8. Exemplu

Sa se traseze curba p = 4/ %.

Vom urma pasii de mai sus

. s : s1n30 S : -
1. Functia p este definitd pe multimea 7 > 0, mai putin punctele de tipul %, ke,
0s
unde se anuleaza numitorul.
2. Numaratorul este periodic cu perioada %’r, iar numitorul cu perioada 27, deci fractia este

periodica cu perioada 27. Este suficient sa se cerceteze domeniul pe [0, 27).

s s 27 57 3 47
0 10 3 5 5 7T 5 T T 27
sim3¢ |0 + O — - - o + 0 - o + + 4+ 0 — O
cosf |1 + + + 0 - - - - - - - o + + + +
in3d
T2+ 0 - |+ 0 - 0 + 0 - | + 0 — 0
cosf
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Din tabel
96{0 W}U T 2w U 4m U 3m 5w
= -, = T, — —, =
"3 27 3 "3 273
3. Se observa p(6 + ) = p(#), prin urmare curba are o simetrie fata de pol.Este suficient sa

facem graficul pentru 6 € [0, %} U (%, %’r] si apoi sa-l simetrizam fata de pol.

4. Pe domeniul considerat p este de clasa C*°

2 cos 36 cos 6 + cos 20
f T 2Veos s 30
P =0e cosdh + 2cos20 = 02 < cos? 20 + 2cos20 — 1 = 0.
—1++v5 -

1 . In domeniul considerat este doar solutia cos 26 =

Aceasta ecuatie conduce la cos20 =

—1+5
4
5. Datorita calculelor laborioase renuntam la semnul functiei F.

, adica 0 ~ 34°.

6. Observam ca lim,\ = p(f) = oo, deci 6 = § este directie asimptotica.

™ sin36
d = lim p(0)sin(f — =) = lim cosf = 0.
p\%P() 0-35) M\ osd
Deci semidreapta 6 = 5 este asimptota.
7. Cu datele obtinute intocmim tabelul
™ o s s s 27
0 0 & 34 1 3 2 E
o' +  + + + 0 - - - - -
p 0 o 28 1116 N, 1 N 0  Joo N\, 0
14

tgv = ; 0 00 0| | 0

Graficul este in figura de mai jos.

0=2m/3

M /
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8.8 Probleme propuse

1. Sa se arate ca

2+t 3
R-R% aft)= (2120
a:R—R all) <1+t2’ 1+t2)

este o curba simpla. Sa se determine punctele singulare ale curbei, tangentele si normalele in aceste
puncte.

2. Curba descrisa de un punct M aflat pe un cerc de raza r ce se rostogoleste (fara alunecare)
de-a lungul unei drepte se numeste cicloida. Sa se gaseasca ecuatiile parametrice ale cicloidei
(fig.58). Sa se determine abscisa curbilinie i lungimea primei arcade a curbei. Sa se calculeze
lungimile segmentelor tangenta, subtangenta, normala si subnormalad intr-un punct oarecare al
cicloidei.

| z=r(t—sint)
R'{y:r(l—cost) teR.

o

3. Sa se gaseasca o parametrizare globala pentru fiecare dintre urmatoarele curbe, orientate

——— unde f este functia definita de membrul stang al fiecarei ecuatii:

prin
1)ax+by=c, c#0.
22 o2
2) G4 =L a#0, b0
3)y—art=c, a#0
Hha?—y?=1, >0
4. Fie curba

a:[0,21) — R? a(t) = (2cost — cos2t, 2sint — sin 2t).
Sa se determine abscisa curbilinie corespunzatoare originii ¢ = 0 si reprezentarea normala.

5. Si se arate ci astroida o : [0,27] — R2, a(t) = (4rcos®t,4rsin®t), (fig.59), are puncte de
intoarcere si sa se determine tangentele in aceste puncte.

Ny
N

Fig. 59

6. Fie astroida C = f~1(0) unde f(z,y) = y*x +ay? + 22 —az? (fig.60). Si se arate ci originea
este punct dublu pentru curba. Sa se determine tangentele la curba in acest punct.
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.
ﬂ\J

Fig. 60

7. Fie curba C = f~4(0), f(z,y) = 2 — 2% — y? (fig.61). S se arate ci originea este punct

izolat al curbei C.
y \
X

Fig. 61

o

8. Sa se arate ca originea este punct de intoarcere pentru curba cisoida lui Diocles C' =
F7H0), fla,y) = 2% + 2y® — 2ay? (fig.62).

)
0
|

Fig. 62

9. Sa se traseze urmatoarele curbe

1) Curba Gauss: y = e (fig.15).

2) Lantisorul: y = %(e“”/”“ +e7%/% (fig.16).
3) Parabola cubici: y = ax? (fig.17).

4) Curba Agnesi: 22y = 4a%(2a — y) (fig.63).

y

b

o
Fig. 63

5) Lemniscata Bernoulli: (2% + y?)? + 2a%(y? — 22) = 0 (fig.64).
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Fig. 64

6) Curba Lissajous: x = cos2t, y = sin 3t (fig.65).

-
V

Fig. 65
7 x= CTht, Y= Stﬁ, t # 0 (fig.66).
N4
O X
Fig. 66
yz=t—t3, y=1t>—1t* (fig.67).
y
Fig. 67

10. Sa se determine infaguratoarea urmatoarelor familii de curbe:

1) (z—a)?+y?— = =0.

2
2) f—F%—lz(), cand o™ — ™ — a™ =0 (a = const.).
e
3) xcosa+ysina —1 = 0.
p

4) y = —.

)y =ax+ g
11. Sa se determine evoluta pentru fiecare curba:

2 2

x® |y
1) 5+ 5 -1=0,
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2) x =a(t —sint), y=a(l—cost).

12. Sa se construiasca curbele (rozete cu trei foi),

p=asindf, p=acos3l
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Capitolul 9

Curbe in R?

9.1 Tangenta si planul normal al unei curbe in spatiu
Raportam spatiul la reperul natural {O; {, j, E}} = Oxyz si consideram curba
a:l =R at)=(2(t),y(t), 2(1)).

Curbele din spatiu se pot imparti in doua categorii: curbe strambe si curbe plane.

O curba din spatiu se numeste curba plana daca Vt € I, Ja, b, c,d € R nu toti nuli, astfel incat
ax(t) + by(t) + cz(t) +d = 0.

Fie P = «(t) un punct regulat al curbei. Se stie (§7) ca dreapta care trece prin P si are ca
vector director pe @'(t) este tangentd la curba o in P.

Ecuatia vectoriala a tangentei in punctul regulat, fixat, P, al curbei «, este:

Ay : (F—a(t)) x @(t) =0, (9.1)
iar ecuatiile carteziene ale tangentei in punctul P, sunt de forma:

r—a(t) _y—y(t) _ =z =)
70 v 20

Atl

1.1. Definitie. Planul care trece prin P si are drept vector normal pe &' (t) se numeste plan
normal la curba o in P.

Toate dreptele care trec prin punctul P gi sunt continute in planul normal al curbei C' construit
in punctul P se numesc normale la curba C' in punctul P.

Folosind faptul ca vectorul director al tangentei la curba « in punctul regulat, fixat P, este
vectorul normal al planului normal la curba o in P, se obtine ecuatia vectoriala a planului normal

la curba a:
(F—a(t),a(t)) =0, (9.2)

sau ecuatia carteziana:

(@ — ()2 (t) + (y = y(O))' (1) + (= — 2(1))2'(t) = 0.

Daca P = a(t) este un punct singular de ordinul m, se stie ca dreapta care trece prin P si are ca
vector director pe @™ (t) este tagenta curbei in punctul P.

155
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Ecuatia vectoriala a tangentei in punctul singular de ordinul m, fixat, P, al curbei «, este:
Ay (F—a(t)) x @™ (t) =0, (9.3)
iar ecuatiile carteziene ale tangentei in punctul P, sunt de forma:

cr—ax(t) y—yl) _ z—=2()
el oyt 20

1.2. Definitie. Planul care trece prin P si are drept vector normal pe a™) (t) se numeste plan
normal la curba o in P. Intr-un punct singular de ordinul m, P = «(t), planul normal la curba
are ecuatia vectoriala:

(F—a(t),a™ () =0 (9.4)

si ecuatia carteziana:

(& —2(t)z"™ () + (y — y(£)y "™ (1) + (2 = 2(1))="™)(¢) = 0.

9.2 Curbe definite prin ecuatii carteziene implicite

Curbele din R? mai pot fi introduse si pornind de la functii diferentiabile de tipul

F=(f9):R* =R F(z,y,2)=(f(z,y,2),9(z,y,2)).

Deoarece
of of of
J(F) = or Oy 0z
g 99 9y
dr By 0z
punctele critice ale lui F' se afla rezolvand sistemul de ecuatii
of of of of of of
D(f.9) _| 9y 0= | _ D(fg) _| 9= oz |_, D9 _| 9z 9y |_,
D(y.z) | dg dg | = Dlzz) |dg 99| = Dy | dg g
oy 0z 0z Ox or Oy

Punctele in care cel putin unul din acesti determinanti este diferit de zero sunt puncte regulate.
Multimea

C=F"a,b)={(z,y,2) | (x,y,2) €R®,  flzx,y,2) =a, glz,y,z2)=>b}

se numeste multime de ecuatii carteziene implicite f(x,y, 2) = a, g(z,y,z) = b.

Multimea C este de fapt intersectia a doua multimi de nivel constant. Ea poate sa contina atat
puncte regulate cit si puncte critice ale lui F.

Fie P(zg,yo0,20) € C. Multimea tuturor punctelor din C' a caror distanta fata de P(zo, yo, 20)
este mai mica decat un numar ¢ > 0 se numeste vecindtate a lui P(z, yo,20) in C.

2.1. Teorema. Daca P(xg,yo,20) este un punct requlat din C, atunci existd o vecindatate a
acestut punct in care ecuatiile

f(m,y,z):a, g(w,y,z):b
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definesc o curba simpla si regulata.

Demonstratie. Prin ipoteza multimea C' nu este vida.

. D
In ipoteza %(P) # 0, teorema functiilor implicite asigura ca sistemul f(x,y,2) = a, g(z,y,2) =
Y,z
b definegte doua functii z — y(x), © — z(z), intr-o vecinatate I a punctului xg, pentru care
D(f,9) D(f,g)
dy _D(zw) d:_ Diwy)
dz  D(f,9)" dxz  D(fg)
D(y, z) D(y, z)

Astfel portiunea din C' din jurul punctului P(zo, 30, 20) poate fi gandita in mai multe moduri

(fig.69):

g(xy,z)=b
P (X Y52,

.,

Fig. 69

- ca intersectie a doua suprafete cilindrice (vezi Cap.3),

- ca grafic al unei functii h : I — R2, h(z) = (y(x), z(x)),

- ca imagine a lui I printr-o functie cu valorile a(t) = (z(t) = t, y(t), 2(1)).

De aceea acesta portiune este o curba simpla si regulata.

In ipotezele teoremei 2.1, multimea C' este reuniunea imaginilor unor curbe simple si regulate,
numindu-se curbd de ecuatii carteziene implicite f(x,y, z) = a, g(x,y, z) = b. Aceasta denumire se
pastreaza uneori chiar daca C contine si puncte critice, cu conditia ca multimea punctelor critice
ale lui F' s nu fie "prea ciudata”.

Daca f si g sunt polinoame, atunci C' se numeste curba algebrica.

2.2. Tangenta. Fie P(zg,yo, 20) un punct regulat al lui C.
Tangenta la C' in P are ecuatiile carteziene

A, : T — X . Y —Yo N Z— 20
" D(f,9),, D(f9),, D9, .
o) " Do D
iar planul normal corespunzator are ecuatia carteziana
D D D
(@ = o0) B P) + = ) B (P) + (= = ) 0 (P) =0
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2.3. Observatii

1) In situatii concrete curba C poate fi data prin doua ecuatii §i prin mai multe inecuatii in
x,y, z (inecuatiile precizeaza o anumita portiune din spatiu).

2) Reprezentarea curbei C' (sau a unei portiuni din C') in forma a(t) = (z(t), y(t), z(t)) se poate
face prin intermediul teoremei 15.1 sau prin artificii de calcul.

3) Fie o curba din spatiu data in forma «(t) = (z(t),y(t), 2(t)). Daca pentru t = ¢y avem
x'(tg) # 0, atunci teorema functiei inverse permite sa spunem ca functia z = z(t) are inversa
t = t(x) in vecinatatea lui to. Astfel y = y(t), z = z(t) apar ca functii compuse sau pe scurt ca

functii de tipul
y=y(x)
z = z(x)

si deci, 1In vecinatatea punctului ales, curba apare ca intersectie a doua suprafete cilindrice. Aceasta
reprezentare a curbei se numegte explicita.

4) In general, daci existd o functie F = (f,g) : R — R? astfel incat

f((t),y(t),2(t) = a,  g(x(t),y(t), 2(t)) = b, Vtel,

atunci f(z,y,2) = a, g(x,y,2) = bsunt ecuatiile carteziene implicite ale curbei a(t) = (z(t), y(t), 2(t)), te€
1.

5) Fie C': f(x,y,2) = a, g(x,y,z) = b o curba regulata . Gradientii

definiti pe C, sunt campuri normale la C' (exercitiu!).
2.4. Exemple

1) Dreapta. Ecuatiile carteziene implicite ale unei drepte din spatiu (intersectie de plane)

sunt
a1r +biy+ciz+dp =0 ap b1 ¢
D: , unde rang =2,
ag® + boy + c2z +dy =0 az by ¢

iar ecuatiile parametrice sunt
a:r=x9+Ilt, y=yo+mt, z=2zy+nt, teR,

unde rang (I, m,n) = 1.

2) Cercul. De obicei un cerc din spatiu este privit ca fiind intersectia dintre o sfera de centru
C(x0, Y0, 20) si raza r i un plan avand ecuatiile carteziene implicite:

o (x—20)*+ (¥ —y0)* + (z — 20)* =12 ande | axo + byo + czo + d | <r
| ar+by+ecz+d=0 7 Va2 + b+ ¢? '

3) Conicele. In general, intersectia dintre un plan si o cuadrica este o conica in spatiu; astfel
daca f este un polinom de gradul doi pe R3, atunci o conica C din spatiu are ecuatiile carteziene

implicite:
flz,y,2) =0
C:
ax +by+cz+d=0.
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9.3 Planul osculator si binormala

Initial vom face citeva observatii in legatura cu studiul formei unei curbe din spatiu in vecinatatea
unui punct al sau, studiu care se face in acelagi mod si la curbele plane. Precizam ca in acest caz,
figurile 44-47 ne dau forma proiectiei curbei (in general proiectie oblicd) pe planul determinat de
cele doua derivate necoliniare.

O mai buna aproximare a formei unei curbe din spatiu se poate obtine utilizand trei derivate
liniar independente. De exemplu, presupunem ca P este un punct regulat si ca &' (t), a@”(t), a"’'(t)

determind o baza in T,R3. Utilizand formula Taylor de ordinul trei,

P _ h—»/(t)_{_h2 —»//(t)_}_h3 —»///(t)_}_h‘3 —»(h) hm —»(h)_(j’
Q=g T 31 eVt e =0
h? h3
ajungem la concluzia ca pentru | h | suficient de mic, tripletul (h, CR F) da cu aproximatie

coordonatele lui P@ in baza aleasa. Cand h trece prin zero prima si ultima coordonata isi schimba

semnul, iar cea din mijloc si-1 pastreaza. Astfel, in vecinatatea lui P, arcul se afla in acelasi
=11

semispatiu cu @”(t), traverseaza pe @ (t), @"'(t) si planul determinat de P, &'(t) si &@”(t) (fig.70).

Fig. 70

Planul determinat de P, &'(t) si @”(t) se numeste plan osculator. Ecuatia vectoriald a planului

s

osculator in punctul P este:
Po: (F—af(t),a'(t) x a’(t)) =0, (9.5)
iar ecuatia carteziana a lui

z—x(t) y—yt) z—=2()
Po: x'(t) y'(t) Z'(t) = 0. (9.6)
20 Y )
Normala la curba C' in punctul P, perpendiculara pe planul osculator al curbei in P se numeste

binormala la curba C' in punctul P. Vectorul director al binormalei curbei C' in punctul P = «a(t),

este -
a'(t) x @"(t) = Ai + Bj + Ck.

Ecuatia vectoriala a binormalei este:
Ay : (F— @(t)) x (@'(t) x a"(t)) = 0. (9.7)

Ecuatiile carteziene ale binormalei la curba C' in punctul P = «a(t), sunt:

A B C

Abn . T — ,CL'(t) Yy— y(t) z = Z(t) ) (98)



160

Astfel, in vecinatatea lui P, curba considerata are o abatere de la tangenta (curbare) si o abatere
de la planul osculator (torsionare).

Se observa ca daca toate punctele curbei regulate C se afla in acelasi plan, adica este o curba
plana, atunci planul osculator este acelasi in toate punctele curbei gi coincide cu planul curbei.

9.4 Normala principala si planul rectificator

Fie o curba C din spatiu R?, reprezentata analitic prin ecuatia sa vectoriala:
a:l =R at) = (z(1),y(t), 2(1)),

si P = a(t) un punct regulat, in vecinitatea ciruia curba este de clasi C? gi @ (t) x @'(t) # 0.

Normala la curba C in punctul P, continuta in planul osculator corespunzator punctului P se
numeste normala principald la curba C' in punctul P. Normala principala se afla la intersectia
dintre planul normal si cel osculator construite in punctul P, deci va avea ecuatiile:

[ (F=a),.at) =0
Anp : { <f’— &(t)’@’(t) % &»//(t» _ 0’ (99)
sau echivalent ]
App o (7= a(t)) x [(d‘/(t) % @‘//(t)) % C_f,(t))] _q 5.10)

Planul care trece prin punctul P si este perpendicular pe normala principala la curba C' in punctul
P se numeste plan rectificator al curbei C in punctul M. FEcuatia vectoriald a planului rectificator

este:
P, (F—a(t), (&' (t) x @ (t)) x & (t)) =0, (9.11)

echivalenta cu
P.: (F—a(t),a(t) x (a(t) x a’(t)) = 0. (9.12)

9.5 Triedrul lui Frenet

Fie curba C din spatiu R3, reprezentata analitic prin ecuatia vectoriala:
C:a=a(), tel

si P = d(t) € C un punct regulat, in vecinitatea ciruia curba este de clasi C? si @ (t) x @ (t) # 0.
In punctul P se pot construi cele trei drepte perpendiculare: tangenta, binormala, normala
principala si cele trei plane perpendiculare: planul normal, planul osculator i planul rectificator.
Fixand pe fiecare dreapta un sens pozitiv se obtine un triedru drept de referinta cu aplicatii in
cinematica si in teoria diferentiala a curbelor. Acesta este un triedru mobil, atasat in fiecare punct
regulat al curbei, care se numeste triedrul lui Frenet.
Versorul tangentei la curba C in punctul P se va nota cu T si este:

a’(t)

T= i
la" (#)]]

Dar ds = ||@’(t)|| dt, de unde rezulta:
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25 2=
a
Vectorul 12 J_T adica e este continut in planul normal.
S s
Deoarece
-5 da
T’=1s =1,
(%)
da d*a
derivand in raport cu s obtinem I a2 0. De asemenea, are loc:
s ds
2@ d (dadt\ d2a& (dt\® dadt _,, [(dt\° _, . d
= (55 = (%) * T =an (L) ra0s
ds?>  ds \ dt ds dt? \ ds dt ds? ds ds?
2a
de unde rezulta ca 12 este 1n planul osculator.
2 =
Vectorul —(: este coliniar cu normala principald. Vom alege versorul normalei principale N
S
d2 o
]\7 2

_,H.

Versorul binormalei B se alege astfel incat triedrul {f, N , B } sa fie orientat pozitiv, adica:
B=TxN.

Versorii T', N, B se numesc versorii triedrului Frenet in punctul P la curba C.
Calculam

da d262 _ &/(t) (O_‘W(t) + ~ t d_2t) — _| 1 (64'/ % O_Z//),

— X = — X a
&> @ el \Gar T e ) T jar

de unde rezultd ci B are acelasi sens si aceeasi directie cu @ x @”.

Versorul B se va calcula cu formula:

- a xa
B = Ha Sk (9.13)

Versorul normalei principale se va calcula prin:

N=BxT. (9.14)

9.6 Formule Frenet pentru curbe cu viteza unu

Ne propunem sa gasim elementele matematice care masoara curbarea gi torsionarea unei curbe
regulate din R3.

6.1. Fie 8 : J — R? o curbd cu viteza unu, adici ||ﬁ’( ) =1, VseJ. Cémpul T=7
se numegte camp tangent unitar al lui 3. Derivand pe <6’ Je4 ) = 1 deducem (6” 3 ) = 0 si deci

ﬁ” g L g Dupé rationamentul facut in §8, curba § se inconvoaie in acelasi sens cu
= 3". Pe misura ce ||3"|| creste, inconvoierea lui 8 creste. In acest fel 7/ = 3" controleazi
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curbura lui 3, iar lungimea lui T’ d& o masurd numerici a cestei curburi. De aceea T" se numeste
camp curbura, iar functia k : J — [0,00), k(s) = ||T7(s)||, se numeste curbura lui 3 (fig.71).

HO)

39 \
R AN
N(s) \
\B"(S) M
Fig. 71

. . 1
Presupunem k£ > 0. In aceasta ipoteza campul vectorial N = ET " se numeste cdmpul normal

principal al Tui 8. Campul N indici in fiecare punct sensul in care se curbeaza (3. Evident f(s) si
N (s) determina planul osculator al curbei 3. Pentru controlul abaterii curbei de la planul osculator
(torsionare) in vecinatatea punctului 3 ( ) se utilizeaza unul dintre versorii normali ai acestui plan.
De aceea se introduce campul unitar B = T x N care se numeste camp bmormal pe 8. Evident
campurile vectoriale T N B definite pe (B sunt ortonormate. Ansamblul T N B poartd numele
de campul reperului Frenet pe (3, iar ansamblul T( ) ]\7(3), E(s) se numeste reper Frenet atasat
punctului 3(s) de pe curba.

Folosirea cAmpului reperului Frenet in studiul unei curbe regulate G da mai multe informatii
despre curbéa decat ar da folosirea oricarui alt caAmp de repere. Ideea de baza care pune in evidenta
utilitatea acestui camp de repere consta in posibilitatea exprimarii derivatelor T’ , N’ , B’ cu ajutorul
lui T, N, B. Stim c¢& T' = kN'. Apoi B' = <§’,f)f—l— (E’,N>]\7 + (E',é)g S& aratam ci B’
este coliniar cu N. Pentru aceasta este suficient sit dovedim ci (B, B) = 0 si (B, T) = 0. Prima
relatie este adevirat deoarece B (s) este un versor. Pentru a demonstra a doua relatie derivam pe
(B,T) =0 si giisim

—,

(B, T)+ (B, T"Y =0 sau (B',T)=—(B,kN)=0.
Rimane B’ = <§’, ]\7)]\7 Functia realad 7 : J — R definita prin
Jr
se numeste torsiunea curbei (semnul minus este pus prin conventie si corespunde altor justificari
ale formulelor Frenet). 7(s) poate fi un numar negativ, nul sau pozitiv. Ulterior vom arata modul

in care T masoara abaterea Curbel G de la planul sau osculator.
Sa exprimam acum pe N '/ in raport cu T N B. Avem

N' = (N',T)T + (N',N)N + (N', B)B.
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Deoarece N(s) este un versor rezultd ci (N/,N) = 0. Pentru evaluarea lui (N',T) si (N, B)
pornim de la (N, T) = 0 si (N, B) = 0 pe care le deriviim in raport cu s. Gisim

{ —
(N, B) = —(

Astfel am demonstrat urmatoarea

/| ) = —(N,kN) = —k,
/| )= —(N,—7N) =

2=
wol \’jl
21 2L

T
, B’

6.2. Teorema (formulele Frenet). Dacd 3 : J — R? este o curbd cu viteza unu, curbura
k > 0 gi torsiunea T, atunci

T = kN
N' = —kT+71B
B = —rN.

6.3. Aproximarea Frenet. Ne propunem sa gasim o aproximare a unei curbe 3 in vecinatatea
unui punct al sau cu ajutorul elementelor lui Frenet. Utilizand aceasta aproximare, aratam in ce
mod curbura si torsiunea influenteaza forma curbei. Pentru aceasta pornim de la aproximarea
Taylor

n Vo) S el 82 l 83 al
Bls) =~ BO) + =7 (0) + 5 (0) + 53”0
pe care o exprimam cu ajutorul reperului Frenet in punctul considerat. Avem
BI(O) = To, E”(O) - ]CQN().

Pe de alta parte,

B’/// _ (k]\?)l _ Z—kN—i—k'N/

si folosind formula lui Frenet pentru N’ gasim
=1 - dk - -
p7(0) = —kgTo + Em)No + koo Bo.

Inlocuind in aproximarea Taylor gi retinand numai partea principala in fiecare componentéa (puterile
cele mai mici ale lui s) obtinem

2 3

_ _ _ 5% = 87 5

B(s) ~ B(0) + sTo + /foENo + kOWOEBO-
Notand partea dreaptd cu 7(s) obtinem o curba v : J — R numitd aprozimarea Frenet a lui 3
in vecinatatea lui s = 0 (fig.73). Precizam ca [ are aproximari Frenet diferite in puncte diferite.
Daca inlocui s = 0 cu un punct arbitrar s = sg, atunci in expresiile anterioare inlocuim s cu s — sg.

3
kot g 6 §
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Sa examinam aproximarea Frenet datd anterior. Primul termen in expresia lui 7(s) este chiar
punctul £(0). Primii doi termeni dau tangenta lui 8 in 5(0),

s — 3(0) + sTh.

Aceasta este cea mai bund aprozimare liniard o lui § in vecinatatea lui $(0). Primii trei termeni
dau parabola

2
— — S —
5 = 5(0) + 5Ty + ko5 N,

care este cea mai bund aprorimare patratica a lui 3 in vecinatatea lui 5(0). Observam ca aceasta

parabola se afld in planul osculator al lui # in punctul 3(0), are aceeasi forma ca si parabola
2

Y= ko% din planul zOy si este complet determinata prin curbura kg. Astfel kg masoara abaterea

curbei de la tangenta in 3(0) in sensul lui No.
In final, torsiunea 7y, care apare in ultimul si cel mai mic termen al lui 7, controleaza abarea
lui B de la punctul sau osculator, in 3(0), in directia lui By.

9.7 Formulele Frenet pentru curbe cu viteza arbitrara

Elementele Frenet pentru o curba regulata cu viteza arbitrara se definesc prin elementele Frenet
atagate reprezentarii normale a curbei respective.

7.1. Fiea: I — R3, t— a(t), o curba regulata care nu are viteza unu si 8:J — R3, s —
B(s), reprezentarea sa normala. Daca s : I — J este abscisa curbilinie, atunci

viel, a(t)=B(s(t)).

Formulele lui Frenet dau reprezentarea derivatelor versorilor triedrului Frenet in raport cu s, functie

dT' dN dB .
de acegti versori, adica exprima T5 ds ds functie de T', N, B. Fie P(s) € f un punct nesingular
al curbei si reperul Frenet in punctul P, {P; f, N , B }
.. dT dN dB . o
Exprimam —, —, — in raport cu baza reperului, adica:
ds’ ds’ ds
dT . . _
% = CL11T—|—G12N—|—(113.B; (915)
AN . . .
E = ao1 T + aso N + ao3B; (916)
dB . . .
E = CL31T + CL32N + (lggB. (917)
. dT

Stim ca T este versor, T? = 1. Derivim aceasti relatie in raport cu s si obtinem (27, =0.

2!

Inmultim scalar relatia (9.15) cu T*

_ dT - o 5 5
<T, d_> =anT? +a;eN T+ ai3B-T =ay.
s
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Folosind ortogonalitatea vectorilor bazei triedrului Frenet, se obtine a;; = 0.
Analog, din (9.16) si (9.17) se obtine ags = ags = 0.
Vom inmulti scalar (9.15) cu N si (9.16) cu 7', vom aduna cele doua relatii si se obtine

a12 + ag1 — 0.

Analog, se obtin:
a1z + a3z =0; ag3 +asx =0.

Astfel:
T N +ay3B (9.18)
— =a a13B; .
s 12 13D
dN 4 .
I —a12T" + az3 B; (9.19)
dB . .
Dar dT —dQﬁ il N si din (9.18) va rezulta ay3 = 0.
haintl va rez =
ds ds? ds? 3 13
. d*f . . .
Se noteaza ajo = k = 72 > 0,a93 = 7 si se obtin formulele lui Frenet:
s
i _ N
N _ kT 4B
‘fiB = —7N.

Scalarii k, 7 care apar in relatiile lui Frenet au o semnificatie geometrica deosebita. Scalarul k se
numeste curbura in punctul P a curbei, iar 7 se numeste torsiunea curbei in punctul P. Inversul
curburii se numeste razd de curburd i inversul modulului torsiunii se numeste raza de torsiune
in punctul P. Daca kg > 0, 73, fg, Ng si ég sunt elementele Frenet pentru 3, atunci pentru «
definim:

- functia curbura: k = kg o s,
functia torsiune: 7 =730 s,

campul tangent unitar: T = Tg os,

campul normal principal: N =N, 308,
campul binormal: B = Eg os (fig.74).
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7.2. Lema. (Formulele Frenet pentru o curbd cu viteza arbitrard). Dacd o : I — R3 este o
curbad requlatd cu viteza scalara v st curbura k > 0, atunci

7" = kuoN
N' = —kvT +7vB
B’ = —7uN,

»l o

unde inseamnd derivata in raport cu t.

Demonstratie. Fie § reprezentarea normala a lui o. Prin definitie
T(t) =Tps(s(t)), tel,siprin derivare gasim

dr, . dTs ds
= (&) = —=(s() = (t).

Pe de alta parte, teorema 6.2 da

L Ty(5) = k() Na(s).

Inlocuind pe s cu s(t) si revenind la T (¢) deducem

T (1) = o' ()ka(s(6) N (s(1)) = v(O)k(ON(2).

Celelalte formule se demonstreaza analog.
_ Sa exprimam acum campul vitezd @’ si campul acceleratie @ in raport cu reperul ortonormat
{T, N, B}.
7.3. Lema. Dacd a este o curba requlatd cu viteza v, atunci campurile vitezd si acceleratie
ale lui o sunt date de

—

dv - .
& =T, &' = d—:T + k2N,

Demonstratie. Deoarece d(t) = 5(8(15)) gasim

Fig. 75

Formula care da acceleratia este mai complicata decat formula care da viteza. Prin definitie &
este variatia vitezei @' in unitatea de timp si in general se schimba atat lungimea cat si directia lui

=/

a.
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dv =
Componenta tangentiala %T indica variatia lungimii lui &, iar componenta normald kv?N

indica variatia directiei lui o’.
Ne propunem acum sa dam formulele explicite pentru determinarea elementelor Frenet ale unei

curbe regulate arbitrare.
7.4. Teorema. Dacd o : I — R3 este o curbd regulatd, atunci

—//

— 5/ — — — —
= @ — _ _a'xa
T'=qsm, N=BxT, B= s
a ><&t//| (a ><—>// —>///>
F= I =
unde 7 inseamnd derivata in raport cu t.
=/
este echivalenta cu @ = vT.

Demonstratie. Deoarece v = ||@'|| > 0, formula T' = &l
a

Folosind lema anterioara gasim
& x d" = kv’B.

Deoarece ||B|| =1, k > 0 si v > 0, obtinem

kvd = ||@" x &"||.

Aceasta relatie arata ca pentru curbele regulate conditia & > 0 este echivalenta cu ||&@ x &"|| > 0.
De aceea, pentru k > 0, vectorii @ gi @” sunt liniar independenti si determina planul osculator in

fiecare punct, ca si T' si N. Rezulta
a x a’ a xa’

B= = :
kv3 l|a” x a”||

a''’) este suficient sa exprimam pe @’ cu ajutorul lui

Pentru obtinerea produsului (@’ x &

{T', N, B}. Avem
a'l = (ZUT—I—kva) = kv’rB + ...

Ceilalti termeni nu ne intereseazi deoarece (B,T) = 0, (B, N) = 0.

Rezulta
(@ xa’, a"y = k*°r

si tinand seama ci ||@ x @"|| = kv3, gisim formula pentru 7.
7.6. Exemplu. Sa se determine versorii, muchiile si fetele triedrului lui Frenet pentru curba

s

Yy =z
a: { 2 in punctul My(1,1,1) € C.
Parametrizam curba alegand functia y(¢) = t. Din ecuatiile implicite ale curbei rezulta x(t)
t2, 2(t) = t*. Parametrul ¢ in punctul M, are valoarea tq = 1
Asadar, @(t) = t%i 4+ tj + t*k, &(1) = 2ti +j + 43k, &"(t) = 2i + 122k, iar in ¢ obtinem

a'(1) = 2+ j + 4k, a"(t) = 2i + 12k.
Scriem versorii triedrului Frenet in punctul Mjy:

a'(l)  2i4+j+4k 5
TO = ey = 7 BO = =
e (1) ] V21 I o (1)
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—317 — 26 + 22k
V21 -101 '

Putem scrie acum ecuatiile muchiilor triedrului Frenet in Mj:

N():B()XTQZ

-tangenta

-binormala

-normala principala

Ecuatia planului normal in M, este
2@ -1+ (y—-1)+4(z-1)=0&2x+y+42—-7=0;
ecuatia planului osculator
6(x—1)—8y—1)—(2—1)=0&6x—8y—2+3=0;
si ecuatia planului rectificator

:—=31(z —1) —26(y — 1) +22(z — 1) = 0 & =31z — 26y + 22z + 35 = 0.

7.6. Observatie. Din punct de vedere al calculului este suficient sa folosim aceeasi litera
« atat pentru curba data initial cat si pentru reprezentarea ei normala si analog aceleasi notatii
pentru elementele Frenet.

7.7. Interpretarea geometrica a curburii

Vom considera curba « reprezentatd normal, de clasa C? in vecindtatea unui punct regulat
P(s) € a. Fie P'(s + As) € a un punct vecin cu punctul P si versorii tangentelor T(s) si
f(s—l—As) in punctele P respectiv P’. Unghiul dintre cei doi versori se numeste unghi de contigentd
al tangentelor la curba in punctele P gi P’, notat cu Aw. Construind cu reprezentantii acestor
versori un triunghi se obtine AT = T'(s + As) — T(s) = 2sin %

Din prima formula a lui Frenet se obtine:

" T AT
fd _ _= 11m _— .
ds As—0 || As
Avand in vedere definitia derivatei se obtine
b= i 2 sin % Aw| Aw
= Asso Aw As| Asmo As |’

Curbura unei curbe intr-un punct regulat al curbei P este limita modulului raportului dintre

unghiul de contigenta al tangentelor in punctul P si P’ gi arcul PP’ cand P’ tinde catre P pe
curba. Acest raport se numeste curbura medie a arcului M M’. Pentru curbele plane Aw reprezinta
variatia unghiului w dintre tangenta si axa Ozx.
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Curbura unei curbe indica gradul de abatere de la tangenta al curbei.

7.8.Interpretarea geometrica a torsiunii

Unghiul dintre versorii binormalelor construite in punctele P si P’ la curbi, adica versorii B (s)
si B (s + As) se numeste unghi de contigentd al binormalelor si se va nota cu A#.

Facand un rationament analog cu cel din cazul curburii si folosind a treia formula a lui Frenet
rezulta:
AB

B AB
As

ds

2 sin % AO
A0 As

ﬁ
As

= 111m
As—0

= 1m
As—0

7| =

= 1m
As—0

Modulul torsiunii unei curbe intr-un punct regulat P este limita modulului raportului dintre

unghiul de contigentd al binormalelor in punctul P gi P’ si lungimea arcului PP’ cand P’ tinde
catre P pe curba.

Torsiunea unei curbe indica gradul de abatere de la planul osculator al curbei (gradul de rasucire
al curbei).

9.8 Abplicatii ale formulelor Frenet

In baza rezultatelor din §15 si §16 este suficient si facem rationamente numai pentru curbele cu
viteza unu (in loc de curbe regulate) si preferam aceste rationamente deoarece sunt mai simple.

8.1. Teoremi. O curbd cu viteza unu 3 : J — R3 este o parte a unei drepte dacd $i numai
daca k = 0.

Demonstratie. Deoarece k(s) = ||”(s)|), relatia k = 0 este echivalents cu §7(s) =0, Vs €
J.

8.2. Teorema. Fie 3:J — R? o curbd cu viteza unu pentru care k > 0. 3 este o curbd pland
daca si numat daca T = 0.

Demonstratie. Fie planul (7—7(,d) = 0. Daca [ se afla in acest plan, atunci (5(s)—7,d) = 0.
Derivand, obtinem

(3,a@) = (8",@) =0.

0l

!

Rezulta ca @ este perpendicular pe T = ' si N =2 Astfel

‘@1 ?r|

B=

H

B

adica B’ = 0 si deci 7 = 0.

Invers, presupunem 7 = 0. Din teorema 6.2 rezulta B’ = 0 si deci B = dy. Vom arata ca (3 se
afla in planul care trece prin 3(0) si este perpendicular pe 3 (fig.76). Pentru aceasta consideram
functia

fiT =R, [f(s)=((s) - 6(0), B).

B(s)

B®

V ANY,
NGs)
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Fig. 76

Avem 4 _ (3, B) =0 si deci f(s)=const. Cum f(0) =0, gisim f(s) = 0. Astfel

(B(s) — B(0), By =0, Vs.

8.3. Teorema. Fiec 3:.J — R? o curbd cu viteza unu care are curbura k > 0 si torsiunea T.
Curba [ este o parte a unui cerc (de raza r) atunci gi numai atunci cand k=const si 7 = 0. In

acest caz raza cercului este r = E

—

Demonstratie. Presupunem 7 = 0, adica (3 este o curba plana. Consideram curba 5= H +—-N.

E e

Gasim

—_

-, - 1—»\ — - —

Astfel curba ¢ se reduce la un punct, adica

- 1 _ - =1l 1
VsedJ, pB(s) EN(S) =C sgideci |B(s)—Cl = H?N =7
¢ o o . . 1
Rezulta ca [ se afla pe cercul cu centrul in C i de raza Z (fig.77)
T(s)
S B
Fig. 77

Invers, fie 3 o parte a unui cerc de raza r. Deoarece cercul este o curba plana avem ((s) = ¢—rN(s)

- . 1
si 7 = 0. De aici si din teorema 6.2 rezulta §'(s) = —rkT(s), adica rk = 1 sau k = —.
r

In continuare ne vom ocupa de elici cilindrice.

8.4. Definitie. O curbi regulati o : I — R3¢ — «(t) al cirui vector tangent unitar T'(t)
face in fiecare punct un unghi constant cu un versor dat u, adica (T'(t),u) = cosf, Vt € I, se
numeste elice cilidrica.

Conditia impusa nu este afectata de reparametrizare. De aceea ne vom ocupa de elicea cilindrica
B3 :J — R3 care are viteza unu.

Fie o curba cu viteza unu pentru care (T, %) = cosf. Luand pe [(0) drept origine, functia
h(s) = (B(s) — B(0), &) arata cum se ridica 3(s) in directia lui @ (fig.78). Pe de alta parte,

dh = -
— = {0, u) = (T, u4) = cosb
= (i) = (T
si astfel

h(s) = scos@.
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Fig. 78

Daca prin fiecare punct al lui # ducem o dreapta paralela cu u, atunci obtinem o suprafata
cilindrica pe care se afla 3. Considerentele de mai sus arata ca pentru orice elice cilindrica g exista
o curba ~y astfel Incat

B(s) = 7(s) + s cos 04,

unde abcisa curbilinie s este masurata, de exemplu, de la zero. Curba v se numeste curba sectiunii
transversale a suprafetei cilindrice pe care se afla 3. Ea se afli in planul determinat de punctul
B(0) si de vectorul normal @ (fig.79). De asemenea, daca curbura lui 3 este k, atunci un calcul

simplu arata ca functia curbura a lui v este

.29

PO

Fig. 79

8.5. Observatie. Pentru o parametrizare arbitrara, avem
a(0) = 4(t) + s(t) cos 0,

unde s = s(t) este abscisa curbilinie.
8.6. Teorema. Fie 3:.J — R3 o curbd cu viteza unu care are curbura k > 0 si torsiunea 7.

. 2 . [%2 [%2 . . |2 T
Curba [ este o elice cilindrica daca $i numai daca E:const.

Demonstratie. Daca [ este o elice cilindrica cu (T, @) = cos f, atunci

0= (T,d) = (T, @) = (kN,d) = (N, @) = 0.
Astfel Vs € J, @ se afla in planul lui ff(s) si E(s) Deoarece i este un versor, avem @ = T cos § +
Bsin# si prin derivare gasim
-

0= (kcosf — TsinO)N = = ctgh = const.

Invers, fie %zconst. Alegem pe 0 astfel incat % = ctgf si construim campul U =T cosf+ Bsin®.

Deoarece U" = (kcosf — 7sinf)N = 0, rezulta ca U este un camp de vectori paraleli si deci el se
reprezinta prin vectorul @, deci (T',4) = cos . De aceea (3 este o elice cilindrica.
Un caz particular al elicei cilindrice este elicea circulara. In acest caz, suprafata cilindrica este
.2
sin” 6

k

un cilindru circular drept, iar sectiunea transversala este un cerc de raza
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8.7. Exemplu. Fie 3 : R — R? o curbi cu viteza unu care are curbura k > 0 si torsiunea
T # 0. Sa se arate ca 3 este o (parte dintr-o) elice circulara daca si numai dacd k=const si 7=const.

Solutie. Pentru implicatia directd vom da o demonstratie care poate servi ca model pentru
determinarea elementelor Frenet pentru o curba cu viteza unu.

4 b
Fie elicea circulara ((s) = (a cos f, a sin f, —8), unde ¢ = va? +b%, a>0, b#0. Avem
c ¢ ¢

—

T(s) = fB'(s) = (—2sin ¥, 2cos s, b),

c? ¢ c’c

T'(s) = 3"(s) = (—%cos2, —%sin2,0)

si deci

k(s) = [ T(s)] = 5 =

=0

Deoarece T’ = kN, gisim
N(s) = (— cos f, —sinf,0> .
c c

Astfel, sensul lui N este spre axa cilindrului (fig.80). Din B =T x N, rezulti

c ¢ ¢ c
si deci
B'(s) = (C% cos Z, 3 sin S,O)
Din B’ = —7N rezultd
7—(8)_0%_ a2j)—b2 70

=)

Fig. 80

Invers, fie § o curba cu viteza unu pentru care k=const > 0 si 7 = const # 0. Deoarece

7= ctgf=const, 3 este o elice cilindrica. Deoarece k=const, rezulta ca sectiunea transversala -

_ sin’@
este un cerc de raza

. De aceea [ este o elice circulara. Luand

I a b
u=k, k:a2+b2’T:a2+b2’

gasim reprezentarea

> b
B(s) = (acos f, asinf, —5>.
c

Cc C
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8.8. Observatii.

1) Curbura si torsiunea determina o curba din spatiu abstractie ficand de pozitie (adica de o
izometrie) [34]. Ipoteza esentiala care permite demonstratia acestei afirmatii este k > 0.

Chiar daca curbura k se anuleaza intr-un singur punct, caracterul geometric al curbei se poate
schimba radical in acest punct. Pentru a pune in evidenta acest lucru fie f : R — R o functie
diferentiabila care satisface conditiile f(¢) = 0 pentru ¢t <0, f(t) > 0, f”(¢) > 0 pentru ¢t > 0 si
curbele

(t707 f(_t))’ t<0 (tv f(—t),O), t<0
ar(t) =14 (0,0,0), t=0 as(t)={ (0,0,0), t=0
(t, f(),0), t>0; (t, f(£),0), ¢ >0.

Observam ca ambele curbe au aceeasi curbura care se anuleazd numai in t = 0. In¢t=0nu
putem defini torsiunea, dar pentru t # 0 ambele curbe au torsiunea nula. intr—adevér, arcul t <0
al lui oy se afla in planul 2Oz, iar arcul ¢ > 0 se afla in planul Oy (fig.81). Curba s este in
intregime situata in planul xOy (fig.82). Evident cele doud curbe nu pot fi suprapuse printr—o
izometrie.

Fig. 81 Fig. 82

2) Curbele din plan pot fi privite ca nigte curbe particulare din spatiu. Mai restrictiv, orice
curba regulata din spatiu pentru care k > 0 este curba plana daca si numai daca 7 = 0. De
aceea am putea obtine elemente Frenet pentru curbele regulate din plan doar prin particularizarea
notiunilor introduse in paragrafele precedente. Acest punct de vedere este insd prea restrictiv si
nu ofera libertatea de care dispunem in plan (vezi §8).

9.9 Probleme propuse

1. Fie curba a : (0,4) — R*, a(t) = (Vt,tV/t,1 —t). Si se reparametrizeze prin h : (0,2) —
R, h(u) = u?.

2. Fie curba
se(—=1,1).

(145)32 (1-s)32 s
(5)_< 308 E)
Sa se determine f, ]\7, E, k,m.

3. Sa se determine abscisa curbilinie a fiecarei curbe
a:R—R3 aft) = (cost,sint,t?/2),
a:R—R3 aft) = (acht,asht, at),

3) a:R—R3 «ft) = (tcost,tsint, t?/2),

T,N,B,k, T si sa se scrie ecuatiile muchiilor si fetelor triedrului Frenet in acest punct.
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L 1 . .
4. Se numeste curbd Titeica, curba pentru care —d? = const, unde 7 este torsiunea intr-un

-
punct arbitrar al curbei, iar d distanta de la un punct fix la planul osculator al curbei.

Sa se arate ca C : zyz = 1, y? = x este o curba Titeica.

5. Se considers curba o : @(t) = 2ti + 2§ + Intk,t € (0, +o0).
a) Sa se verifice ca P(2,1,0) si Q(4,4,1In2) apartin curbei si sa se calculeze lungimea arcului
PQ;

b) Sa se scrie triedrul lui Frenet in punctul P si sa se calculeze curbura si torsiunea.



Capitolul 10

Suprafete

10.1 Notiunea de suprafata

Fie spatiul R? si ToR? spatiul tangent in origine la spatiul R3. Spatiile R? si ToR? sunt izomorfe
si de aceea de cele mai multe ori le vom identifica.

R3
%
r
3
TR
D — -
r= %r
Fig. 83

O suprafata din spatiu este o submultime M a lui R3, neteda si cu doua dimensiuni. Descrierea,
matematica a unei suprafete este data in definitiile care urmeaza.

Fie D o multime deschisi din R?. De exemplu interiorul unui dreptunghi, al unui cerc etc.

1.1. Definitie. O functie diferentiabild, regulata si injectiva r : D — R? se numeste hartd (de
coordonate).

Imaginea (D) a unei hirti r este o submultime neteda si cu doud dimensiuni a lui R? (fig.84).
Pe baza diagramei 84, unde Jo este izomorfismul canonic dintre R? si ToR3, hartii » putem sa-i
atagdm o functie si numai una de tipul 7 : D — ToR3, ceea ce ne permite sa privim multimea (D)
ca fiind descrisa de extremitatea unui vector variabil 7 cu originea fixatd in O (fig.84).

Din definitia lui 7(D) rezulta echivalenta

Per(D)< I(u,v) € D, P =r(u,v).

175
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Evident, functiile anterioare sunt caracterizate prin coordonatele lor euclidiene

r(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)), (u,v)€ D,

-

7= 7(u,v) = x(u, )T+ y(u,v)7+ 2(u,v)k, (u,v) € D.

Ipoteza de regularitate se face pentru a asigura netezimea lui r(D), iar ipoteza ca aplicatia r
este injectiva asigura ca r(D) nu se intersecteaza cu ea insasi.

Pentru a defini suprafata plecam de la ideea ca orice regiune suficient de mica dintr-o suprafata
M trebuie sa semene cu o regiune din plan. In particular, la multimi deschise din plan trebuie sa
corespunda multimi deschise din suprafata M si invers. Acest lucru este asigurat daca presupunem
ca in vecinatatea oricarui punct al sau, M se poate exprima ca imaginea unei harti proprii. O
hartd r : D — R se numeste proprie daci functia inversa r—! : (D) — D este continua (imaginea
concreta pentru D poate fi aceea a unei figii de cauciuc; in acest caz (D) se obtine prin intinderea
si Indoirea lui D). Pentru precizare, definim wvecinatatea U in M a punctului P € M ca fiind
multimea tuturor punctelor lui M a céror distantd euclidiana fata de P este mai micd decat un
numar £ > 0. O parte a lui M se numeste deschisd daca odata cu fiecare punct al sdu contine si o
vecinatate U din M a acestui punct.

Hartile ale caror imagini sunt continute in M se numesc harti in M.

1.2. Definitie. O submultime M a lui R3, care se bucura de proprietatea ca VP € M exista,
o harta proprie in M a carei imagine sa contina o vecinatate a lui P din M, se numeste suprafatd
(fig.85).

Observam ca imaginea M = r(D) a unei harti proprii satisface definitia 1.2 si deci este o
suprafata. O asemenea suprafata se numeste simpld. Definitia 1.2 arati ca orice suprafata din R3
poate fi conceputa ca reuniunea unor suprafete simple.
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1.3. Exemple.

1) Sfera este o suprafata in sensul definitiei 1.2. Pentru a pune in evidentd acest lucru este
suficient sa dovedim afirmatia pentru sfera cu centrul in origine si de raza unu (fig.86)

M:z?+y* 4+ 22 =1

Z
0,0,1)
P | g
<1D) | (my,l):r(u V)
y | | \

R ECEC U

\\\ - ‘/-é(ua")

\\
X g y
—

Fig. 86
Ne propunem sa gasim o harta proprie in M care sa acopere o vecinatate a polului nord (0,0, 1).
Prin proiectia fiecarui punct (z,y, z) al emisferei nordice a lui M pe planul zOy in (z,y,0) gasim
o corespondenta biunivoca a acestei emisfere cu un disc D de raza unu din planul zOy. Daca
identificim planul xOy cu R? prin (x,y,0) < (z,y), atunci D devine un disc din R? care consta
din punctele (u, v) pentru care u? +v? < 1. Exprimand corespondenta dintre D si emisfera nordic
ca o functie pe D gasim

r:D—R3  r(u,v) = (u,v,V1—u?—0?).

Sa aratam ca r este o harta proprie. Mai intai observam ca r este o functie diferentiabila si
injectiva. De asemenea r este gi regulata deoarece transpusa matricii Jacobian,

Lo U

Y|, unde f=+1—u2—02,
o1 ¥

ov

are rangul doi, V(u,v) € D. Functia inversa r—1 : (D) — D, r~1(x,y,2) = (x,y), este continua.
Deci r este o harta proprie. Facem observatia ca harta r acopera o vecinatate a lui P(0,0,1) din
M. In mod necesar ea acopera o vecinatate a oricarui alt punct () din emisfera nordica.

Analog, putem gasi alte cinci harti proprii, care sa acopere celelalte cinci emisfere ale sferei si
astfel verificam ca sfera este o suprafata in sensul definitiei 1.2.

Sfera este o multime compacta in R3. De aceea, din orice acoperire a sa se poate extrage o
acoperire finita. Numarul minim de harti care acopera sfera este 2, de exemplu hartile stereografice.

2) Suprafata M : z = f(z,y). Fie f : D — R o functie diferentiabila. Graficul sau M =
{(z,y,2) | z= f(z,y), (x,y) € D} este o suprafata a simpla (fig.87) deoarece poate fi acoperit de
imaginea lui D prin harta proprie r : D — R3 r(u,v) = (u,v, f(u,v)).

,er\
r Gz = fE)) ND
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O harta de acest tip se numeste harta Monge, iar despre M se spune ca este data prin ecuatia
carteziana explicita z = f(x,y).

3) Dam acum un exemplu din care sa rezulte necesitatea ca o harta sa fie proprie.

Presupunem ca avem o fagie dreptunghiulara de cauciuc cu ajutorul careia construim configuratia
M din fig.88. Configuratia M nu este o suprafata in sensul descris anterior deoarece nu satisface
cerinta ca In vecinatatea oricarui punct sa semene cu o portiune din plan. Tntr—adevér, de-a lungul
lui Oz ea seamana cu intersectia a doua plane. Mai mult, trecerea de la fagia plana la M este
continua in timp ce trecerea inversa nu este continua deoarece M trebuie rupta de-a lungul lui Oz.

\4 ‘Z

. _ R
v | | =
D . - . /—\\ M /E
Fig. 88

Matematic, constructia anterioara se prezinta astfel: fie D dreptunghiul deschis —m < u < 7, 0 <

v < 1din R? i r : D — R3 aplicatia definita prin r(u,v) = (sinwu,sin2u,v). Se verifici ugor ca
r este o harta (aplicatie diferentiabila, injectiva si regulata). Notam M = r(D). Observam ca
D =Dy UDyU D3, unde

D, = (—ﬂ,—%) % (0,1), Do = (—gg) % (0,1), Ds= (gw) % (0,1)
si deci M = My U My U M3, unde M; = r(D), i=1,2,3. Gasim
(—m — arcsinz, z) pentru (z,y,2) € My
r~Hz,y,2) = { (arcsinz, 2) pentru (z,y, z) € My
(m —arcsinz,z)  pentru (x,y,z) € Ms.

Functia »~! nu este continui in punctele (0,0,2), 0 < z < 1. Astfel 7 nu este o hartd proprie si
deci M = r(D) nu este o suprafatd in sensul definitiei 2.1.

4) Suprafete definite prin ecuatii carteziene implicite.
Consideram o functie diferentiabild de tipul f : R® — R. Deoarece

_(of of of
J(f)_ (6_1:’ 8_3/7 %)7

punctele critice ale acestei functii f (daca exista) se afla rezolvand sistemul

of _ of _ of _
%(Qjayaz> _Oa ay(zaywz) _07 aZ(CB,y,Z)—O-

Punctele in care cel putin una dintre aceste derivate nu se anuleaza sunt puncte regulate.
Cu ajutorul lui f construim multimea

M = f_l(c) = {(ZL’,y,Z) ’ (:anaz) € R?’? f(xayaz) =c¢ c€ R}a

care se numeste mulfime de nivel constant ¢ sau multime de ecuatie cartezianda implicita f(x,y, z) =
c. Pe scurt, se scrie M : f(z,y,2) = c. Presupunem ca M nu este vida si precizam ca, in general,
M contine atat puncte regulate cat si puncte critice ale lui f.
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1.4. Teorem&. Dacd M = f~1(c) este nevidd si dacd functia f este requlatd (submersie) in
punctele lui M = f~1(c), atunci M este o suprafatd.

Demonstratie. Pentru fiecare P(x,y, z) € M, trebuie sa gasim o harta proprie care sa acopere
o vecinatate a lui P din M (fig.89). Ipoteza ca f este regulata in punctele lui M este echivalenta

of of 0
cu presupunerea ca cel putin una dintre derivatele partiale a—f, a—f, a—f nu este zero in P; fie,
x Oy 0z
0 N
de exemplu, —f(P) # 0. In acest caz, teorema functiei implicite spune ca in vecinatatea lui P

ecuatia f(z,y,z) = c definegte pe z ca functie de x si y. Mai precis, exista o functie diferentiabila
g definita pe o vecinatate D a lui (z,y) astfel incat (ﬁg 89)

(D)

&/j /
,/ @(xy 0) ()

Fig. 89
(2) punctele de forma (u,v, g(u,v)) cu (u,v) € D constituie o vecinatate a lui P in M.

Rezultd ca harta Monge r : D — R3, r(u,v) = (u,v,g(u,v)) satisface cerintele din definitia
1.2. Deoarece P este arbitrar in M, tragem concluzia ca M este o suprafata.

Daca M : f(x,y,z) = c este o suprafatd, atunci spunem ca M este definita prin ecuatia
carteziand implicita f(x,y,z) = ¢ (denumirea de suprafata pentru M : f(x,y, 2) = ¢ se pastreaza
uneori chiar daca M contine gi puncte critice ale lui f).

Daca f este un polinom de gradul n, atunci M se numeste suprafatd algebrica de ordinul n.
In particular, avem urmatoarele denumiri: suprafete algebrice de ordinul unu (plane), suprafete
algebrice de ordinul doi (cuadrice) etc.

1.5. Observatii.

1) In situatii concrete M poate fi data printr-o ecuatie si prin mai multe inecuatii in z,y, 2
(inecuatiile precizeaza o anumita portiune din spatiu).
2) Reprezentarea lui M (sau a unei portiuni din M) in forma
r = z(u,v), y =y(u,v), z = z(u,v)
se poate face prin intermediul teoremei 1.4 sau prin artificii de calcul.
3) Fie suprafata simpla
M :z=2z(u,v), y=y(u,v), z=z(u,v), (u,v) € D.

In general, trecerea de la aceasta reprezentare la reprezentarea carteziana explicita se poate face
D(x
numai local. De exemplu, daca (z,y)

D(u,v)

in vecinatatea lui (ug,vg) restrictia lui z = z(u,v), y = y(u,v), admite inversa u = u(x,y), v =
v(z,y), . Astfel, restrictia lui z = z(u, v) apare ca o functie compusa de tipul z = z(u(z,y), v(z,y)).

(ug,v9) # 0, atunci teorema functiei inverse aratd ca

4) In general, dacil existd o functie f(x,y, z) astfel incét

f(z(u,v), y(u,v), z(u,v)) =c¢, V(u,v)€ D,
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atunci f(x,y,z) = c este o ecuatie carteziand implicitd a suprafetei M : =z = z(u,v), y =
y(u,v), 2 = 2(u,v), (u,v) €D.

10.2 Curbe coordonate

In acest paragraf, vor fi prezentate unele proprietati ale hartilor care sunt necesare la studiul unei
suprafete date.

Fier : D — R3  (u,v) — r(u,v), o hartd. Functiile partiale u — r(u,v) si v — 7(u,v)
sunt curbe cu imaginea in r(D). Explicit, V(ug,v9) € D, curba u — r(u,vy) se numeste curba de
parametru u sau curba v = vg; curba v — r(ug,v) se numeste curba de parametru v sau curba
u = up (fig.90). Astfel imaginea (D) este acoperita de aceste doua familii de curbe, care sunt
imaginile prin r ale liniilor orizontale si verticale din D. Prin orice punct al lui 7(D) trece o
curba din familia (u) si una din familia (v). De aceea uneori pentru aceste curbe se intrebuinteaza

denumirea de curbe coordonate.
. \

i A

@ \P

=y, I(UOLO) (o, )
L (vy{ufuo

|

Fig. 90
Dacé r : D — R3 este o harta si (ug,v9) € D, atunci
(1) vectorul viteza, in ug, al curbei de parametru u se noteaza 7, (ug, vo);
(2) vectorul viteza, in vg, al curbei de parametru v se noteaza 7, (ug, vg).
Vectorii 7, (1o, vo), Tu(uo,vo) se numesc vitezele partiale ale lui r in (ug, vo) (fig.90).
Astfel 7, si 7, sunt functii definite pe D ale caror valori in fiecare punct (ug,vg) € D sunt

vectori tangenti la R® in 7(ug,vo). Indicii u si v sunt scrisi pentru a sugera derivarea partiala.
Daca harta este data cu ajutorul coordonatelor sale,

r(u,v) = (x(u, ), y(u,v), 2(u,v)),

atunci vitezele partiale sunt date de

Fu = ('Tuayuvzu)v Fv = (xznyvazv)a

cu precizarea ca punctul de aplicatie al lui 7, si 7, este prin conventie r(u,v).

Pentru a testa dacd o submultime M a lui R? este o suprafata, definitia 1.2 cere harti proprii.
Dar deindata ce stim ca M este o suprafata aceasta conditie este de la sine indeplinita. Intr-adevir,
daca M este o suprafata gi daca r : D — M este o harta in M, atunci se demonstreaza ca r este o
harta proprie.

In unele probleme restrictia ca r sa fie injectiva poate fi lasata deoparte. De aceea admitem

2.1. Definitie. O functie diferentiabild si regulatd r : D — R3 a cérei imagine se afli intr—o
suprafatd M se numeste parametrizare a regiunii r(D) din M (astfel o harta este o parametrizare
injectiva).

In acest context u si v se numesc parametri, relatiile

x = z(u,v), y =y(u,v), z = z(u,v)



181

se numesc ecuatiile parametrice ale lui r(D) C M, iar ¥ = 7(u,v) se numeste ecuatia vectoriald a
lui (D) € M. In unele cazuri r(D) poate fi intreaga suprafati M.

Deoarece parametrizarile au o mare importanta in aplicatii, vom pune in evidenta un mod prin
care putem stabili dacs o functie diferentiabil r : D — R3 este o parametrizare a unei regiuni din
suprafata M. In primul rand imaginea lui D prin r trebuie sa fie in M. Daca suprafata M este
data implicit prin f(z,y,z) = ¢, atunci functia compusa f(r) trebuie sa aiba valoarea constanta
0

c
Pentru a proba ca r este regulata, consideram vitezele partiale 7, si 7, si produsul vectorial

T 7k
— =
Tu X Ty = | Ty Yu Zu
Ty Yo 2v

Se observa ca ultimele doua linii dau transpusa matricei Jacobian a lui r. Astfel regularitatea lui
r este echivalenta cu 7, x 7, # 0, V(u,v) € D, adica cu faptul ca vectorii viteze partiale sunt
liniar independenti V(u,v) € D.

10.3 Suprafete riglate

Exista mai multe moduri de a genera o suprafata. In acest paragraf ne vom referi la unul dintre
aceste moduri ce este convenabil pentru anumite suprafete. Mai intdi reamintim ca o dreapta
D ce trece printr-un punct Py si are directia [y poate fi reprezentata prin ecuatia vectoriala
F=ag+vPy, veER (fig.91).

Fig. 91

3.1. Definitie. O suprafata care poate fi generata prin miscarea unei drepte D care se sprijina
pe o curbi « : I — R3 se numeste suprafatd riglatd.
Dreapta D se numesgte generatoarea suprafetei riglate (fig.92).

Fig. 92

Avénd in vedere ecuatia vectoriald a unei drepte, rezulta ca o suprafata riglata poate fi parametrizata
intotdeauna sub forma

7(u,v) = a(u) + vB(u), (u,v)€e D =1XxR,
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cu precizarea ci punctele in care 7, x 7, = 0 sunt excluse prin definitia parametrizarii.

In cazurile concrete v se poate restrange la un anumit interval si de aceea in aceste cazuri
generatoarele sunt segmente de dreapta. De asemenea, uneori se convine ca 6 sa fie privit ca un
camp vectorial definit pe curba «a.

1) Suprafete cilindrice. Daca generatoarea D se migca pastrand aceeasi directie, atunci
suprafata riglata se numeste suprafata cilindrica. Curba « pe care se sprijina D se numeste curba
directoare (fig.93).

O suprafata cilindrica admite o parametrizare de forma

F(u,v) = a(u) + vp,

unde ﬁ este un vector cu coordonatele constante.
In continuare, prin P(x,y,2), Q(z,y,2), R(z,y,z) vom intelege polinoame de gradul unu in

trei variabile .
ﬂﬂ
B ]

0" T(uv)

Fig. 93

3.2. Teorema. O suprafata cilindrica cu generatoarea paralela cu dreapta D : P(x,y,z) =
0, Q(z,y,z) =0 este caracterizata printr-o ecuatie de forma f(P,Q) = 0.

Demonstratie. Multimea dreptelor paralele cu dreapta D este reprezentata analitic prin
P = u )
(1) { 0 - w (u,w) € R=.
Conditia ca dreptele (1) sa se sprijine pe curba
(2) r=uxz(t), y=yt), z==2(), tel
se obtine eliminand pe x,¥, z,t intre cele cinci ecuatii (1) si (2). Se deduce
(3) flu,w) =0.

Regandim suprafata cilindrica ca fiind locul geometric al dreptelor (1) supuse la conditia (3).
Ecuatia acestui loc geometric se obtine eliminand pe parametrii u si v Intre (1) si (3). Gasim

(4) f(P,Q)=0.

Reciproc, fie M submultimea punctelor din spatiu caracterizate printr—o ecuatie de tipul (4).
Daca planele P = 0 gi () = 0 determina o dreapta si daca M nu contine puncte critice ale lui f,
atunci M este o suprafatd cilindrics. Intr-adevir, pentru orice solutie reali (z,y,2) alui (4) exista
doua numere reale u §i w asa ca P(x,y,2) = u, Q(z,y,2) = w. Aceastd intersectie reprezinta o
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dreapta paralela cu D : P =0, Q = 0, iar u §i w verifica conditia f(u,w) = 0. Deoarece w este
functie de u (teorema functiilor implicite!), rezulta ca M admite parametrizarea

F(u,v) = a(u) +vp,

unde 3 da directia lui D.
3.3. Observatie. Suprafetele cilindrice cu generatoarele paralele cu axele Oz, Oz, Oy se pot
caracteriza, respectiv, astfel

M: f(z,y)=0, M: f(y,z)=0, M: f(z,2)=0.

3.4 Exemplu
Sa se scrie ecuatia suprafetei cilindrice care are ca directoare curba

{ 222 + 9% — 22 =0,

I: ,
y—2z=0

stiind ca generatoarele sunt perpendiculare pe planul curbei directoare.

Generatoarele suprafetei cilindrice fiind perpendiculare pe planul curbei y —2z = 0, ele vor avea
vectorul director @ = N (0,1, -2). Ecuatiile generatoarelor vor fi D : 5% = Y52 = & w,w €
R. Punem conditia ca generatoarele sa se sprijine pe curba I'. Sistemul format din ecuatiile
generatoarei si curbei trebuie sa fie compatibil, obtinandu-se astfel legatura dintre cei doi parametrii
u,w sub forma:;:

25u® + 8w? — 10w = 0.
Inlocuind expresiile lui u = ¥ §i w = y + 3, obtinute din ecuatiile generatoarei, in conditia de
compatibilitate va apare ecuatia suprafetei cilindrice

M : 252 4+ 2(2y + 2)? — 5(2y + z) = 0.

2) Suprafete conice. Daca generatoarea D se misca trecand printr-un punct fix V', atunci
suprafata riglata se numeste suprafata conica. Curba pe care se sprijina D se numeste curba
directoare, iar punctul V' se numeste varf (fig.94).

Fig. 94

O suprafata conica admite o parametrizare de forma

F(u,v) = a+ vB3(u),

unde & este un vector cu coordonatele constante a carui extremitate este varful V (varful nu
apartine multimii pe care o numim suprafata conica, fiind exclus de definitia parametrizarii).

3.5. Teorema. Fie M o suprafata conica cu varful

V:P(z,y,2) =0, Q(z,y,2)=0, R(z,y,z)=0.
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Multimea M — {(x,y, 2) | R(x,y, z) = 0}, este caracterizata analitic printr—o ecuatie de forma

P Q\

Demonstratie. Multimea dreptelor ce trec prin punctul fix V si care nu apartin planului
R(z,y,z) = 0 este reprezentata prin

(5) P—-uR=0, Q—-wR=0, (u,w)écR

Conditia ca aceste drepte sa se sprijine pe o curba de ecuatii (2) se obtine eliminand pe z,y, z, t
intre cele cinci ecuatii (2) si (5). Se deduce

(6) flu,w) =0.

Regandim suprafata conica ca fiind locul geometric al dreptelor (5), supuse la conditia (6).
Ecuatia locului geometric se obtine eliminand parametrii u, w intre (5) i (6). Gasim

. (5.2) -0

Reciproc, fie M multimea punctelor din spatiu caracterizate printr—o ecuatie de tipul (7). Daca
planele P =0, Q = 0, R = 0 determina un punct si dacad M nu contine puncte critice ale lui f,
atunci M este o suprafatd conici. Intr—adevir, pentru orice solutie reald (z,y,2) alui (7) exista
doua numere reale u si w asa ca P(x,y,z) — uR(z,y,2) =0, Q(z,y,2) —wR(z,y,z) = 0, iar u i
w sunt legati prin relatia f(u,w) = 0. Deoarece w se exprima local prin u, rezulta ca suprafata
admite parametrizarea

7(u,v) = a +vB3(u),

unde & este un vector constant a carul extremitate indica varful.

3.6. Observatie. Din ecuatia (5) se poate deduce o ecuatie omogend in trei variabile
9(P,Q, R) = 0. Reciproc, o ecuatie omogena de tipul g(P,Q,R) =0, unde P =0, @ =0, R=10
determind un punct, reprezintd o suprafata conica.

3.7. Exemplu
Sa se scrie ecuatia suprafetei conice, care are varful dat de intersectia planelor P:xz —y + z =
22+ —20—-2y—2=0

1,Q : z+y—2 =0, R : z—z = 0, iar curba directoare are ecuatiile C' : . —0

Multimea dreptelor ce trec prin punctul fix V' este reprezentata prin
Diz—y+z—1—-ulxz—2 =0, z+y—z—wlx—-2) =0, (uv,w)ecR?

Conditia ca aceste drepte sa se sprijine pe curba C se obtine eliminand x,y, z intre cele patru
ecuatii ale sistemului format cu ecuatiile dreptelor D si ale curbei C'. Se obtine

(w+1)% —2(u—2)* — 2uw + 1.

Eliminam the parametrii u,w intre aceasta relatie si ecuatiile dreptelor D se obtine ecuatia
suprafetei conice

M:Q2e4y—22)°—2(—r—y+32—-1) -2 +2(y — 2)* +2y — 22+ 1 =0.
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3) Suprafete conoide. O suprafata riglatd generata de o dreapta D care se sprijina pe o
dreapta fixa A (azxd) si pe o curba « (curba directoare), se numeste conoid (fig.95).

Fig. 95

Daca A este luata drept axa Oz, atunci conoidul admite parametrizarea

7(u,v) = (ucosf(v), usinf(v), h(v)).

Un conoid a carui generatoare raméne paralela cu un plan fix P se numeste conoid cu plan director.
Acest conoid admite o parametrizare de forma

F(u,v) = a(u) +vB(u),
unde 3 || P si (@ —5) || A.
3.8. Teorema. Fie M conoidul cu planul director P = 0 si cu axa A : Q = 0, R = 0.
Multimea M\{(z,y,z2) | P(z,y,2) = u, R(z,y,z) = 0} este caracterizatd analitic printr-o ecuatie

de forma
Q\
f <P7 E) —_— 0.

Demonstratie. Abstractie facand de dreptele D : P = u, R = 0, multimea dreptelor paralele
cu P i care intalnesc pe A este reprezentata analitic prin

< P = u
®) {Q—szo.

Conditia ca aceste drepte sa se sprijine pe o curba « de ecuatii (2) se obtine eliminand pe z,y, z,t
intre cele cinci ecuatii (2) si (8). Se deduce f(u,w) = 0, si deci conoidul cu plan director are
ecuatia

() f (P, %) 0.

Reciproc, fie N submultimea punctelor din spatiu caracterizate printr-o ecuatie de tipul (9). Daca
P = 0 este ecuatia unui plan care taie dreapta A : Q = 0, R = 0 si daca N nu contine puncte
critice ale lui f, atunci N este un conoid. Intr-adevir, pentru orice solutie reald (z,y, z) a lui (9)
exista doud numere reale u,w agsa ca P =u, Q@ —wR =0 cu f(u,w) = 0.

3.9. Exemplu
Sa se scrie ecuatia suprafetei conoid generata de o dreapta care se sprijina pe axa Oz, ramane
paralela cu planul xOy si se sprijina pe dreapta

d- r—2z2=0
"l z+2y—3=0
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Multimea dreptelor D, paralele cu planul xOy si care se sprijina pe dreapta d, este determinata
de intersectia a doua fascicule de plane: unul format din plane paralele cu Oy si celalalt determinat

de axa Oz. Deci
D:{ Z=u
z+wy =0

Din conditia ca dreptele D sa se sprijina pe dreapta d, se obtine sistemul

z=u
r+wy=0
r—2z=0
z+2y—3=0

Eliminam x,y si z din sistem vom obtine conditia de compatibilitate
2u+w(3—u)=0.

Eliminand u si v din aceasta ecuatie si ecuatiile generatoarei se deduce ecuatia suprafetei conoid

M:2z—2(3-2)=0.
Yy

10.4 Suprafete de rotatie

4.1. Definitie. O suprafata care poate fi generata prin rotatia unei curbe C in jurul unei drepte
fixe D, numita axd de rotatie, se numeste suprafatd de rotatie.

Fie P(x,y,z) = 0 un plan perpendicular pe axa D si > (x,y,2) = 0 o sfera cu centrul pe D.
Avem

4.2. Teorema. O suprafatd de rotatie cu axa D este caracterizata printr—o ecuatie carteziand
implicita de forma f(P,>]) = 0.

Demonstratie. Orice punct de pe curba C' se va deplasa intr—un plan perpendicular pe axa,
P = u si va descrie un cerc cu centrul pe axa de rotatie (fig.96, unde axa de rotatie este Oz). De
aceea suprafata de rotatie poate fi privita ca fiind locul geometric al cercurilor cu centrele pe D,
care trec prin C si ale caror plane sunt perpendiculare pe D. Astfel sistemul

S(zyy,z2) =w, w>0
P(z,y,z) =u
z=2z(t), y=y(t), z=-z()

trebuie sa fie compatibil. Eliminand pe z,y, z,t rezulta

(10) f(u,w) =0.

Regandim suprafata de rotatie ca fiind locul geometric al cercurilor > (x,y, z) = w, P(z,y,2) =u
supuse la conditia (10). Eliminand parametrii w gi v gasim

M: f(P,%) = 0.
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vt € (gw.hw.,0

z 7 I
Fig. 96
Reciproca este evidenta.

Cazul cel mai simplu este acela in care C' este o curbd plana cu axa D continutd in planul
curbei. In acest caz, cercurile din M generate prin rotatia fiecarui punct al lui C' in jurul axei
D se numesc paralele, iar diversele pozitii ale lui C' se numesc meridiane. Pentru simplificare sa
presupunem ca C este in planul 2Oy, iar D este Ox (fig.96).

1) Daca C: f(z,y) =0, z=0, y > 0, atunci M : f(x,y* + 2%) = 0.

2) Daca C este data prin parametrizarea

atunci M admite parametrizarea

r(u,v) = (g(u), h(u) cosv, h(u)sinv), u e I, v € R.

4.2. Exemplu

Sa se scrie ecuatia suprafetei ce se obtine prin rotirea dreptei Oz in jurul dreptei D : x =y = 2

Cercurile generatoare al suprafetei au centrul pe axa de rotatie D, raza variabila si planul
fiecarui cerc este perpendicular pe D. Familia cercurilor I' se va scrie ca intersectia dintre o sfera
cu raza variabild, cu centrul pe axa de rotatie cu un fascicul de plane perpendicular pe axa de
rotatie. Luand originea ca un punct al dreptei D, rezulta

L. +yP+22=w, w>0
|l r+y+z=u.

Din conditia ca I' sa se sprijine pe axa Ox, obtinem sistemul:

22 g2 4 22 = w?

r+ytz=u
y=0
z=0,

care trebuie sa fie compatibil.
Eliminam x,y si z din sistem vom obtine conditia de compatibilitate:

u? = w?.
Eliminand parametrii w gi v din aceasta ecuatie si ecuatiile cercurilor generatoare se obtine ecuatia
suprafetei de rotatie
M :zy+2xz+yz=0.
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10.5 Vectori tangenti la o suprafata

Ne propunem sa aratam ca pe orice suprafata M se poate introduce un calcul diferential asemanator
calculului diferential obisnuit din R?. Elementele acestui calcul: functii, cAmpuri vectoriale tan-
gente etc, apartin suprafetei si nu spatiului euclidian R? in care este scufundati suprafata.

Presupunem ca f este o functie reala definita numai pe suprafata M, adica f : M — R. Daca
r: D — M este o harta, atunci f or : D — R se numeste expresia lui f in coordonate. Daca for
este diferentiabild in sens obisnuit, oricare ar fi r, atunci f se numeste diferentiabild; mai general,
f: M C R® — R se numeste diferentiabild daci se poate extinde diferentiabil la o multime deschis#
in R3 care contine pe M.

Fie acum functia F : R™ — M. Orice harta » in M da o expresie in coordonate ! o F' pentru
F. Evident aceastd functie compusa este definitd numai pe multimea (deschisd) U C R™ pentru
care F(U) C (D). Daci r—! o F este diferentiabila in sens obisnuit, oricare ar fi r, atunci functia
F' se numeste diferentiabila.

Fie M si N doua suprafete, r; o harta in M si ro o harta in N. O functie F' : M — N se
numeste diferentiabila daca functia compusa r, Lo Fory este diferentiabili in sens obignuit, oricare
ar fi rq i ro.

In particular, o functie diferentiabila de tipul o : I — M, unde I este un interval deschis al
dreptei reale, se numeste curbd in M.

5.1. Teorema. Flie curba o : 1 — M gi harta r: D — M. Daca o(I) C r(D), atunci existd o

pereche de functii difereniabile uw,v definite pe I astfel incat
a(t) =r(u(t), v(t)), tel sau a=r(u,v).

Demonstratie. Prin ipoteza, expresia in coordonate 7~ o v : I — D este diferentiabila. Ea
este o curba plana a carei imagine se afla in domeniul de definitie D al lui r (fig.97). Daca (u, v) sunt
coordonate euclidiene ale lui 7~ 'oa adica r~ ' (a(t)) = (u(t), v(t)), atunci & = ro(r~'oa) = r(u,v).
Functiile u si v sunt unic determinate. Intr-adevar, din presupunerea ao = r(uq, v ), rezulta

(u,v) =rtoa=r"r(u,v)) = (ug,v1).
\'
D e
@ONO) | T = M)
/ \ M
\ .
) u D)

Fig. 97

Functiile u, v sunt numite coordonatele curbei o in raport cu harta r.
Dam fara demonstratie

5.2. Teorema. Fie M o suprafatd. Dacd F : R™ — R3 este o functie diferentiabild a cdrei
imagine se afla in M, atunci functia F : R™ — M este diferentiabila in sensul dat in acest paragraf.

Aceasta teorema aratd legatura stransa intre calculele din R? si calculele de pe suprafata M.
De exemplu, ea implica faptul ci o curba din R? care se afla in M este o curba a lui M.
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Fie M o suprafata si r o harta in M. Deoarece harta r este o functie diferentiabila definita pe
D C R? si cu valori in R3, rezultd ci r este diferentiabila si ca functie in M.

5.3. Consecinta. Daca r1 si ro sunt harti intr-o suprafata M ale caror imagini se suprapun,
atunci functiile compuse rl_l ory §t 1“2_1 ory sunt aplicatii diferentiabile definite pe multimi deschise
din plan (fig.98).

p '/\\/M\
|
/ rl(Dl) N
1 / \\\\ /

Ay

18] ] . rﬁ

ot
-1
Iern

Fig. 98

De exemplu, functia 75 Lo 7y este definitd numai pentru acele puncte (u,v) din D; pentru care
r1(u,v) se afla in imaginea rq(D2) a lui o (fig.98).

Dupa un rationament analog celui folosit pentru demonstratia teoremei 5.1, consecinta 5.3
poate fi retranscrisa astfel

5.4. Consecinta. Dacd ri si ro sunt harti ale caror imagini se suprapun in M, atunci existd
o pereche unica de functii diferentiabile f si g astfel incat ro(u,v) = r1(f(u,v), g(u,v)), V(u,v)
din domeniul de definitie al lui 1“1_1 oTy.

Analog se poate exprima r; in functie de 5.

Consecinta 5.3 sugereaza o metoda concreta de a stabili daca o functie este sau nu diferentiabila
pe M. Daca f: M — R, atunci in loc sa verificim ca toate expresiile sale in coordonate f or sunt
diferentiabile in sens euclidian, este suficient sa facem aceasta pentru un anumit numar de harti
care sa acopere pe M. Adesea este suficienta o singura harta. Demonstratia este un exercitiu din
calculul cu functii compuse. intrfadevér, fie ro o harta arbitrara; din faptul ca for; siry Loy
sunt diferentiabile rezulta ca for; ory Lo ry este diferentiabili. In general ultima functie este o
restrictie a lui f o ry. Daca Insa imaginea lui r; acopera pe M, atunci for;ory Lo ry reprezinti
pe f ors si astfel diferentiabilitatea este demonstrata.

Din punct de vedere intuitiv este clar ce inseamna un vector tangent la o suprafata M. Definitia
formala se bazeaza pe ideea ca o curba din M trebuie sa aiba toti vectorii viteza tangenti la M.

5.5. Definitie. Fie M o suprafata si P un punct oarecare din ea. Un vector w tangent la R3
in P se numeste tangent la M in P daca este vectorul viteza al unei curbe din M ce trece prin P.

Multimea tuturor vectorilor tangenti la M in P se numeste planul tangent al lui M in P si se
noteazd cu TpM (fig.99). Imaginea concretd a lui TpM in R3 poartd aceeasi denumire.

_

//,// P-/g V/
y N
/ S 1pM
< |

Fig. 99
Teorema urmatoare arata ca TpM este un subspatiu vectorial bidimensional al spatiului tangent
TpR3.
5.6. Teorema. Fie P un punct al unei suprafete M sir o harta in M astfel incdt r(ug,vy) = P.
Un vector @ tangent la R3 in P este tangent la M dacd $i numai dacd % poate fi scris ca o
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combinatie liniard a lui 7, (ug,vo) §t Ty (o, Vo).

Demonstratie. Vitezele partiale 7, si 7%, sunt vectori tangenti la M in orice punct al lui r(D)
deoarece curbele coordonate ale lui r sunt curbe in M (fig.100).

GrT(,%)

Fig. 100

Sa presupunem ca W este tangent la M in P, daca exista o curba a pe M pentru care a(0) = 0 si
a/(0) = . Dupa teorema 5.1, curba « poate fi scrisd in forma a = r(u,v) sau a@(t) = #(u(t), v(t)).
Regula de derivare a functiilor compuse da

du dv
o ou N “ov
a' = 7y (u,v) 7 + 7y (u, v) o

Deoarece a(0) = P = r(ugp,vp), avem u(0) = ug, v(0) = vy si deci, pentru ¢t = 0, gasim

du dv .
= + %(O)TD(UO,U()).

Observatie. 0p € TpM, deoarece punctul P poate fi gandit ca fiind curba constanta y(t) =
P, Vtelsid(t)=0.

Invers si presupunem ci vectorul @ € TpR3 poate fi scris in forma @ = 17, (ug,vo) +
caTy (g, vg). Calculul anterior arata ca w este vectorul viteza al curbei a(t) = r(ug + tey, vo +tea)
din M la momentul t = 0. Astfel w este tangent la M in P.

Deoarece vitezele partiale sunt vectori liniari independenti, teorema anterioara arata ca, VP €
r(D) C M, vitezele partiale formeaza o baza a planului tangent Tp M.

5.7. Definitie. O functie X care asociazi fiecirui punct P € M un vector X (P) tangent la
R3 in P se numeste camp vectorial euclidian pe suprafata M.

Fie X = flx,y, 2) v+ g(x,y, 2) ]+ h(z,y, z)E un camp vectorial euclidian pe suprafata M. Daca
functiile coordonate f, g, h sunt diferentiabile pe M, atunci campul X se numeste diferentiabil.

Un camp vectorial euclidian Y pentru care, VP € M, ?(P) este tangent la M in P se numeste
camp vectortal tangent la M. Daca Y este un camp vectorial tangent la M, atunci oricare ar fi
harta r: D — M, avem

Y (r(u,v)) = F(u, v)7y + G(u, v)7,.

De aceea Y este diferentiabil daca si numai daca functiile F' si G sunt diferentiabile pe D.
In continuare presupunem ca lucram numai cu campuri diferentiabile si precizam ca de cele
mai multe ori cAmpurile pe M sunt definite local (numai in anumite regiuni ale lui M).

5.8. Observatie. Campurile vectoriale tangente la M apartin calculului din M, deoarece
conform definitiei 5.5 ele dau in fiecare punct vitezele unor curbe din M.
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10.6 Normala si planul tangent la o suprafata

Fie M o suprafata si P un punct al sau. Un vector Z' cu originea in P care este ortogonal planului
tangent Tp M, adica ortogonal oricarui vector tangent la M in P, se numeste vector normal la M.
Un camp vectorial euclidian Z definit pe M se numeste camp normal pe M daca fiecare vector
7 (P) este normal la M.

Deoarece TpM este un subspatiu bidimensional al lui TpR?, exista numai o directie normald
la M in P, adica toti vectorii 2 normali in P sunt coliniari. Astfel, daca 2z’ nu este zero, rezulta
ca TpM constd numai din vectorii lui 7pR? care sunt ortogonali lui Z. Dreapta ce trece prin P
si este perpendiculara pe planul tangent Tp M se numeste normala suprafetei in punctul P. Fie
r(D) regiunea din M acoperita de harta r : D — M. Functia vectoriala

Z(u,v) = 7y X 7

atageaza fiecarui punct din D un vector normal la M in r(u,v) (fig.100). De aceea Z(u, v) poate
fi privit ca un camp normal definit local pe M.

Daca gandim Tp M ca fiind determinat de punctul P(zg,yo, z0) $i de vectorul normal A (up, vo),
atunci planul tangent la suprafata M in punctul P are ecuatia

L—To Y—Y 2z2— %0
Ly Yug Zug = 07
Lo Yoo Zvg

unde
xo = x(ug, Vo), Tuy, = Tu(Uo,vo) etc.

Normala la M in P are ecuatiile

r—xo  Y—Y% 2= 20

D(y,z) ~ D(zz)  D(z,y)
D(’LL(),’U()) D(’LL(),’U()) D(UO,U())

Daca suprafata M este data prin ecuatia carteziana implicita, atunci este ugor sa punem in
evidenta campul normal si campurile tangente.

6.1. Teorema. Daca M : f(z,y,z) = ¢ este o suprafald, atunci gradientul

Cof. of . Of-
Vi= axH_ 8y‘7+ 8zk’

definit pe M, este un camp vectorial normal care nu se anuleaza in nici un punct al lut M (fig.101).

Demonstratie. Gradientul nu se anuleaza pe M deoarece prin ipoteza derivatele partiale
fz, fy, f- nu se pot anula simultan in nici un punct al lui M (§1).

Sa aratam acum ca (Vf(P),w) =0, Vu € TpM. Pentru aceasta observam ca daca o este o
curba pe M, atunci f(a) = f(x(t),y(t), 2(t)) = 0. Deci

of . dx g(a)@ af

()% &
ar " dt Oy 'dt 0z

7 =0.

(@)
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Alegand pe « astfel incat sa aiba viteza initiala
a'(0) = w0 = w17+ wa ) + wgﬁ,
in a(0) = P, gasim

dx dz

0= fo(a(0)) - (0) + fy(a(o))% + f2(a(0))— (0) =

= fe(P)wi + fy(P)wz + f-(P)ws = (Vf(P),&).

_f

Fig. 101

Din punct de vedere analitic, ecuatia planului tangent la M in P(xq,yo, 20) este
(IL’ - :EO)fwo + (y - yO)fyo =+ (Z - zO)fzo = 0,

iar ecuatiile normalei sunt
r—Zo Y—Y 22— 20

fro fyo fZO

In particular, pentru reprezentarea carteziana explicita z = f(x,y) avem: planul tangent,

z— 29 =p(x —x0) + q(y — vo),

si normala,
T—Zo Y—Yo 22— %0

Do qo -1

6.2. Observatii. 1) Planul tangent T'» M este aproximatia liniara a suprafetei M in vecinatatea
lui P.

2) Campurile vectoriale normale apartin calculului din R3. Ele sunt folosite in studiul lui M
din punctul de vedere al unui observator din R3.

6.3. Exemplu Sa se scrie ecuatia planului tangent si ecuatiile normalei in punctul P(1, %, 2)

1
la suprafata M : z = —
xy
Se poate scrie reprezentarea implicita a suprafetei M : xyz = 1. Vectorul perpendicular pe

planul tangent pentru aceasta reprezentare a suprafetei este gradf (P) = fo(P)i+ fy(P)j+ f.(P)k.
Se obtine gradf (z,y,z) = yzi + xzj + xyk.
Planul tangent la suprafatad in punctul P va fi:

(1) 42— )+ 5(z~2) =0

iar normala la suprafata in punctul P va avea ecuatiile:
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Suprafete conexe. Fie a : I — M o curba de pe suprafata M si [a,b] C I. Restrictia
«: [a,b] — M se numeste segment de curba sau 1-segment pe suprafata M.

7.1. Definitie. O suprafata M se numeste conezd (dintr-o bucatd) daca VP,Q € M exista
un segment de curba « : [a,b] — M, cel putin continua, astfel incat a(a) = P si a(b) = Q, adica
imaginea «([a, b]) C M uneste punctele P si Q (fig.102).

(/ %%/// \‘ \,f//‘//////m /,

\ e A

_— —_—

Fig. 102

O suprafata conexa M este ”dintr-o singura bucata”. De exemplu, exceptand hiperboloidul cu
doua panze care nu este conex, toate cuadricele nedegenerate sunt conexe.

7.2. Teorema. Fie My si My doua suprafete. Daca M, este conexd iar F' : My — My este o
aplicatie surjectiva si diferentiabild, atunci Mo este conexd.

Demonstratie. Fir R, S doua puncte arbitrare din My. Deoarece F' este surjectiva exista
P,Q € M astfel incat F(P) = R, F(Q) = S. Dar, prin ipoteza M; este conexa si deci exista
un segment de curba « care uneste pe P cu (). Imaginea lui « prin functia continua F' este un
segment de curba ce uneste pe R cu S, adica M, este conexa.

7.3. Consecinta. Dacda D este o multime deschisa si conexa din plan, iar r: D — M este o
parametrizare, atunci regiunea r(D) C M este conexd.

7.4. Exemplu. Hiperboloidul cu o panza este conex deoarece el este multimea valorilor
functiei diferentiabile
r:RZ S R3 r(u,v) = (x,y,2),

x =achucosv, y=0bchusinv, z=cshu (a,b,c>0),

definita pe multimea conexa R2.

Analog putem stabili ca fiecare dintre panzele hiperboloidului cu doua péanze este conexa.
Deoarece aceste doua panze sunt multimi disjuncte, rezulta ca hiperboloidul cu doua panze nu este
conex.

7.5. Teorema. Fie M o suprafata conexa si f: M — R o aplicatie diferentiabild.

(1) Daca df =0, atunci f=const.

(2) Daca f nu se anuleazd pe M, atunci f > 0 sau f < 0 peste tot.

Demonstratie. Fie P,QQ € M doua puncte arbitrare. Prin ipoteza acestea pot fi unite
printr-un segment de curba « : [a,b] — M. Utilizand functia diferentiabila f o « : [a,b] —
[f(a(e)), f(al(d))],c,d € [a,b], careia ii aplicam teorema cregterilor finite si proprietatea lui Dar-
boux, deducem f=const, gi respectiv f > 0 sau f < 0 peste tot.

7.6. Observatie. O suprafata M poate fi privita ca un spatiu topologic. In acest sens, M
este conexa daca verifica una din conditiile:

(1) M nu este reuniunea a doua multimi nevide, disjuncte si deschise;

(2) singurele submultimi inchise si deschise ale lui M sunt ) C M i M.

Suprafete simplu conexe. Suprafata M se numeste simplu conexa (fara gauri) daca orice
curba inchisa de pe M poate fi deformata prin continuitate (fara a parasi punctele suprafetei)
astfel incat sa se reduca la un punct (fig.103). De exemplu, sfera este (conexa gi) simplu conexa,
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cilindrul circular drept (este conex dar) nu este simplu conex, deoarece cercurile situate in plane
perpendiculare pe axa cilindrului nu se pot reduce la un punct fara a iesi din cilindru; hiperboloidul
cu doud panze (nu este conex dar) este simplu conex etc.

,///’\\v// R
(L= 8
O
| _—P / |
\\’ M ! ///

Fig. 103

Suprafete compacte. Fie (u,v) € R? si intervalul bidimensional inchis (dreptunghi inchis)
Dy:a<u<b c<v<d.

Fie M o suprafata. O functie diferentiabila de tipul  : Dy — M se numeste 2-segment (placi)
in M, fig.104. (Atributul diferentiabila este folosit in sensul ca r se poate extinde diferentiabil la
un interval bidimensional deschis ce contine pe Dy).

Fig. 104

7.7. Definitie. Suprafata M se numeste compacta daca poate fi acoperita prin imaginile unui
numar finit de 2-segmente.

De exemplu sfera este o suprafatd compacta deoarece este acoperita de imaginea 2—segmentului
r(u,v) = (zo + acosusinv, yo + asinusinv, 2y + acosv), (u,v) € Dy = [0,27] x [0,7]. De
asemenea torul de rotatie este o suprafatd compacta.

Se gtie ca orice functie (reald) continud pe un dreptunghi inchis Dy isi atinge maximul (minimul)
intr—un punct din Dg. Acest rezultat il folosim pentru a demonstra teorema urmatoare.

7.8. Teorema. Dacad f este o functie continud definita pe o suprafatd compacta M, atunci f
51 atinge maximul (minimum) intr—un punct din M.

Demonstratie. Fie r; : Dg; — M, 1 <1 < k, 2—segmentele ale caror imagini acopera pe
M. Deoarece aplicatiile r; sunt diferentiabile, iar f este continuéa rezulta ca f or; : Dg; — R sunt
functii continue. De aceea, pentru fiecare i, exista punctul (u;,v;) € Dg; in care f or; ia valoarea
maxima. Fie f(r1(u1,v1)) cel mai mare dintre numerele f(r;(u;,v;)). Sa aratam ca P = rq1(uq,v1)
este punctul in care f are valoarea maxima. intrfadevér, deoarece r; sunt In numar finit, V@ € M,
exista un indice ¢ aga ca Q = r;(u,v) si avem

f(P) = f(ri(ur,v1)) = f(ri(ui,vi)) > f(ri(u,v)) = £(Q),

ceea ce trebuia demonstrat.

Teorema anterioara poate fi folosita pentru a proba ca o suprafatd nu este compacta. De
exemplu, cilindrul M cu generatoarele paralele cu Oz nu este o suprafatd compacta deoarece
functia coordonata z da cota z(P), VP € M, si astfel ea nu are valoare maxima pe M.
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O submultime M din R? se numeste nchisd in R? daci complementara sa R3\ M este deschisa
in R3.

O submultime M din R? se numeste mdrginitd daca distanta euclidiana dintre doua puncte
oarecare ale sale este mai mica decit un numar real dat. Cu alte cuvinte, M este marginita daca
poate fi inclusa intr—o sfera de raza finita. Astfel problema marginirii lui M se reduce la cercetarea
existentei maximului functiei f(x,vy, z) = 22 +y?+22 pe M sau la existenta minimelor si maximelor
functiilor f(z,y,2) = z,y,2z pe M.

7.9. Teorema Heine-Borel. O submultime din R? este compactd dacd si numai dacd ea este
inchisa st marginita.

Fie f : R®> — R o functie diferentiabild. O suprafatd de tipul M : f(z,y,2) = c este inchisi
deoarece ea constd din punctele f~!({c}), multimea {c} este o submultime inchisi din R, iar f
este o functie continua. Astfel, o suprafata M : f(x,y,z) = ¢ este compacta daca gi numai daca
ea este marginita in R3. De exemplu elipsoidul este compact, dar hiperboloizii nu sunt compacti.

7.10. Teorema. Daca f(x,y,z) este un polinom omogen de gradul n > 1 care are cel putin
o valoare strict pozitiva, atunci M : f(x,y,z) = 1 este o suprafata. Daca f(P) > 0 exceptind
P(0,0,0), atunci M este compacta si reciproc.

Demonstratie. Prin ipoteza existd un punct P(z,y, z) € R3 asa ca f(x,y,2) = a > 0. Astfel

M contine punctul n—\/a(x,y, z) §i deci M nu este vida. Din formula lui Euler pentru functiile
omogene rezulta ci orice punct @) care satisface f,(Q) = 0, f,(Q) = 0, f.(Q) = 0 satisface si
f(Q) =0. De aceea Q ¢ M si astfel M este o suprafata regulata.

S& presupunem f > 0 exceptand originea. Fie sfera S si i : S — R? injectia naturald. Functia
compusa foi:S5 — R este continua. Deoarece S este compacta functia f oi are o valoare minima
bsib> 0. Daca Q € R3, avem

F@Q = QI f (%) > i,

1
De aceea pentru f(Q) = 1 giisim [|Q| < —=. Rezultd cd M = f~!(1) este continutd in sfera

Vb

inchisa cu centrul in O si de raza "_\/5 Astfel M este marginita si deci M este compacta.

Reciproc, presupunem ca M este o suprafatd compacta. Rezulta ca M este marginita si deci
£(@Q) > ||Q||™b. De aceea f > 0, exceptand originea.

Suprafete orientabile. In aceasta sectiune ne propunem si aratam ca suprafetele pot avea
doua fete sau numai o fata.

7.11. Definitie. O suprafata M se numeste orientabild daca poseda un camp vectorial normal
Z care nu se anuleaza In nici un punct al lui M.

Din sectiunea 6 rezulta ca:

- orice suprafata simpla este orientabila;

- orice suprafata M : f(z,y,2) = c (care nu poseda puncte critice ale lui f) este orientabila. De
exemplu planul, sfera, cuadricele nedegenerate etc sunt suprafete orientabile. In particular, orice
suprafata data cartezian explicit este orientabila.

Dam fara demonstratie urmatoarea teorema.

7.12. Teorema. Orice suprafata simplu conexd i conexa este orientabild.
Pe de alta parte, are loc urmatorul rezultat:
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7.13. Teorema. Orice suprafatd conexd si compactd M este orientabild.

Tntr-adevér, daca M este o suprafata conexa si compacta, atunci R? se descompune in dous parti
conexe, una marginita gi alta nemarginita. Suprafata M admite doua campuri vectoriale normale
unitare opuse dintre care unul indica regiunea nemarginita. Prin urmare M este orientabila.

7.14. Teorema. Daca M, este o suprafata orientabila, iar F : My, — My este o aplicatie
requlata, atunci suprafata My este orientabild.

Demonstratie. Presupunem ca My admite campul normal nenul

w0, W) = (Y (Q), 7 x W), v,4e€TgMy,, Q=ZF(P), PeM.
Fie F, aplicatia liniara asociata matricei Jacobian a reprezentarii in coordonate a lui F'. Daca &’,l_;
sunt doi vectori liniari independenti din Tp M7, atunci Fia, F,bsunt doi vectori liniari independenti
din T My deoarece F' este regulatd. Definim

-

(F*u)(@,b) = p(Fyd, F.b).

Deoarece F este regulata rezulta F*u # 0. Construim

Aceasta expresie este independenta de alegerea lui a si b si da in fiecare punct un vector normal
nenul. De aceea P — Z(P) este un camp normal cu valori nenule pe M, adica M; este orientabila.
Un camp vectorial normal unitar pe o suprafata orientabila M se numeste orientare pe M.

7.15. Teorema. Orice suprafata conexra si orientabila admite exact doud orientari.

Demonstratie. Fie Z un camp normal (global) definit pe M cu valori nenule. Cu ajutorul lui

putem construi pe +U = iﬁ care sunt cAmpuri normale unitare. Sa aratam acum ca orice alt
camp normal unitar trebuie sa fie +U sau —U. Fie V un camp normal unitar arbitrar definit pe
M. Evident avem V = <‘7, ﬁ)ﬁ, unde f = (‘7, ﬁ> are in fiecare punct valorile —1 sau +1. Rezulta
ca f are peste tot fie valoarea —1 fie valoarea +1, c.c.t.d.

Intuitiv, teorema 7.15 arata ca, suprafetele conexe si orientabile au doua fete. O suprafata
orientabila impreuna cu o alegere a unei orientari(alegerea unei fete) se numeste suprafata orientata.
Conventional fata care corespunde alegerii sensului dat de +U se noteazd cu + (fata pozitiva), iar
fata opusa se noteaza cu — (fata negativa); fig.105; orientare in concordanta cu regula burghiului
drept.

Fig. 105

Pentru suprafetele orientabile ce marginesc un volum finit sensul pozitiv pe normala se ia prin
conventie din interior cétre exterior (fig.106).
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Daca M nu este conexa, dar se compune din portiuni conexe si orientabile (de exemplu hiper-
boloidul cu doua panze), atunci orientarea componentelor determina o orientare a lui M.

Fig. 106

Sa ne referim acum la suprafetele neorientabile, adica la suprafetele care au o singura fata. Cel
mai simplu exemplu este banda lui M6ébius. Un model al ei se poate obtine daca rasucind o data
bucatica dreptunghiulara de hartie ABCD, se lipesc capetele ei in aga fel incat punctul A sa
coincida cu C, iar B cu D.

Banda lui Mé&bius (fig.107) nu este global orientabila deoarece orice cAmp normal Z definit pe
M trebuie sa se anuleze intr—un punct al lui M si sa—si schimbe sensul la trecerea prin acest punct.
Pentru a vedea acest lucru fie « : [0,1] — M o curba inchisa pe M cu «(0) = «(1) ca in fig.107.

B @
A D
A=c._B=D ey
PR e
e w

M & A1)

Fig. 107
_]?acé presupunem cd Z nu se anuleazéi in nici un punct, atunci rasucirea in M da contradictia
Z(a(0)) = —Z(a(1)), deoarece functia Z(«(t)) este prin ipoteza diferentiabila (continua).
7.16. Teorema. Orice punct P al unei suprafete neorientabile M este cuprins intr—o regiune
conexd si orientabild.

Demonstratie. Fie D o multime deschisa si conexa din plan gir : D — M o harta in M. Dupa
teorema 7.3, (D) este conexd. Mai mult, imaginea r(D) este orientabila deoarece Z = 7, X 7%
este un camp normal nenul.

Teorema anterioara arata ca pe suprafetele neorientabile exista numai cAmpuri normale locale
cu valori nenule. In sprijinul acestei informatii vom da un exemplu folosind modelul riglat al benzii
Mbobius. Fie a(u) = (cosu,sinu,0) un cerc de raza unu situat in planul 2Oy si [PQ] un segment
de lungime unu agezat radial cu mijlocul pe cercul a. Presupunem ca mijlocul segmentului descrie
cercul « gi simultan segmentul se roteste in jurul mijlocului sau (momentan in planul normal al
cercului), astfel incat in momentul cand mijlocul segmentului incheie o rotatie de 360°, segmentul
incheie o rotatie de 180°. Suprafata riglata care ia nastere este o banda Mdbius particulara de
ecuatie vectoriala

. . = 11
™(u,v) = d(u) + vB(u), ve {—5, 5) ,
unde u u
u) = (cos=|a sin — ) k.
) = (cos5) -+ (sing)
Deoarece Z = 7 X 7, #* 0 di local un cAmp vectorial normal cu valori nenule, rezultd ci banda
Moébius riglata este local orientabila.
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10.7 Aplicatia Weingarten

In acest paragraf si in paragrafele urmétoare introducem elementele matematice ce caracterizeazi
forma suprafetei intr—o vecinitate a unui punct al sdu. Toate aceste elemente au la baza o transfor-
mare liniard definita pe planul tangent si cu valori in planul tangent numita aplicatia Weingarten.

Fie M o suprafata, X un camp vectorial euclidian definit pe M si ¢ un vector tangent la M
in punctul P. Vectorul Dﬁ;X se numeste derivata covariantd a lui X pe suprafata M. Aceasta
derivata se poate calcula in doud moduri: (1) ludm o curba « de pe suprafata M astfel incat

a(0) = P si @'(0) = . Explicitam compunerea X o « i

(2) exprimam pe X in forma X = f7+ g7+ hk si atunci
Dg)? = Dzfv+ Dzgr+ D{;h];.

Chiar daci X este un camp tangent la M, derivata covarianta Dwf nu este in general tangenta
la M (fig.108).

Fig. 108

Presupunem acum ca M este o portiune orientabila dintr—o suprafata conexa si ca ea a fost
orientata prin alegerea campului normal unitar U.
8.1. Definitie. Fie P un punct din M si TpM spatiul tangent la M in P. Functia definita
prin
Sp(?ﬂ) =—-DgU, weTpM,

se numeste aplicatia lui Weingarten a lut M in punctul P.
Deoarece TpM consta din vectorii ortogonali lui U, derivata DgU indica variatia planelor
tangente in sensul lui w si aceasta da o descriere infinitezimala a modulului in care se curbeaza M.
8.2. Teorema. Aplicatia Weingarten este o transformare liniara a spativlui tangent in el

insusi (fig.109).
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Demonstratie. Pentru a arata ca Sp are valorile in Tp M trebuie sa demonstram ca Sp(w) L
U(P). Pornim de la relatia 1 = (U,U) pe care o derivam in raport cu @. In baza proprietatilor
derivatel covariante avem

0=Dg(1) = Dg(U,U) = 2(DgU,U) = —2(Sp(@), U (P)),
c.c.t.d.
Liniaritatea lui Sp este o consecinta a liniaritatii derivatei covariante

Sp(dﬁ—{— bu_)') = —Daf;_i_buj[j = —aDgﬁ — ng;[j = aSP(ﬁ) + bSp(lIf).

Functia P — Sp va fi numita aplicatia Weingarten a suprafetei M si va fi notata cu S.
S& presupunem acum ca t — a(t) este o curba din M, iar U este restrictia campului normal
unitar la «. In acest caz, observam ca

S(@)=-U"
8.3. Teorema. Aplicatia Weingraten este simetrica, adica
(Sp(V),W) = (U, Sp(wW)), Vu,w € TpM.

O demonstratie simpla a acestei teoreme este data in §12.

Teorema 8.3 este echivalenta cu faptul ca matricea atagata transformarii liniare Sp in raport
cu o baza ortonormata a lui TpM este simetrica.

Elementele intriseci ale transformarii liniare simetrice Sp §i anume determinantul, urma, valorile
proprii (care sunt reale deoarece Sp este simetrica) si vectorii proprii au semnificatii geometrice
pe care le vom pune in evidenta in paragrafele urmatoare. Pentru explicitarea acestor elemente
este suficient sa alegem o baza {7, w} in planul tangent, sa explicitim matricea atagata lui Sp in
raport cu aceasta baza,

Sp (V) = av 4 bw, a ¢
- - - = [S]{’U,u_}} = b d
Sp (W) = ¢t + dw,
i sa determinam determinantul, urma, valorile proprii gi vectorii proprii ai acestei matrice.

8.4. Exemple
1) Fie M : ax + by + cz + d = 0 un plan din R3. Evident, aceasta este o suprafati conexi si
orientabila. Orientam pe M alegand

g a?+ b+ ck
Deoarece campul U este paralel avem S(w) = —DgU =0, Y& € TpM = M. Operatorul

Weingarten este identic zero ceea ce corespunde faptului intuitiv ca planele nu se indoaie (fig.110).

b0 |
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2) Fie M : 2% 4+ y? = r? un cilindru circular drept din R3. Aceasta este o suprafatd conexa si
orientabila. Orientam pe M alegand
o7+ y7+ Ok
" .

U=

Fie P un punct din M, fie €; un versor tangent la generatoarea ce trece prin P si €3 un versor
tangent la cercul de sectiune ce trece prin P. Alegand €; = (0,0,—1)p, gasim Sp(e;) =0, VP,
adicd de—a lungul generatoarei, U ramane paralel cu el insusi. Analog €5 = (—y,z,0)p si gasim

. . . —yi'+x7 e
Sp(€2) = —Dg,xv+ D%er = —% = —72, VP e M.

Aceasta arata ca de—a lungul cercului de sectiune cilindrul se curbeaza uniform (fig.111).

o
e N
//4
T
TR C
P
i N
,/,,(?1 \
! /)

Fig. 111
3) Fie sfera M : 2% + y? + 22 = 2. Orientdm pe M alegand
a7+ Y7+ 2k

. .

U=

Gasim
~ 1 - w
S(’U_j)Z—DU-;U:——(Dw$T+Dwyj+Dwzk)=——, Yw e TpM; VP e M.
r r
. . . - 1 .. .
Astfel in acest caz aplicatia Weingarten se reduce la multiplicarea cu ——. Aceasta uniformitate

r
a lui S reflecta rotunjirea sferelor, adica faptul ca in fiecare punct al sau P, sfera se curbeaza in
acelagi mod in toate directiile (fig.112).

10.8 Curbura normala

Forma unei suprafete influenteaza forma oricarei curbe de pe suprafata respectiva. Reciproc,
folosind forma curbelor de pe o suprafata ce trec printr-un punct fixat putem determina forma
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suprafetei in jurul acestui punct. Presupunem ca lucram intr-o regiune a unei suprafete conexe M
orientata prin alegerea campului normal unitar U.

9.1. Lema. Daca « este o curba din M, iar U este restrictia campului normal unitar la «,

atuncsi
(s@a,a"y = (a",u).

Demonstratie. Deoarece @' este tangent la M avem (@', U) = 0. Prin derivare gisim (&, U)+
(@,0') = 0. Stim ins& c& S(@) = —U" si astfel formula din lemi este adevirati.

Formula din lema precedenta arata ca componenta normala a acceleratiei lui «, componenta
care apare din cauza indoirii suprafetei, depinde numai de &’ gi S(@’). Cu alte cuvinte componenta
normald a acceleratiei in punctul P este aceeasi pentru toate curbele de pe suprafata ce trec prin
P cu aceeasi viteza o (fig.113).

Fig. 113

Aceasta observatie ne sugereaza sa caracterizam incovoierea suprafetei dupa o directie prin functia
din definitie urmatoare.

9.2. Definitie. Fie ¢ un versor tangent la M in P. Numarul k,(€) = (S(€),€) se numeste
curbura normald a lui M in directia lui €.
Deoarece avem

kn(—€) = (S(—€), —€) = (=5(€), —€) = (5(€), €) = kn(€),

numarul k,(€) este definit pe directia tangenta la M in P generata de versorul €. Astfel, desi
evaluam pe k,, pe versori, avem totusi de—a face cu o functie reala pe multimea directiilor tangente
la M in punctul P.

Fie € un versor tangent la M in P. Consideram o curba « de viteza unu pe M astfel incat
a(0) = P gi @' (0) = €. Utilizand lema 9.1 si formulele lui Frenet pentru curba «, gasim

kn(€) (S(8),8) = (S(a@(0)),a(0)) = (@(0),U(P)) =
ka(0)(N(0),U(P)) = ka(0) cos ¢,

unde k,(0) > 0 este curbura lui « In punctul P, iar ¢ este unghiul dintre normala principala a
curbei si normala suprafetei (fig.114).
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Aceastd formuld arati cii: (1) dacd vectorul N(0) este coliniar cu vectorul U(P), atunci ky(¢) =
+k,(0); (2) dintre toate curbele lui M tangente la versorul € in punctul P, cea mai mica curbura o
are intersectia dintre M gi planul determinat de P, U (P), €, curba ce se numeste sectiunea normald
a lui M in directia lui €.

Pentru sectiunea normala o, de viteza unu, avem (fig.115): &’(0) = €, acceleratia &”(0) =
ko (0)N (0) apartine planului de sectiune si este perpendiculari pe @ (0) = &, N(0) = U (P), kn(é) =
+k,(0).

Astfel, am demonstrat teorema lui Meusnier:

Centrul de curbura al unei curbe de pe o suprafata X este proiectia pe planul sau osculator a

centrului de curbura a sectiunii normale.

Fig. 115

Fie P un punct din suprafata M, fie € un versor tangent la M in P §i k,(€) curbura normala
corespunzatoare. Utilizand sectiunea normala a lui M in directia lui € si tinand cont ca normala
principala N a unei curbe din spatiu arata sensul in care aceasta se curbeaza, putem da urmatoarele
interpretari geometrice ale semnului lui &, (€) relativ la alegerea campului normal unitar U.

1) Presupunem k,(€) > 0. Rezulti ci U(P) si N(0) au acelagi sens. De aceea in vecinitatea
lui P si in directia lui € suprafata se incovoaie in sensul indicat de U(P) (fig.116).

UP)=N(0)

P €
Fig. 116

2) Presupunem ky, (€) < 0. Rezulti c& U(P) si N(0) au sensuri opuse. De aceea in vecindtatea lui
P si in directia lui € suprafata se curbeaza contrar sensului lui U(P) (fig.117).

UP)
<
p o
o\
Fig. 117

3) Fie k,(€) = 0. Rezultd ky(0) = 0 si N(0) nu este definit. Nu putem spune precis care este
forma suprafetei in vecinatatea punctului considerat pe directia €. Putem insa afirma ca intr—o
vecinatate a lui P pe directia € suprafata se curbeaza foarte putin.

Presupunem acum ca fixam punctul P si ca extremitatea lui € descrie un cerc in planul tangent.
Diversele sectiuni normale ce se pot face ne dau informatii despre forma suprafetei in vecinatatea
lui P in diferite directii (fig.118).
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Fie
k1 = min k,(€) si ko = max k,(€).

>

lell=1 llefl=1

Aceste numere exista deoarece multimea determinata de relatia ||€]| = 1 este compacta (cerc), iar
functia € — k£, (€) este continua.

U_m7
4 (/P 7 |
Y \.._/ / /

Y Y

—
_—
\ p
—

Fig. 118

9.3. Definitie. Numerele ky si ko2 se numesc curburile principale ale lui M in punctul P.
Directiile pentru care se gasesc aceste valori extreme se numesc directii principale ale lui M in P.
Versorii acestor directii se numesc vectori principali ai lui M in punctul P.

Daca in punctul P avem k; = ko, atunci rezulta k,,(€) = const, adica M se curbeaza la fel in
toate directiile si toate directiile ce trec prin P sunt principale.

9.4. Definitie. Daca k, (€) = const, Ve'€ TpM, ||€]| =1, atunci punctul P se numeste punct
ombilical.

9.5. Teorema.
(1) Daca P este un punct ombilical, atunci operatorul Weingarten in P se reduce la multiplicarea
cu kl = k’z‘

(2) Daca P nu este un punct ombilical (k1 # k2), atunci ezista doud (si numai doud) directii
principale ortogonale. Dacad €1 $i €3 sunt vectorii principali, atunci

Formulare alternativa: curburile principale ale lui M in P sunt valorile proprii ale lui S.
Vectorit principali ai lur M in P sunt vectori proprii ai lui S.

Demonstratie. Varianta 1.
Fixam o baza ortonormata {f1, f2} in planul tangent TpM (fig.119). Avem

A

P

1

]

oM
Fig. 119

S(ﬁ) = S11f1 + So1 /o, S(ﬁ) = Sia2f1 + Saa fa,
unde

Sii = (S(fi), F3) = (fi. S(f7)) = Sy



204

Determinam valorile proprii i vectorii proprii ai lui S. Deoarece [S;;] este simetrica valorile proprii
sunt reale:

Sll —k 812
521 S22 —k

A = (S11 + S22)% — 4(S11822 — S%,) = (S11 — S92)* +45%, > 0.

=0, k*—(S11+ Sa2)k+ 511522 — 57, =0

k1 = ko < S11 = S92,512 = 0 In acest caz versorii proprii sunt nedeterminati (orice versori sunt
versori proprii). Aplicatia S se reduce la multiplicarea cu St;.
Presupunem kq < ko. Sa verificam relatiile ky = ‘min kn(€), ko = max ky,(€). Avem
=1

lell llel|=1
S(€1) = k1€1, S(€2) = ko€, €= cosbe) + sinbés,
kn(€) = (S(€),€) = ki cos® 0 + kysin? 6.

Deci
k1 < kn(€) = kycos?0 + kosin® 0 < ky, VO € [0, 27].

Valoaarea ki se atinge pentru § = 0; § = 7 (minim), ko se atinge pentru 6 =

| N

0 = g (maxim).
Deci valorile proprii ale lui S sunt extremele (globale) ale curburii normale.

Varianta IL. (eztreme cu legdturi). Fie {fi, f2} bazi ortonormati si (S;;) matrice simetrici.
Atunci avem

2
e=mfi+nf, €] =1, Zmz =1
i=1

Dar k,(€) =), ; Sijnin; este o formd patratica si avem

b= Simin; — k(z ;= 1).

,J
Rezulta sistemul »
ar = 2002 Siymj — kni) =0
Yo =1

Acesta este compatibil nedeterminat (deci admite solutii nebanale d.n.d.

‘ Sll —k 512

=0
S12 Sog — k ’

adica
k2 — (S11 + Sa2)k + S11522 — 5122 =0,

ecuatie de gradul doi al carei discriminant este
A= (511 — 522)2 + 4S122 > 0.

In cazul ki # ko (deci A > 0), rezulta vectori proprii ortogonali; ii normam si ii notam €, €.
Atunic

0%¢ 0%¢
k E - 51]77177;, 87712 (Su )‘)7 8771'8773' Sz]a g 7£ J
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1
§d2¢ = (511 — k)d?ﬁ —+ 2512d771d772 + (522 — k)dng

si mdny +nedne =0. Fieny £ 0= dn;, = —Z—idng. Atunci

152 o (5'11—k)772—2512771772+(522_k)772 2
§d (,75 - 2 n? 1d772 -
. 5’11(1—77%)—25’127717724-522(1—ng)—kd 2 _
- ni Ch
_ 511+522*(51177%+2512771772+52277§)*kd 2 _ S11+522—2kd 2
= = N5 = - 7712 5 -

Dar
Sll + SQQ + tT(S>2 — 4A
kl 2 =

’ 2
si deci S11 4 Sa2 — 2k este sau pozitiv sau negativ.
Ca o consecinta avem

9.6. Formula Euler. Fie k1, ko curburile principale si €7, €5 vectorii principali ai lui M in P.
Daca € = cos e + sin 6és, atunci (fig.119)

kn(€) = k1 cos? 0 + ko sin? 6.

Vom utiliza acum curburile principale k1 (P) si k2(P) pentru a construi o aproximatie patratica
a suprafetei M in vecinatatea punctului P. Pentru aceasta presupunem ca:

(1) P este originea lui R3,

(2) TpM = 20y,

(3) vp = (1,0,0)p si Jp = (0,1,0) p sunt vectori principali.

In vecinitatea lui P suprafata M poate fi reprezentatd in forma z = f(x,y) pe care o orientim
cu ajutorul campului normal unitar (fig.120)

—ful— [T+ E

,M+ﬁ+ﬁ'

U=

<

Fig. 120

Din (1) si (2) rezulta f(0,0) = f2(0,0) = f,(0,0) = 0. De aceea avem urmatoarea aproximare
Taylor

1
2~ o (2% £22(0,0) + 22y fa (0,0) + 57 f,2(0,0)).
Prin calcul direct gasim
S(T) = fa2 (07 0)7+ f:cy (07 0)]_;
S(7) = f2y(0,0)7+ f,2(0,0).
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Din (3) si din teorema 9.5 deducem f;,,(0,0) = 0, f,2(0,0) = ki si f,2(0,0) = kz. Aceste
rationamete arata ca in vecinatatea punctului P suprafata M are aproximativ aceeasi forma cu
suprafata

1
z = 5(74311102 + kay?),

pe care o vom numi aproximarea pdatraticd a lui M in vecinatatea lui P.

Definitiile 9.3, 9.4 si teoremele 9.5, 9.6 au fost formulate pentru punctul P. Ele sunt valabile
In toate punctele din regiunea orientata a lui M, unde este definit cAmpul vectorial normal unitar
U. De aceea

P — ki(P), i=1,2,
vor fi doua functii reale ki, ko definite pe aceeasi regiune cu U. Aceste functii se numesc curburile
principale ale lui M.
9.7. Exemplu. Fie elicoidul drept M : * = ucosv, y = usinv, z = v, (u,v) € R% Ne
propunem sa gasim curbura normala si curburile principale in punctul curent al lui M. Pentru
aceasta reprezentam pe M in forma 7 = ucos vy + usinv)+ vk. Vitezele partiale sunt

Ty = cosvr+ sinw), 7, = —usinvr+ ucosvy+ k.

Deoarece 7, L 7,, o baza ortonormata a planului tangent in punctul curent al suprafetei este
formata din

€1 = ||Fl HF“ = cos v?'+ sin v},
€2 —_ ” 1 HF — —usinv?—&—ucosvj’—i—l;;

3
<t

v V14u2
Orientam pe M prin cAmpul normal unitar

- Ty X T sinv cosv u -
U= icg—=5= v — J+
||7’u><7“v|| \/I+U2 \/1+u2 \/1—|—’LL2
Avem

—>\ d 57 _ __wusinv = ucosv = 1 n
S(er) = _@U = T+w2)32t T @rw2)32d Ttz k.

>y — _ 1 df_ __ 1 cosv > sinv_ >
S@)=-rral = 7 («mz” ¢1+u29>'

De aceea gasim

Si1 = (S(€1),€1) =0, Soz = (S(e2),é) =0,
{

Siz = (8(&1), &) = (€1,5(62)) = — 17z
Fie
€ = cos 0¢] + sin 0€,.
Obtinem
o sin 26

f(0) = kn(e(0)) = s

si deci
. < k,(€(9)) < 1

Tru2 = O =12

adica
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10.9 Curbura Gauss

Fie M o suprafata si S aplicatia Weingarten. In acest paragraf vom da semnificatiile geometrice
ale determinantului si urmei operatorului S.

10.1. Definitie. Functia K = detS : M — R se numeste curbura Gauss a suprafetei M.
Functia H = % urma S : M — R se numeste curbura medie a suprafetei M.

Curbura Gauss K i curbura medie H se exprima cu ajutorul curburilor principale k1 si ks.

10.2. Lema. Curbura Gauss si curbura medie au respectiv expresiile

K = kyko, H:klng.

Demonstratie. Fie P un punct din M. Toate matricele ce se pot ataga aplicatiei Sp au
acelagi determinant si aceeasi urma. De aceea pentru gasirea determinantului si urmei lui Sp este
suficient sa alegem in planul tangent TpM o baza convenabila in raport cu care aplicatia Sp sa
fie reprezentata de o matrice simpla. Alegand drept baza vectorii principali €7, €5 din teorema 9.5
rezulta ca lui Sp 1i corespunde matricea

(" nim)

si astfel lema este evidenta.

Observatie. Daca U se schimba in —U, atunci k1 si ko se schimba respectiv in —ky, —ko,
curbura medie H se schimba in —H, iar curbura Gauss K raméne neschimbata.

In continuare vom da interpretarea geometrica a semnului curburii Gauss.
10.3. Interpretarea semnului lui K(P)

1) Presupunem ca in punctul P € M avem K(P) > 0. Din K = kjko rezulta ca ki(P) si
ko(P) au acelagi semn. Din formula Euler rezulta k,,(€) > 0 sau k,(€) < 0. Aceasta inseamna ca
in vecinatatea lui P suprafata se inconvoaie fie in sensul lui U , fie In sens contrar. Aproximarea
patratica a lui M in vecinitatea lui P este paraboloidul eliptic 2z = ki (P)z? + ko( P)y? (fig.121).

k,(P)<0

2) Presupunem K(P) < 0. Din K = kyko rezulta ca ki (P) si ko(P) au semne opuse. Aproxi-
marea patraticd a lui M, in vecinitatea lui P este paraboloidul hiperbolic 2z = k1 (P)z? + ko (P)y?.
De aceea in vecinatatea lui P suprafata aratd ca o sa (fig.122).
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UP) k(P)<0

Fig. 122

3) Presupunem K(P) = 0. Deoarece K = kikz, consideram urmatoarele doua cazuri:
(a) numai una dintre curburile principale este zero, de exemplu k1 (P) # 0, ko(P) = 0. In acest
caz, aproximarea patratica este cilindrul parabolic

22 = ki (P)x?

si deci, in vecinatatea lui P, suprafata M arata ca o albie (fig.123);

UP) kPy>0
k,(P)=0

S——

—
Voo
NS | S\

P

Fig. 123

(b) ambele curburi principale sunt zero

Aproximarea patratica se reduce la planul z = 0 si nu putem obtine nici o informatie cu privire la
forma lui M in vecinatatea lui P. Un punct P € M pentru care k1 (P) = 0, k2(P) = 0 se numeste
punct planar.

10.4. Exemple

1) Torul de rotatie este un exemplu de suprafata pe care avem de—a face cu cazurile 1), 2) si
3) (a).

In punctele regiunii A (fig.124) avem K > 0 deorece in aceste puncte torul se indeparteaza
fata de planul tangent. In punctele regiunii B avem K < 0 deoarece in vecinatatea oricarui punct
din aceasta regiune torul semana cu o ga. Pe cele doua cercuri care separa regiunile A si B avem
K = 0 deoarece de—a lungul acestor cercuri torul seamana (local) cu o albie.
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2) Punctul O(0,0,0) de pe suprafata (fig.125)
z =% — 329% = Re(z + i)

este un punct planar.
Punctul de intalnire a trei vai separate de trei dealuri este un punct planar.

y

Fig. 125
In continuare vom da formule pentru calculul functiilor K si H.

10.5. Lema. Daca vy si vo sunt doi vectori liniar independenti tangenti la suprafata M in
punctul P, atunct
S(U ) X S(’Ug) K(P)’Ul X 172,
S(U ) X 1)2 +Ul X S(’Ug) = 2H<P)171 X 172.

Demonstratie. Deoarece v si Us formeaza o baza a planului tangent Tp M putem scrie

S(_’l) = a171 + bﬁg
S(i) = ¢ty + dits.

(b 4)

este matricea lui S in raport cu baza v, 7. Gasim

Astfel

1 1
K(P)=detS =ad—bc, H(P)= 5 urma S = §(a+ d).
Folosind proprietatile produsului vectorial deducem
5(171) X 5(172) = (a’l71 + bUQ) X (0’171 + dﬁg) = (CLd — bC)Ul X Uy = K(P)Ul X Us.

Analog se gaseste relatia in care intra H(P).
Fie acum V; gi V5 doua campuri vectoriale liniar independente definite pe o regiune orientata
a lui M si tangente la M. In baza lemei precedente avem

S(Vy) x S(Va) = KVy x Vs,
S(V1) x Vo + Vi x S(Va) = 2HV; x Vs.

Deoarece campurile Vi gi V, sunt liniar mdependente adica HV1 X V2H2 > 0, iInmultind scalar ambii

membri ai acestor ecuatii cu campul normal Vi x Vs si utilizand identitatea Lagrange

(@ x b, x :‘ {a.c) {a,d) |

&

(b,c) (b,d)
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gasim o L
‘ (S(V1), Vi) (S(V1),Va) '
K= <S( _‘3)7‘:/:1> <€( _%,), _‘2>
< 1, 1> < 15 2>
<_)27 _‘1> <_'27 _)2>

<‘717‘71> <‘717‘72> '
(S(V2),Vh) (S(Vh), V)

(Vi, Vi) <‘71,‘72>‘ '
(Vo, Vi) (Vo,Va)

Evident functiile K si H astfel obtinute sunt diferentiabile. Daca functiile K si H sunt cunoscute,
atunci curburile principale sunt date de formulele din consecinta urmaéatoare.

10.6. Consecinta. Pe o regiune orientatd X din M curburile principale sunt date de
ki,ko=H++VH? - K.

Demonstratie. Relatiile rezulta din faptul ca

k k
K = kiko, H:1;2
si deci
H2 _ K = (kl — k2)2
—

Formulele precedente arata ca functiile k; si ko sunt continue pe . Aceste functii nu sunt
diferentiabile in punctele in care H? — K = 0, adic& in punctele ombilicale. Dacd ¥ nu poseds
puncte ombilicale, atunci functiile £y si k2 sunt diferentiabile.

Sa prezentam acum unele tipuri de suprafete.

10.7. Definitie. O suprafatd pentru care K = const se numeste suprafafd cu curburd con-
stanta. In particular suprafetele pentru care K = 0 se mai numesc si local euclidiene.

10.8. Exemple.
1) Suprafata de rotatie

z=—\/1—22—y2+sech 'a2+y2 2>0

numitd pseudosferd (fig.126) are curbura K = —1.
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2) Planul, cilindrul circular drept, conul fara varf, banda riglatd Mobius etc sunt exemple de
suprafete local euclidiene.

Suprafetele desfasurabile (adica suprafetele riglate pentru care campul normal este paralel in
R3 de—a lungul fiecirei generatoare) sunt local euclidiene.

Reciproc, suprafetele conexe, inchise (ca submultime in R?) si local euclidiene sunt desfigurabile.
De asemenea ele sunt local izometrice cu planul, adica exista o aplicatie definita pe suprafata
respectivd i cu valori in plan care pastreaza produsul scalar al vectorilor tangenti (izometrie
locala).

3) Sfera 2% + y? + 22 = 1 are curbura K = 1.
10.9. Definitie. O suprafata pentru care H = 0 se numeste suprafatd minimald.
Facem observatia ca suprafetele minimale au curbura Gauss K cel mult zero, deoarece din

k1 + ko
2

H =

=0 rezulta ki = —ko.

Exemplu. Elicoidul cu plan director (fig.127) este o suprafatd minimala.
Denumirea de suprafatd minimala provine din aceea ca, dintre toate suprafetele ce trec printr—o
curba inchisa, suprafata de arie minima are curbura medie nula.

(ucos v ,usin v ,0)

Fig. 127

10.10 Formele fundamentale ale unei suprafete

Fie V un spatiu vectorial euclidian real §i 7 : V' — V o transformare liniara simetrica.
Functiei 7 i se poate atasa forma biliniara simetrica

A:VxV =R, A w)=(T(),w)
si deci implicit forma patratica
Q:V =R, Q) =Av,v)=(T(v),v).

Forma biliniara simetrica A (implicit forma patratica @)) atasata unei transformari liniare simetrice
T contine exact aceeasi informatie ca si 7 deoarece 7 poate fi recuperata din formula

1

(T(0),w) = 31Q( +w) - Q) — Q)]

care este adevarata pentru orice vector v, w din V.
Fie M o suprafata, P un punct din M si TpM spatiul tangent la M in punctul P. Forma
biliniara simetrica I, asociata identitatii pe TpM, adica functia reala definita prin

Ip(ﬁ,w):<27,w>, v, € TpM,
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se numeste prima forma fundamentald a suprafetei M in punctul P. Se observa ca Ip nu este
altceva decat un produs scalar fiind restrictia produsului scalar din R3 la subspatiul bidimensional
TpM. Functia P — Ip se numeste prima forma fundamentald a suprafetei M si se noteaza cu
I. Geometria pe M derivata din prima forma fundamentala se numeste geometrie intrinsecd.
Continutul acesteia rezulta din faptul ca functia I, si deci cunoasterea produsului scalar pe fiecare
TpM, permite calcularea lungimii unui arc de curba de pe suprafata M, a unghiului dintre doi
vectori tangenti la suprafata M, a ariei unei portiuni din suprafata M etc. De exemplu, daca
«: [a,b] — M este o curba regulata, atunci lungimea lui « este data prin

() :/ab da

dt
Presupunem ca M este o suprafata conexa si notam cu 2 multimea curbelor regulate « : [a, b] — M
care unesc punctul P = a(a) cu punctul @ = «(b). Distanta de la P la @ se defineste prin

d(P,Q) = inf l(e).

Aceasta expresie defineste o distanta (metrica) d pe M si deci o suprafata conexa este un exemplu
de spatiu metric. Mai mult, topologia lui M determinatd de metrica d coincide cu topologia
originala a lui M (ca subvarietate).

Fie M o suprafata orientatd, P un punct din M si TpM spatiul tangent la M in punctul P.
Forma biliniara simetrica IIp asociata aplicatiei Weingarten Sp, adica functia reald definita prin

IIp(7,0) = (S,(5),w), @€ TpM,

dt.

se numeste a doua forma fundamentald o suprafetei M in punctul P. Forma patratica core-
spunzatoare se poate exprima prin

IIp(¥,%) = (Sp(¥),7) = (@ (to), U(P)),

unde a : I — M este o curbd din M pentru care a(to) = P, @' (to) = 7, iar U este campul vectorial
unitar normal la M. In particular, pentru ||#]| = 1, numérul I1p(%, 7) este egal cu curbura normali
a lui M in punctul P, in directia ¥. Functia P — IIp se numeste a doua forma fundamentald a
suprafetei M gi se noteaza cu I1. Cunoasterea acesteia este echivalenta cu cunoasterea aplicatiei
Weingarten. De aceea geometria pe M produsa de a doua forma fundamentala contine elemente
matematice ce permit descrierea formei suprafetei local sau global: curburda normala, curburi
principale, curbura Gauss, curbura medie etc. Desi toate acestea sunt introduse pornind de la
campul vectorial unitar normal pe suprafata M, adica de la un element care apartine calculului
din R3, totusi Gauss a demonstrat ci curbura care azi ii poartd numele este un element intrinsec
(se poate exprima cu coeficientii primei forme fundamentale). Proprietatile suprafetei M care nu
depinde numai de prima forma fundamentala se numesc proprietati rigide.

Primele doua forme fundamentale impreuna cu anumite relatii intre coeficientii lor fixeaza
suprafata M pana la o izometrie in R3.

Forma biliniara simetrica I11p asociata patratului aplicatiei lui Weingarten Sp, adica functia
reala definitd prin

I11p(0,%) = (S3(7), W) = (Sp(¥), Sp(W)), v, W€ TpM
se numeste a treia formd fundamentald a suprafetei M in punctul P. Aceasta determina functia

P — Illp, notata cu Il si numita a treia forma fundamentald a suprafetei M.
Formele fundamentale I, 1,111, curbura medie H si curbura Gauss K sunt legate prin relatia

11T -2H - I+ K-I=0.
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10.11 Formule de calcul

Fie M o suprafata. Ne propunem sa exprimam curbura Gauss K, curbura medie H si curburile
principale k1, k2 cu ajutorul unei harti in M. Fier : D — M o harta cu ajutorul careia reprezentam
o portiune r(D) din M. Acestei harti i atasam trei functii reale

E = <Fuafu>> F= <Fua77’u>a G = <77v77?v>

definite pe D. Functiile F si G sunt strict pozitive deoarece reprezinta patratele lungimilor vitezelor
partiale. Unghiul # dintre 7, si 7, depinde de F' (fig.128) deoarece

F = ||Fu]| |7y cos @ = VEG cos 6.

T

VG

=4

VE
Fig. 128

Functiile E, F' si G masoara modul in care r indoaie regiunea plana D pentru a realiza din
ea regiunea curba r(D) din M. Aceste functii determina complet prima forma fundamentala a
suprafetei. Intr-adevar, daca a si b sunt doi vectori tangenti la M in punctul r(u,v), atunci avem

(*) [i = alf’u —|— CLQ’I:;,, b = blfu —|— bng

si deci

- =

I(Ei, b) = <Ei, b> = Ealbl + F(ale + agbl) + Gang.

In particular, vectorul dif = 7,du + 7ydv este tangent la (D) si deci patratul elementului de arc
(al unei curbe de pe r(D)) este

ds® = (d7,di") = Edu® + 2Fdudv + Gdv®.

Acesta este indus de patratul elementului de arc din R3, ds? = dx?4-dy?+dz?, via dz = z,dutz,dv,
etc.
Fie o curba I' de pe suprafata M, data prin ecuatiile:

F:u=u(t),v=uv(t), tel

cu u si v functii derivabile.
Ecuatia curbei I' in spatiu va fi:

7 =7(u(t),v(t)),t € I. (10.1)

s(t) =/H?“u(U(t)»U(t))U'(t)+7"v(U(t>av(t))v'(t)Hdt, (10.2)
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unde am notat ||w|| = y/(w, w).
Elementul de arc al curbei va fi:

ds = /E(u(t), v(t) w2 (t) + 2F (u(t), v(t))u’ ()0 (£) + Gu(t), v(t))o'2()dt. (10.3)

Lungimea unui arc de curba de pe curba I', corespunzator lui ¢ € [a, b] este:

I = / VEu( Y2 (t) + 2F (u(t), v(®)u ()0’ (£) + G(a(t), v(t)v'2(t)dt. (10.4)

—~

Pentru o curba coordonata I'y, i arcul ei Ay As, cu v € [v1, v2], se obtine:
/ VGdv, (10.5)
Al 2

deoarece din ecuatia curbei I';, : © = ug rezulta du = 0.
Analog, pentru un arc de curba al curbei I',,, cu u € [ug,us], se obtine:

/ VEdu. (10.6)

A1A2

Sa aratam ca gi unghiul dintre doua curbe se poate exprima prin prima forma fundamentala.
Fie doua curbe oarecare de pe suprafata M, notate cu I'y si I's, date prin ecuatiile:

pl:{ u = u(t) , I‘Q:{ u = usg(t)

v =wv1(t) v = vy(t)

care se intersecteaza in punctul P(t), cu ug = uq(tg) = uz(to), vo = v1(to) = va2(to).

Unghiul dintre vectorii tangenti la cele doua curbe in punctul lor comun de intersectie se
numeste unghiul dintre cele doua curbe.

Vectorul tangent la curba I'y in punctul P este

., dv
E(to) Zruo%(t0)+?”/vo dl(tO)

Insi vectorul di(ty) = 7y du + 7y dv, cu du = u'y (t)dt,dv = v’y (t)dt este colinear cu 71 (tg).
Vectorul tangent la curba I's in punctul P este

Pe curba I'y vom nota simbolul diferentialei cu 6, deci 67 (tg) = 7, du+7"4, 00, cu du = w5 (t)dt, dv =
'5(t)dt este colinear cu 75(to).
Notam unghiul dintre curbe cu 8 si vom obtine:

{dr(to), o7 (to))
I dr(to) [[[ 67 (o) |l

cosf = (10.7)
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(P yodu + 7 py dv, 7y 0u + 74, 00)

Vdsv/ds
Eodudu + Fy(dudv + dvou) + Godvdv

cosf =

cost = , 10.8
\/E(]du2 + 2F0dudv + GodUQ\/E0(5U2 + 2F0(5U(5U + G06U2 ( )
unde EO = E(UO,U()), F() = F(UO,’U()), G() = G(UO,U()).
Conditia ca doua curbe de pe aceasta suprafata sa fie ortogonale este:
Eduéu + F(dudv + dvéu) + Gdvdv = 0. (10.9)
In particular, unghiul ¢ format de curbele de coordonate ale suprafetei este
F
COS P = —F—. (10.10)

VEG

Curbele de coordonate ale unei suprafete reprezentata parametric sunt ortogonale daca si numai
daca F(u,v) = 0,VY(u,v) € D. O parametrizare a suprafetei cu aceasta proprietate se numeste
ortogonald.

12.1. Traiectorii ortogonale. Fie C, : ¢(u,v,a) = 0 o familie de curbe pe suprafata
considerata. Vom determina o alta familie de curbe de pe aceasta suprafata, I'g, astfel incat orice
curba a familiei C, sa fie ortogonala pe orice curba din familia I'g. Folosim ecuatia familiei de
curbe data si o vom deriva In raport cu u. Se obtine sistemul de ecuatii:

o(u,v,a) =0
Yo + ‘val =0,

din care se elimina parametrul « si se obtine ecuatia diferentiala F'(u,v,v") = 0 care se poate scrie
sub forma explicitd v = %% = f(u,v). Conditia de ortogonalitate a familiilor de curbe, (10.9) se

U
. U
poate scrie sub forma:

dv v ov dv

si folosind ecuatia diferentiala verificata de curbele C,, putem scrie:

Gu) 2 + F (g—u ; f(u,v>) L E=0

adica ecuatia diferentiala:
4] F E
oo _ I+ B (10.11)
ou Gf+F

Solutiile acestei ecuatii diferentiale este familia de curbe I'g : x(u,v; 3) = 0.

Cu ajutorul vitezelor partiale 7, si 7, se construieste functia vectoriala
7 = i, X 7, care atageaza fiecarui punct (u,v) € D un vector perpendicular pe 7,7, In punctul
r(u,v) € (D). Avem

|Z|| = |7 X 7|l = VEG — F2 >0 (identitatea Lagrange).

Din punct de vedere local, functia Z poate fi privitd ca un cAmp vectorial normal pe r(D) C M si
cu ajutorul ei construim campul normal unitar
[j, _ Fu X 7_';)

170 % 7|
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Conform observatiile anterioare, calculul derivatelor covariante ale campurilor vectoriale definite
pe M in punctele curbelor parametrice ale hartii r se reduce la calculul derivatelor partiale in raport
cu u si v. Daca

77(“? U) = (:L'(u,’U), y(u?v)’ z(u,v)),
atunci
Ty = ("Euayuazu)a Ty = (IEU,yv,ZU)

si
u? = (xu27yu27zu2) = D»,‘-‘uT‘u,

3

uv — (Iuvayuvwzuv) = D'F’urv = Deru7

il

]

v2 = (%%yv?,%?) = Derv
sunt vectori legati in r(u,v).

Fie S aplicatia Weingarten atasata lui U. Cu ajutorul ei definim pe D alte trei functii reale

L= (S(7), Tu),
m = (S(7), 7)) = (Fu, S(7y)),
n = <S(Fv)7fv>

Deoarece 7, 7, constituie o baza a lui TpM, VP € r(D) C M, aceste functii determina unic a doua
forma fundamentald. Intr-adevar, daca @ si b sunt doi vectori tangenti la M in punctul r(u,v),
atunci avem exprimarile (*) si deci

II(@:, b) = <S(5f), b> =la1by + m(a1b2 + agbl) + nasbs.

In particular
(S(dF), dF) = ldu® + 2mdudv + ndv?.

Coordonatele lui S(7,) si S(7) in raport cu 7,,7, nu sunt simple din cauza faptului ca baza
7, §i 7, nu este In general ortonormata. Avem insa avantajul ca obtinem expresii simple pentru
curbura Gauss si curbura medie.

12.1. Teorema. Daca r este o harta in M, atunci

2

K(r) = ge2%,
_ Gl—2Fm+En
H(r) = S35 85"

Demonstratie. Expresiile lui K(P) si H(P) in functie de vectorii Vi (P) si Va(P) tangenti
la M in P sunt date in §10, lema 10.5. Dacii vectorii V;(P) si Va(P) sunt inlocuiti cu vectorii
7o (u, v), 7y (u, v) tangenti la M in r(u,v), atunci gasim pe K(r(u,v)) si H(r(u,v)).

Daca harta r reiese din context, atunci functiile compuse K (r) si H(r) vor fi scrise pe scurt K
si H.

Determinarea functiilor {,m si n pornind de la definitie este complicata. De aceea, urmand
ideea din lema 9.1, vom stabili nigte formule mai avantajoase din punctul de vedere al calculelor.
Deoarece

({U,7) =0
derivarea partiald in raport cu v (derivarea obignuita de-a lungul curbei de parametru v) ne da
a — — —

0 U,7w) = Uy, Tu) + (U, ).

:%<
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Pe de alta parte stim ca

si astfel gasim

—

m = <S(Fv)v7?u> = <U7 Fuv) = <(j’Fvu> = <FU7S(FU>>

Astfel am pus in evidentd o noud formuld pentru calculul lui m (fig.129) si am demonstrat ca
operatorul S este simetric.

1,
S —
e
T g
/ P b
{ 1
N~ B L@)fJ
\\// /ﬂ ///
Fig. 129

12.2. Teorema. Daca r este o harta in M, atunci

adica
ldu® + 2mdudv + ndv® = (U, d*7).

Demonstratie. Pentru [ se deriveaza 0 = (U, #,) in raport cu u, iar pentru n se deriveaza
0= (U,7,) in raport cu v.

Nota. Daca M : z = f(x,y), atunci

=+ _1;7_ j k — > JER— 1 =
G I 2 hd TR o) Dl (Sp(6),) = 2F(5,5),
1+ 2+ 2

¥ fiind un vector tangent la M.
Daca M : f(x,y,z) = 0, atunci

0= Jat+ fyJ +fzk’ Sp(v) = —Dgﬁ, (Sp(7),v)

¥ fiind un vector tangent la M.

! 02 £(7,7),
VJIEt e+ 12
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10.12 Curbe speciale pe o suprafata

Curbe principale

13.1. Definitie. O curba regulata o de pe suprafata M se numeste curbd principald sau linie
de curbura daca viteza sa @' determind in fiecare punct al curbei o directie principala.

Astfel curbele principale sunt traiectorii in directiile in care curbura normala a lui M devine
maxima sau minima.

13.2. Teorema. Directiile principale ale unei suprafete netede, intr-un punct nesingular P al
suprafetei sunt definite de ecuatia diferentiala:

E F G
l m n |=0 (10.12)
dv? —dudv du?

Demonstratie. Curbura normala in punctul P, cu exceptia semnului, are expresia:

_ldu? + 2mdudv + ndv?
- Edu? + 2Fdudv + Gdv?’

kn

. v .
Notam panta tangentelor la curbele care trec pe suprafata prin punctul P, cu w = T si atunci
putem scrie:
L+ 2mw + nw?
" E42Fw+ Guw?’

Curbura normala variaza in functie de w, este deci o functie cu variabila w, functie continua pe un
compact si 1si atinge marginile.

Vom determina punctele critice ale functiei k,,; vom calcula derivata ei in raport cu variabila
sa w gi o vom egala cu O:

+ nw [+ mw
ko (w) = 0 & k' (w) = 2 — . 10.1
(w) =0 (w) F+Gw FE+ Fw (10.13)

Vom obtine ecuatia:

Em — Fl+ (En — Gl)w + (Fn — Gm)w?* = 0. (10.14)
Aceasta ecuatie are doua solutii reale in toate punctele care nu sunt ombilicale si se poate scrie
sub forma:
E F G
l m n | =0,
w? —w 1

echivalenta cu cea din enuntul teoremei.
13.3.Directiile principale ale unei suprafete, cu exceptia sferei gi planului, sunt ortogonale.

Demonstratie. Conditia de ortogonalitate a doua curbe ale unei suprafete este:
Eduéu + F(dudv + dvéu) + Gdvév = 0,

care se poate scrie sub forma:

7 10.1
ou du 0 (10.15)

ov  dv ov dv
E+F|—+—
* (5u * du)
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Din ecuatia (10.14):
. B 6_1) i @ . En — Gl
= s T T T Fn—Gm’
ov dv Em — Fl

Wiz = Su du - Fn—Gm

care verifica conditia de ortogonalitate (10.15).

Prin orice punct al unei suprafete, cu exceptia sferei si planului trec cate doa linii de curburi,
reale gi ortogonale.

13.4. Liniile de curbura sunt curbe coordonate pe o suprafata daca si numai daca F' = 0 si
m = 0.

13.5. Teorema. Fie o o curba regulata din M si U restrictia campului normal unitar la c.
1) Curba « este principala daca si numai daca U’ gi &' sunt coliniari in fiecare punct.

2) Daca « este o curba principald, atunci

Demonstratie.

1) Curba « este principald daca si numai daca S(&’) si @ sunt coliniari. Pe de alta parte
S(a') = —U’ si astfel afirmatia devine evidenta.

—

/
2) Deoarece HO_[,—/H este un vector principal avem
a

o' a’ a’ (S(a),a") (a”, [7)
k1 sau kQan(T>:<S(_‘), — >: — = —
|| [l " [le’| a2 (a',a")

(vezi si lema 9.1).

Curbe asimptotice

Directiile tangente la suprafata M pe care curbura normala este zero se numesc directii asimp-
totice. Cu alte cuvinte un vector ¥ tangent la M este asimptotic daca si numai daca k(7) = 0,
adica (S(v),v) = 0.

Se mai poate spune ca directiile tangente intr-un punct al suprafata M, care anuleaza a doua
forma patratica a suprafetei sunt directii asimptotice ale suprafetei in acel punct.

13.6. Teorema. Fie P un punct din suprafata M.
1) Daca K(P) > 0, atunci in P nu exista directii asimptotice.

2) Daca K(P) < 0, atunci exista exact doud directii asimptotice in P. Bisectoarele acestor
directii sunt directiile principale. Unghiul dintre o directie principald si o directie asimptotica este
dat de (fig.150)

tg20 = —
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Fig. 130

3) Fie K(P) = 0. Daca P este un planar, atunci orice directie care trece prin P este asimp-
totica. Daca P nu este planar, atunci existd o singurd directie asimptoticd care este §i directie
principald.

Demonstratie. Totul rezulta din formula Euler
k() = k1 (P) cos® 0 + ky(P)sin?60, 6 € [0,27).

(1) Deoarece ki, ky au acelagi semn rezulta k, (@) # 0.

(2) Deoarece k; si ky au semne contrare, din ecuatia
2 .29
kicos® 0+ kosin® 6 =0

obtinem doua directii asimptotice.
(3) Daca P este planar, adica ki(P) = ko(P) = 0, atunci rezultd k, () = 0 si deci directiile
asimptotice sunt nedeterminate.
Daci ki(P) # 0, ka(P) = 0, atunci k, (@) = k1 (P) cos? § se anuleazi numai pentru 6 =

si deci U = €.

3T
72

bl 3

13.7. Definitie. O curba regulata « din M se numeste curbd asimptotica daca viteza sa &’
da in fiecare punct o directie asimptotica.

13.8. Teorema. Fie o o curba regulata din M si U restrictia campului normal unitar la o.

(1) Curba « este asimptotica daca gi numai dacd U’ si & sunt ortogonali in orice punct.

(2) Curba « este asimptotica daca gi numai dacd acceleratia sa &' este tangentd la M.

Demonstratie.

_}(1) CurPa « este asimptotica < k,(d') = 0 & (S(&'),d’) = 0, si tinand cont ca S(&') =

U < {U,d)=0.

(2) Derivéand pe (U,d') = 0 gisim

U, a"y+(U,a" =0

si deci (U,@) = 0« (U,a") =0.
Ecuatia diferentiald a curbelor asimptotice este:

ldu® + 2mdudv + ndv? = 0

o 2+ v
R m— —
du du ’

sau echivalent:
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unde [, m,n sunt coeficientii celei de a doua forme fundamentale a suprafetei.

Vom rezolva aceasta ecuatie de gradul al doilea in g—z, notam cu f1(u,v), fo(u,v) solutiile ei si

prin integrarea ecuatiilor diferentiale g—z = f1(u,v) ¢ g—z = f2(u,v) se vor obtine doua familii de

curbe asimptotice.

- Daca discriminantul ecuatiei de gradul al doilea m? — In > 0, atunci liniile asimptotice sunt
reale.

2

- Daca m* — In = 0, atunci liniile asimptotice sunt reale confundate.

- Daca m? — In < 0, atunci liniile asimptotice sunt imaginare.

Folosind coeficientii celei de a doua forme patratica fundamentala a suprafetei, putem clasifica
punctele acesteia astfel:

1. Daca m? —In > 0 in punctul P al unei suprafete, atunci prin P trec doua directii asimptotice
distincte si P se numeste punct hiperbolic.

2. Daca m?—In > 0 in punctul P al unei suprafete, atunci directiile asimptotice sunt confundate
in acest punct. Punctul P se numeste parabolic.

3. Daca m?—In > 0, directiile asimptotice nu sunt reale in acest punct, sunt imaginare conjugate
si punctul se numeste eliptic.

4. Daca T = atunci punctul se numeste ombilical.
m n

5. Daca [ = m =n = 0, atunci punctul se numeste planar.

13.9.0bservatie Daca o suprafata neteda are puncte eliptice si hiperbolice, atunci ele vor
fi despartite printr-o linie de puncte parabolice, numita linia parabolicd a suprafetei, de ecuatie
m? —in = 0.

13.10. Propozitie Orice punct ombilical al unei suprafete netede este punct eliptic

Demonstratie. Pentru un punct ombilical al suprafetei, conform definitiei are loc egalitatea:

E F G 1

I m n a

adici se obtine In—m? = a?(EG—F?). Cum suprafata nu are puncte singulare, rezulti In—m? > 0
gi deci punctul este eliptic.

13.11. Teorema. O suprafata M este minimald dacda si numai dacd in fiecare punct al sdu
exista doud directii asimptotice ortogonale.

Demonstratie. H(P) =0 < ki (P) = —ko(P) < (1)P este planar (si criteriul este banal) sau
T T T . o O e e .
(2) K(P)<0cuf = 11 + 5 ceea ce insemnd cd cele doua directii asimptotice sunt ortogonale.
13.12. Teorema. Daca M este o suprafata riglata, atunci K < 0. Suprafata riglata M este
local euclidiana (K = 0) daca si numai daca U este paralel de—a lungul fiecarei generatoare a lui
M (de—a lungul generatoarei avem si acelasi plan tangent).

Demonstratie. O dreapta @ = a +tb situati pe o suprafata este o curba asimptotica deoarece

&' = 0 este un vector tangent la M. Prin definitie, prin fiecare punct al unei suprafete riglate
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trece o dreapta care este continuta in suprafata. Astfel in fiecare punct avem cel putin o directie
asimptotica si in baza teoremei 13.3 rezulta K < 0.

Fie o 0 generatoare oarecare a lui M. Daci U este paralel de—a lungul lui «, atunci S (@) =
—U' = 0. Astfel a este o curba principala cu curbura normala &, (&') = 0 si deci K = kiks = 0.
Invers, pentru K = 0, din cazul (3) al teoremei 13.3 rezulta ca directiile asimptotice (si curbele)
din M sunt si principale. Astfel fiecare generatoare « este atat o curba principala, adica

S(@) = k(@)
cat si o curba asimptotica, adica k,(@') = 0. Rezulta

U =—-5(a") =0.

Geodezice

13.13. Definitie. O curba regulata o din M se numeste geodezica a lui M daca acceleratia
sa @ este normala la M.

Deoarece @' este normala lui M, un observator din M nu sesizeaza nici o acceleratie de—a lungul
lui «, adicd pentru un astfel de observator geodezica « este ca linia dreaptd pentru un observator
din spatiu. Se poate demonstra ca arcul de curba care da minimul distantei intre doua puncte pe
o suprafata este o geodezica (si reciproc).

Fie a o geodezica a lui M. Deoarece @” este normala la M, in particular avem

(@",d"y =0= (a',d") = const.

si deci viteza unei geodezice este constanta.

Desi definitia geodezicei unei suprafate este independenta de aplicatia Weingarten, totusi intre
elementele Frenet atagate unei geodezice gi aplicatia Weingraten exista o stransa legatura. Pentru
a pune in evidenta acest lucru, fie @ o geodezica cu viteza unu. Deoarece N = %/ este un vector
normal la M, avem

—N' = 8(a@) = S(T)

si in baza formulelor Frenet, gasim

—

S(T) = kT — 7B.

10.13 Aria unei portiuni de suprafata

Fie o o portiune dintr-o suprafata M C R3 reprezentata de imaginea functiei r : Dy — M, adica
o = r(Dy), unde Dy este un dreptunghi inchis, iar r : D — M, D = intDj este o hartd. Dorim
sa definim aria lui ¢ = r(Dy). Fie 7 = r(u,v), (u,v) € Dy ecuatia vectoriala a lui r(Dy) = o.
Liniile de coordonate impart pe ¢ in patrulatere curbilinii. Dintre acestea alegem pe cel marginit
de curbele (u), (v), (u+ Au), (v+ Av) (fig.131).
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Aria patrulaterului curbiliniu PQRS se aproximeaza cu aria paralelogramului rectiliniu construit

in planul tangent Tp M pe vectorii 7, Au si 7, Av. Astfel
Aria  PQRS = [|[Fy Au X T, Av|| = ||Fy X 7y || Aulv

si
Aria 0 =) Arla PQRS =) ||F\y x 7| AuAw.

Aceste observatii ne permit sa spunem ca simbolul

do = ||y X 7yl|dudv = /7272 — (7,7, )2dudv = / EG — F2dudv

este elementul de arie al portiunii o. Aria lui o se defineste ca fiind integrala
A= // do = // V EG — F2dudv.
loa Do

Daca o este data cartezian explicit prin z = f(z,y), atunci

do = /1 +p? + ¢*dxdy
si

A= // V1+p?+ ¢?dxdy.
Do

Fie M o suprafata si o; C M un numar finit de imagini de tipul r;(Dg;) care nu au in comun

decat frontierele do;.
Prin definitie, avem

Aria(alLJag...Uak):Z// do.
k Yok

14.1. Exemple.

1) Fie o sfera de raza R. Ea poate fi privita ca fiind imaginea lui
D:0<p<m0<60 <27 prin

z Rsin ¢ cos 6
y = Rsinpsind
z = Rcosp
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si VEG — F?2 = R?. Astfel
™ 27
A= / / RZ%sin pdpdf = 47 R?.
o Jo

2) Fie torul de raze R > r > 0:

x = (R+rcosu)sinv
y = (R4 rcosu)sinv
z = rsinu, (u,v) € [-m,m| X [—m, 7]
Sa se arate ca
A = 4m*Rr.

10.14 Subvarietati ale lui R"

Fie R™ spatiul euclidian canonic cu n dimensiuni.

15.1. Fie m < n doua numere naturale. Incluziunea canonica R™ C R" este (x1,...,2;) —
(1., %m,0,...,0). Uneori se scrie R” = R™ x R"~"™.

O submultime M a lui R" se numeste subvarietate de dimensiune m daca satisface una dintre
urmatoarele conditii (echivalente):

(1) pentru Vax € M existd o multime deschisa D din R™ care contine pe z si un difeomorfism
f:D — f(D) C R™ astfel incat f(DNM) = f(D)NR™;

(2) pentru Vx € M exista o multime deschisd D din R™ care contine pe x si n — m functii
diferentiabile f; : D — R, i = 1,2,...,n—m astfel incat vectorii grad f;(x) sa fie liniar independenti
si

MNnD=A{xz|zeD, fi(z)=0,.., fa—m(z) = 0};

(3) pentru Vx € M existd o multime deschisda D din R™ care contine pe x si o submersie
f:D — R" ™ astfel incat M N D ={x |z € D, f(x)=0};

(4) pentru Vz € M exista o multime deschisa D din R"™ care contine pe = = (z1,...,Z,), O
multime deschisa E din R™ care contine pe © = (z1,...,2y,) si n — m functii diferentiabile h; :
EF—R, i=1,2,...,n—m, astfel incat, abstractie facand eventual de o permutare a coordonatelor,
M N D sa fie graficul aplicatiei (hy,...,hp—m): E — R"™™;

(5) pentru Vz € M exista o multime deschisa D din R™ care contine pe x, o multime deschisa
E din R™ si o imersie injectiva ¢ : E — R™ cu imaginea M N D si cu inversa ¢! : M ND — E
continua.

Daca in fiecare dintre aceste definitii utilizam functii de clasa C?, atunci M se numeste subva-
rietate de clasa CP.

Numarul natural n — m se numeste codimensiunea subvarietatii M.

15.2. Subvarietatile de dimensiune 0 sunt multimile de puncte izolate din R™. Subvarietatile
de dimensiune 1 se numesc curbe, iar subvarietatile de dimensiune 2 se numesc suprafete.

Subvarietatile de codimensiune 0 sunt multimile deschise din R™. Subvarietatile de codimensi-
une 1 se numesc hipersuprafete.

15.3. Fie M o subvarietate a lui R" de dimensiune m. O functie diferentiabila h: D — R” cu
proprietatile
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1) D este o submultime deschisa din R™,

2) h(D) C M,

3) h este o imersie injectiva,

se numeste harta in M.

Daca h este numai imersie, atunci h se numeste parametrizare a regiunii h(D) din M. Conform
lui 15.1 (5) orice punct x € M admite harti h : D — M astfel incat x € h(D).

15.4. Fie M o subvarietate a lui R™. Un vector v din R™ se numegte tangent in x la M daca
exista o curba din M (o aplicatie diferentiabila oo : I — M, I =interval deschis din R) pentru care
aty) =z, o/ (tg) = v, tg € 1.

Multimea vectorilor din R™ tangenti la M in x este un subspatiu vectorial al lui R™ de dimen-
siune m, numit spatiul tangent la M in x si notat cu T, M.

Multimea T'M = U_,,T, M se numeste fibrarea tangentd a lui M. Aceasta este o subvarietate
a lui R?" de dimensiune 2m.

15.5. Fie M o subvarietate a lui R” i « : I — M o curba din M. Restrictia « : [a,b] —
M, la,b] C I, se numeste segment de curba in M.

O subvarietate M de clasa CP, p > 1, se numeste conexd daca Vz,y € M exista un segment
de curba in M care uneste pe x cu y.

15.6. O submultime M a lui R™ se numeste subvarietate de dimensiune m, cu frontiera,
daca pentru Vz € M exista o multime deschisa D din R™ care contine pe z si un difeomorfism
f:D — f(D) C R™ astfel incat

F(DNM) = f(D) N (H™ x {c}),

unde
Hm:{(xlw-wxm)e]Rmv JimZa} §1 ce R* ™,

Multimea OM = {x | * € M, f(x) € R™! x {a} x {c}}, numitd frontiera lui M, este o
subvarietate de dimensiune m — 1. Multimea M —0M , numita interiorul lui M, este o subvarietate
de dimensiune m.

Spatiul tangent T, M se defineste ca si pentru o varietate fara frontiera.

15.7. Hipersuprafete cu frontierd. Fie M o hipersuprafati in R”. O hipersuprafati cu
frontiera in R™ poate fi definita astfel

M:{x€M|g1($)éCl,...,gk(x)SCk}, unde gl:"'agk:M_)R

sunt functii diferentiabile cu proprietitile g; '(c;) N 9; Yej) =0, Vi jsigradgi(z) #0,Vx €
g; ' (c;). Frontiera lui M este

k
oM = | g; M (eo) (M.
i=1
Daca hipersuprafata M este caracterizati prin ecuatia

f(x) =0 (grad f(z) #0, Vo € M),

atunci
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si
T,.M ={veT,R"|(v,Vf(z)) =0}.

Un vector v € T, M, x € OM C M (adici € g; *(c;) pentru anumiti i) se numeste
)) >0
) <0,
3) tangent la frontiera daca (v, Vg;(z)) =0,

4) normal la frontierda daca (v,w) =0, YVw € T, M NT,0M.

15.8. Fie M o hipersuprafata a lui R™ cu sau fara frontiera. Un camp vectorial normal unitate
U pe M se numeste orientare a lui M.
Notiunea generala de orientare va fi data in capitolul 4, §10.

1) orientat catre exterior daca (v, Vg;(x

2) orientat catre interior dacd (v, Vg;(x

10.15 Probleme propuse

1. Fie functia r : D — R3, r(u,v) = (cos 2mu, sin 27ru, v). Si se arate ci r este o harti proprie si
ca r(D) este suprafata

M:22+4*=1, -1<z<1,y>0, zeR.

2. Fie imersia
rix=wucosv, y=sinv, z=aln(u+Vu?—a? a >0, u€ [a,00), v ER.

Sa se determine curbele de pe suprafata r([a,00) x R) care intersecteaza curbele v = vy sub un
unghi constant.

3. Se considera functia
r:R? = R3, r(u,v) = (14w, u+u?v, u? +u3v).

1) Sa se arate ca r(R?) este o suprafati conici;
2) Si se giseasca ecuatia carteziana a lui r(R?).
4. O suprafatd care admite simultan parametrizarile

™(u,v) = d(u) +v6(u) i F(u, v) = F(v) + uélv)

se numeste dublu riglatd.
1) Sa se arate ca orice suprafata dublu riglata este o cuadrica;
2) Se considera harta r definita prin

1 1 2
x:a(u+—>,y:b(u——),z:—u,uER,vER\{O}.
v v v

Sa se arate ca imaginea r(R x (R\{0})) este o suprafata dublu riglata. Sa se determine curbele
coordonate ale suprafetei si ecuatia carteziana a suprafetei.

5. Si se construiascid multimile de nivel M = f~1(c), pentru f(z,y,2) = 2% +y? — 22 &
c1 = —1, co =0, c3 = 1. Pentru fiecare dintre ele sa se cerceteze in care puncte P spatiul tangent
este [Vf(P)]*.
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6. Fie suprafata M : 2%y”2Y = 1, a,3,7 € R. Planul tangent la M in punctul (zg, 3o, z0)
intersecteaza axele de coordonate respectiv in punctele A, B, C'. Sa se arate ca punctul (xg, yo, 20)
este centrul de greutate al "maselor” «, 3, aplicate respectiv in A, B, C.

7. Fie D C R? multime deschisa si conexa, iar r : D — R3 o parametrizare. S& se arate c
daca normala la suprafata (D) are directia fixa, atunci suprafata este o parte a unui plan. Sa se
verifice acest rezultat pentru

1) r:RAO{(0,0)} — R, 7r(u,v) = (u? + 0%, wv, (u+v)?),
2) r: R2\{(u,v)/u >0, v >0, u—v >0, u—3v>0}—>R3,

r(u,v) = ((u — )2, u? — 307, g(u - 21})) .

8. Suprafata generata prin rotirea unui cerc in jurul unei axe continuta in planul cercului (care
nu intersecteaza cercul) se numeste tor.
Fie a > b > 0 si functia 7 : R? — R? definits prin

r(u,v) = ((a + bcosv) cosu, (a+ bcosv)sinu, bsinwv).

1) Sa se arate ca r este o parametrizare a torului, dublu periodica si sa se determine ecuatia
carteziana implicita..
2) Sa se arate ca torul este o suprafata conexa gi compacta.

9. Fie suprafata M : z = f(x,y) orientata prin alegerea campului normal unitar

_fmf_ fyj+ E
I+ 2+

Presupunem ca f(0,0) = f;(0,0) = f,(0,0) = 0.
1) Sa se arate ca 7'gi 7 sunt vectori tangenti la M in (0,0,0).
2) Sa se arate ca

U=

5(7) = fzy(ov O)T"i_ fy2 (07 O)j

10. Fie M = f~1(1) unde f(z,y,2) = —2% + y* + 22. Si se orienteze suprafata M. Si se
determine curbura normald a suprafetei in punctul P(0,0,1), in directia ¢, unde ¥ este un vector
unitar, ¥ € TpM. Cazuri particulare:

1)17 7=(1,0,0);
) 7 j 010

()

11. Fie k1, ko, curburile principale ale suprafetei S de separatie a unui lichid. Presiunea normala
p, pe elementul de suprafata, intr—un punct oarecare, este data de ecuatia Laplace o (k1 + k2) = p,
unde o este tensiunea superficiald, considerata constanta. Sa se afle presiunea p cand S este:

1) Suprafata Enneper

@l
Il

x:Re/(l—t2)dt, y:Im/(1+t2)dt, z:Re/2tdt, (t =u+iv, 2= -1).
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2) Saua: z = zy.

12. Fie suprafetele
1) M :z=¢€*"W —1,2) M : 2 = Incosxz — Incosy, 3) M : z = (z + 3y)3. Sa se determine
curburile principale si aproximarea patratica a suprafetei M in jurul lui (0,0, 0).

13. Fie harta Monge r : ¢ = u, y = v, z = f(u,v). Sa se arate ca
E:1+f3a F = fufv, G:1—|-f3,

_fuu _fuv _fvv
= = n = "—-

b= m=3 W

unde W = /1 + f2 + f2.

14. Sa se arate ca lungimea imersiei (suprafata Enneper)

3 3
u v
R = R3, r(u,v) = (u— — +w?, v— — +u?v, u? —v?
) Y 3 ) 3 ) Y
este o suprafata minimala.

15. Pseudosfera. Fie a(u) = (z(u), y(u)), unde

u

x(u) = / Vi—e2 ylu)=e " u>0
0
si fie M suprafata de rotatie obtinuta prin rotirea lui o in jurul lui Ox. Sa se arate ca M are
curbura Gauss K = —1.

16. O suprafatd pentru care K/d* = const, unde K este curbura Gauss pe suprafata, iar d
este distanta de la un punct fix la planul tangent intr—un punct oarecare al suprafetei, se numeste
suprafata Titeica. S& se arate ca M : xyz — 1 = 0 este o suprafata Titeica si ca este conexa.

17. Se considera imersia definita prin

. . T U s
T = CoSUCOSV, Yy = cosusinv, z =sinu — Intg <Z +§>, u € <0,§>, v e R.

Sa se determine liniile de curbura si liniile asimptotice al suprafetei
T
( (o, —) x R).
(03

18. Fie P centrul masei punctiforme m, care se misca pe o suprafata cu acceleratia a si fie N
reactiunea (normald in P la suprafatd). Daca asupra particulei P nu actioneaza forte exterioare,
atunci sa se arate ca P descrie o curba «, care este o geodezica a suprafetei.

19. Sa se gaseasca aria benzii Mobius riglate:

x:cosu+vcosucos§, y281nu—|—v51nucos§, z:smi,

€ [0,27], v € L1
U , 27|, v 25|
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20. (Fibrarea tangenta). Fie M o hipersuprafata a lui R™ orientata prin campul normal unitar
U. Sa se arate ca

T™M ={(z,v) |z € M, (v,U) =0}
este o subvarietate de dimensiune 2n — 2 in R2™.

21. (Fibrarea sferica). Fie M o hipersuprafata a lui R” orientata prin caAmpul normal unitar
U. Sa se arate ca

™M ={(z,v) |z € M, (v,U)=0, (v,v) =1}
este o varietate cu 2n — 3 dimensiuni in R2".

22. Sa se verifice ca semisfera

S =A{(z1, 22, 23) | (x1,22,23) € R3, x% +x§ —{—x% =1, 23 >0}

este o suprafata cu frontiera in R3. Fie ( ) un punct de pe frontiera. Sa se scrie ecuatia

1 1 0
V2' V2
planului tangent la S in acest punct si apoi sa se expliciteze un vector tangent la .S orientat catre
exterior, unul orientat catre interior, unul tangent si unul normal la frontiera.
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Capitolul 11

Algebra si analiza tensoriala

11.1 Vectori contravarianti si vectori covarianti

Fie V un spatiu vectorial real de dimensiune n. Elementele lui V' se numesc wvectori contravariants
si se noteazd cu vy, va, . .. In raport cu o bazit B = {e;, i = 1,...,n} orice vector v € V se scrie unic
in forma v = v'e; (regula Einstein de insumare). Numerele reale v* se numesc componentele con-
travariante ale lui v. Izomorfismul, sistem de coordonate liniar, f : V — R", f(v) = (v!,...,v")
da nagtere la o structura diferentiabila tipica pe V.

Trecerea de la baza B = {e;} la baza B’ = {e; } este descrisa de relatiile

B .
ei/:A;lei, 1 :1,...,7?,.

i) y . . A . i/
Daca v* sunt componentele vectorului contravariant v in raport cu baza B si v* sunt componentele
lui v in raport cu baza B’, atunci
, L
vt = A v,

unde ) )
ioqd g AT s T o
yA; = 0;, yAj =0j, 6; = simbolul Kronecker,

. v . y . -/ . . . . i3
adica matricele [A} ] si [A} ] sunt inverse una alteia. O transformare liniara w : V' — R se numeste
1-forma sau vector covariant. Reamintim ca liniaritatea functiei w insemna

wu4v) =wu)+wl), wku) =kw(u), Yu,veV,VkeR.

Spatiul vectorial £L(V,R) al tuturor 1-formelor definite pe V' si cu valori in R se numeste dualul lui

V si se noteaza cu V*. Elementele lui V* se noteaza cu w',w?, .. ..

Fie B = {e;} o baza a lui V. Orice transformare liniara w € V* este unic determinata unic de
n numere reale w; = w(e;). De fapt v = v'e; si w(v) = w(vie;) = viw(e;) = viw;. Mai mult, cele n
1-forme e’ definite prin
ei(ej) = 5;‘7

constituie o bazd B, = {e‘} a lui V* gi w = w;e’. Prin urmare spatiul vectorial V, are dimensiunea
n. Multimea B, C V* se numeste bazd duala bazei B C V. Numerele reale w; se numesc compo-
nentele covariante ale lui w. Trecerea de la baza B, = {e'} la baza B, = {e'} este descrisi de
formulele

el = A?ei, i,i' =1,...,n.

231
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Daca w; sunt componentele vectorului covariant w in raport cu baza B, iar w;s sunt componentele
lui w in raport cu baza B’,, atunci

Wi = A;/ Wi .

Fie v un vector din V' §i w un vector din V*. Dacd fixdim pe v, atunci functia f, : V* —
R, fo(w) = w(v) este o 1-forma pe V* gi deci un element din V**. Intr-adevar, Vki, ko €
R, Vw!, w? € V*, gasim

fv(klwl + k2w2) = (klwl + k2w2)(v) =
= kiwl(v) + kaw?(v) = k1 fo (W) + ko fo (w?).

Fiecarui vector v € V' i se poate ataga 1-forma f, din V**. Sa aratam ca functia v — f, este un
izomorfism de la V' la V**. Mai Intai observam céa este o transformare liniara,

fk1v1+k2v2 (w) = w(kwl + kgvg) = klw(vl) + kgw(vg) =
= klf'Ul (w) =+ kavz (w) = fk1v1+k2v2 = klfvl + k2fv2-

De asemenea se observa ca f, = 0 < v = 0, iar dim V = dim V* = dim V**. Astfel functia,
v — f, este o bijectie si deci un izomorfism de la V' la V**. In consecinta, daca f este o 1-forma
pe V*, atunci exista un vector unic v € V astfel incat f(w) = w(v), Vw € V*.

Deoarece v — f,, este un izomorfism canonic de la V' la V** se obignuieste ca f, sa se identifice
cu v si deci V** sa se identifice cu V. In acest sens spunem ca V este dualul lui V* sauca V si V*
sunt duale unul altuia.

Avand in vedere identificarea lui V** cu V, bazele B = {e;} si B, = {e'} sunt duale una alteia.

11.2 Tensori

Fie V un spatiu vectorial real de dimensiune n si V* dualul sau. Elementele lui V' le notam cu
V1,2, ..., iar elementele Iui V* le notdm, cu w',w?,.... Ne propunem si extindem notiunile de

vector contravariant si vector covariant. Pentru aceasta notam

V*x ... xV* (pfactori) = V™, V x...x V(qfactori) = V7.

2.1. Definitie. Un tensor de tipul (p,q) pe V, unde p,q € N, este o functie

T:VP*x VIR,

1

(W WP, vy, vg) = T(Wh WP, 1, y)

liniara in fiecare argument (multiliniard). Numarul p se numeste ordin de contravarianta, q se
numeste ordin de covarianta, iar p + q se numeste ordinul tensorulus.

Multimea tuturor tensorilor de tipul (p,q) pe V' se noteaza cu 7P (V) si este un spatiu vectorial
real de dimensiune n?*¢ (pentru dimensiune vezi teorema 2.3). Tensorul zero din 7P (V') se defineste
prin

O(w!, .. wP vr, .. 0,) =0, V!, . wP € VF Yoy, ... 0, € V.
Evident 7.0(V) = V* si se accepta identificarile 70(V) = R, 7,/(V) = V, adica tensorii de ordinul
zero sunt numere reale, iar tensorii de ordinul unu sunt vectori contravarianti (elementele lui V)

sau vectorii covarianti (1-forme, elementele lui V*). Spatiul vectorial al tuturor formelor biliniare
se identifica cu 7)(V).
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Identificarea 7t (V) = V impune definitia v(w) = w(v), v € V, w € V*.
2.2. Definitie. Fie 7P(V), 77(V), TZ (V). Functia

©:TP(V) x I/ (V) — T (V)
definitd prin
S®T<w1,--.,wp+r7 Ul,...,vq+s) =
=S(wh . WP vy, v ) T (WP WP v, Vs

se numeste produs tensorial.
Se observa ca produsul tensorial este o aplicatie biliniara si asociativa, adica

(k151 +k252) T = k1S1 @ T + kaSo @ T,

S@(lel-f-kng) =k1SQT| + koS ®Ts, ki,ko €R,
S®(TeR) = (S®T) DR,

Asociativitatea permite extinderea definitiei produsului tensorial la un numar finit de factori.
In continuare determinam dimensiunea spatiului vectorial utilizand baza obtinuta prin produs
tensorial din bazele B C V si B, C V*.

2.3. Teoremi. Dacd {e;, i = 1,...,n} este o bazd a lui V, iar {e/, j = 1,...,n} este baza
duala in V*, atunci multimea

{eil®...®eip®ej1®...®ejq, Wyeneslpy J1yeeosdqg=1,...,n}

este o0 bazd a lui TP(V'), numitd baza produs. Deci dimTP (V) = nPT9.

Demonstratie. Multimea din teorema este liniar independenta. Intr—adevir, relatia

jll.‘.jgeh ®...0e, e ®...0e =0 (tensorul zero)

scrisa cu conventia Einstein de insumare, implica

0 —le_._j:eil ®...®€Z‘p®631 ®...®€J‘1(6 L...,e P,ell,...,elq) =
_ mtlelp ) k ) k ; ; o
=T; v (e™) .. e, (e™)el (er,) ... €1 (e,) =
- il...ip k1 kp J1 jq o kl...kp _
T i) "'6ip6l1...6lq_1—}1-~~lq ,kl,...,]{}p, ll,...,lq—l,...,n.

- j1~~~]q i1

Sa aratam ca multimea din teorema genereaza pe 7P(V). Pentru aceasta fie T € TP(V) si
i1..0p i i ) ] v . i1..lp ) ) j
numerele reale T;/ " = T(e",... e, ej,...,¢;,). Gasim T} ""e;, ®...Q®€, @ ®...®
ela(ebr, . €M e, . e,) =T(eM, ... e, e, ... e,). Deoarece T este multiliniar, iar {e;}, {e’}
sunt baze duale, ultima relatie implica
i1 : o _
T; 't ®...Q¢€;, @eh ®...0e(w, ..., wP, vi,...,0q) =
— 1 1 *
=T(wh...,wP, v1,...,0q), Yw',...,wP € V* Vuq,...,05 € V.

Deci o
11...2 y ]
T:le...j:eil ®..Q0¢e, Qe ®...0,
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unde numerele reale

i1edp i1 % . )
Ty =T(e",...,e", ej,...,ej,)

sunt componentele (coordonatele) tensorului T in raport cu baza produs.

p

Fie S 1 jp componentele lui S, fie Tl1 i

tensorllor kS S+Tsi S®T sunt respectlv

componentele lui T si fie K € R. Componentele

i1eip  qi1eeip i1eip  qiteip ke K
ijL“jq’ Sj1~-~jq +Tj1~--jq’ Sj1~~~jq Tl1---lq

Fie {e;, i =1,...,n} si {es, i’ = 1,...,n} doudl baze in V si respectiv bazele duale {e’} si {e’ }
in V*. Schimbarea bazelor este descrisa de relatiile

-/

. . .
e =Aj e, e =A; €,

unde

i pi_ si i qi i
AZ AJ/ — 5]/7 A,L/Aj — 5]-
Corespunzator,

., y
6i11®...®6i/p®631®...®6]‘1:

i -/ j/ . .
Al ...A;ij.ll...quq €, ®...0€, e ®...Qel.

i1

Aceasta implica
g :
= A", wy = Az/wj
si in general

Thl = AL LA AR LAY T

J' tp T Jq
Aceasta din urma poarta numele de regula de schimbare a componentelor unut tensor la o schimbare
a bazei. Se observa ca schimbarea pentru indicii de covarianta se face cu ajutorul elementelor

matricei A = [Az] in timp ce schimbarea pentru indicii de contravariantd se face cu ajutorul
matricei A~1 = [A7].

Flew:Vx...xV =R, (v1,...,94) = w(v1,...,v,), un tensor de tipul (0,q). Acesta se
numeste

1) simetric daca valoarea sa ramane aceeasi pentru toate permutarile posibile ale argumentelor,

2) antisimetric daca valoarea sa dupa orice permutare a argumentelor este produsul dintre
valoarea Inainte de permutare si semnul permutarii.

2.4. Definitie. Fiep >0, ¢ >0, s=1,...,p; t=1,...,q. Aplicatia
try  TP(V) = T3 (V)

definita prin

n
i 1 —1 _ 1 s—=1 _k s -1
triT)(w, ... WP ,vl,...,vq,l)—g T(w,...,w" ", ¥ w ... WP
k=1
V1y...,Vt—1, €k, Ut7"'7vq—1)a

unde {e;} este baza lui V, iar {e’} este baza duald din V*, se numeste contractie.
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Pe componente contractia actioneaza astfel

Q1. zp 1 i1..0s—1Kis...ip_1
<t T ZTj1~~-jt—1kjt~~jq—1'

Exemple. 1) Daca T ; sunt componentele unui tensor mixt de ordinul doi, atunci T} = T} +
.+ T este un tensor de ordinul zero (numér real). Evident T} este urma matricei ale cirei
elemente sunt componentele T;.

2) Fie T]?k un tensor de tipul (1,2). Contractand pe ¢ cu j obtinem vectorul covariant Tfk,
contractand pe i cu k obtinem vectorul covariant T;l

11.3 Ridicarea si coborarea indicilor

Presupunem ca V este un spatiu euclidian. Produsul scalar (,) pe V este un tensor covariant de
ordinul doi (forma biliniarad), simetric si pozitiv definit. Aceasta se numeste metrica riemanniand
pe V. Metrica induce transformarea liniara nesingulard (izomorfism) G : V. — V* G(u)(v) =
(u,v), Yo € V. Fie G~1 inversa lui G; dacid w € V*, atunci (G w,v) = w(v).

Fie {e;} o bazd ortonormata in V. Daci notam G(e;) = €', i = 1,...,n, atunci G(e;)(e;) =
(ei,ej) = i, adicd e (e;) = d;; = (0%). Rezultd cd multimea {e'} este baza duald in V*.

Fie {e* ®e!} baza in 7°(V). Metrica riemanniana si transformarea liniara nesingulari asociata
G sunt caracterizate prin matricea [gy;| simetrica si pozitiv definita. Inversa lui (gk1) este o matrice
simetrica, pozitiv definita, si se noteaza cu (g*); deci gp g™ = 7. Daca v¥ este un vector din V,
atunci gx;v"* este un vector din V*; daci wy, este un vector din V*, atunci g*'w;, este un vector din
V. Acestea se extind prin definitiile care urmeaza.

3.1. Definitie. Fies=1,...,p; t=1,...,¢si T € TP(V). Functia definita prin

Got : TP (V) = T (V),

g+1
T 1 p—1 T 1 s—1 s p—1
(GstT)(w', ... w70 v, vg1) =T (W, oo, w 0, G(0y), W, WP
vl;---aﬁtv"'vvq-‘rl)a

unde semnul ~ inseamna ca argumentul respectiv lipseste, se numeste cobordarea indicilor.
Pe componente,

te
(Ged D)0 s s = 958

Jt—18Jt+1---Jq+1 cJt—1Jt41-Jg1”

Analog, utilizand pe G~!, se defineste ridicarea indicilor.

[zomorfismul G permite identificarea lui V' cu V*. De asemenea prin intermediul coborarii si
ridicarii indicilor el induce un izomorfism intre 7P(V) si 77(V). In acest context vorbim despre
componentele contravariante, mixte sau covariante (dupa caz) ale aceluiasi tensor. De exemplu,

" g™ Tk, ¢"Tix, Tix

sunt respectiv componentele contravariante, mixte gi covariante ale tensorului de ordinul doi T' =
Tire' @ e,
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11.4 Campuri vectoriale

Fie M o multime deschisa din R™. Multimea F (M) a tuturor functiilor reale (campurilor scalare)
diferentiabile de clasa C°° definite pe M este un spatiu vectorial real. Deoarece inmultirea functiilor
reale este o operatie R—biliniara, comutativa, multimea F (M) este o algebra comutativd.

Fiex = (z,...,2") € M si f € F(M). Unui vector X, tangent la M in punctul z i se asociazi
numarul

Xe(f) = & o+ X)
t=0

numit derivata lui f in raport cu X, sau derivata lui f dupa directia X,. Derivata dupa o directie
are urmatoarele proprietati

Xo(af +bg) = aX.(f) + bX.(g)
Xa(f9) = (Xe(f)g(z) + f(2) X (g)
(aXy +0Y,)(f) = aXa(f) + bYa(f),

unde X, Y, sunt vectorii tangenti la M in punctul z, a si b € R, f,g € F(M).

Sa privim acum lucrurile dintr—un alt punct de vedere. Se observa ca daca dam regula f —
X (f), atunci X, este bine determinat. Astfel suntem condusi la urmatoarea definitie care este
potrivita pentru teoria campurilor vectoriale.

4.1. Definitie. O functie X, : F(M) — R cu proprietatile

Xo(af +bg) = aX,(f) + bX.(9)
Xo(f9) = (Xa(f))g(2) + f(2)Xa(9),

unde a,b € R, f,g € F(M), se numeste vector tangent la M in punctul x.

In acest context se observil c& functia definits prin O, (f) = 0, Vf € F(M) deci vectorul zero,

ca si operatorii de derivare partiala —| ... i

> > 83;1 I’ ) 8']:” "
asemenea, daci f = g = 1, atunci X, (1) = 2X,(1) si deci X, (1) = 0. In plus X, (¢) = X, (1) = 0,
pentru orice functie constanta c. Identificand functiile constante cu valorile lor putem spune ca
valorile oricarui vector tangent pe scalari sunt nule.

sunt vectori tangenti la M in punctul z. De

Fie T, M multimea tuturor vectorilor tangenti la M in punctul z. Elementele lui 7, M sunt
functii reale definite pe F(M) si deci are sens suma a doi vectori tangenti si produsul dintre un
numar real si un vector tangent. Mai mult, pentru fiecare x € M, multimea T, M este un spatiu
vectorial real.

0
4.2. Teorema. Multimea {W’ 1=1,... ,n} este o baza a spatiului vectorial T, M
x .

(reper in punctul ).

Demonstratie. Evident

, 1 =1,...,n, fac parte din T, M. Sa aratam ca ei sunt

€X; *0o

-0
liniar independenti. Pentru aceasta pornim de la relatia o' el 0 si folosim functiile coordo-
x
Zo

natex/ : M — R, j=1,...,n. In baza definitiei 4.1, a faptului ca T, M este un spatiu vectorial
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J
. .. OX j o
si a observatiei i &7 rezulta
x

J )

0=a' (a:j):aiax =d'dl=dl, j=1 n

- - : , RN
oz | Ox* |,

y y VIRV ¢ y y
A ramas sa demonstram ca et 1=1,...,n genereaza pe T, M. Pentru aceasta observam
x

xo

ca pe o vecinatate convexa a lui z( i pentru orice f € F(M) avem

f@) = flwo) + [, & flwo +t(x — z0))dt =
= fwo)+ Jo Sy g L, (@t = wht

= fwo) + 325 (& — x)gi(=),

unde of
gi(wo) = 55 (o).

Conform definitiei 4.1 si a observatiei ca valorile lui X, pe constante sunt nule, gasim

Xo(f) =20 Xa(@® —xh)gi(@) + 20 (2" — 24) Xo(gi) =
= Z?:1 Xx(xz)gz(:v) + Z?:1($i - xé)Xw(gi)-

Inlocuirea x = xg, implica

Xoo(f) = 3 X () 2L (),

i
P ox

Tinand seama ci f € F(M) este arbitrara si notand X,,(z°) = a*, deducem

.0
Xz =a'
0 i
ox' |,
Numerele X, (z') = a' se numesc componentele lui X, , iar reperul {%, 1=1,... ,n} se
o

numeste reper natural.

Daca raportam pe T, M la reperul natural, atunci adunarea a doi vectori se reduce la adunarea
componentelor corespunzatoare, iar inmultirea unui vector cu un numar real se reduce la inmultirea
componentelor vectorului cu acel numar.

Exemplu. Pentru

X =2— Y = — — R
ox Oy’ Ox + 78y ke
gasim
0 0 0 0
X+Y=3—+6—, kX =2k— —k—.
+ ox + oy’ ox oy

4.3. Definitie. Reuniunea T'M = U__,,T, M se numeste spafiul tangent al lui M. O functie

XM — Uy ToM, X(z)€eT,M,
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se numeste camp vectorial pe M.

Adunarea dintre doud caAmpuri vectoriale si produsul dintre o functie reald si un cAmp vectorial
se definesc punctual.

Campurile vectoriale definite prin

0 .
x—>81. ,t=1,...,n
£ xT
. o . . . . . -
si notate cu ——, @ = 1,...,n, se numesc campuri fundamentale (operatori de derivare partiala).

Ansamblul lor se numeste campul reperului natural.
4.4. Teoremai. Daci X este un camp vectorial pe M, atunci exista n functii reale X*: M —
R, i=1,...,n astfel incat

)
X=X"—.
ox?

Demonstratie. Prin definitie X asociaza lui € M un vector X (z) tangent la M in punctul

) 0 . ,
z. Dar X (z) = Xz(x)T si regulile z — X*(z), © € M definesc (unic) functiile X* : M — R.
xl

. xX
Functiile reale X* se numesc componentele (coordonatele) campului vectorial X. Campul vecto-

rial X = X Z(?i se numeste diferentiabil (de clasa C°°) daca componentele sale sunt diferentiabile
xl
(de clasa C*°).

0 0
Exemplu. X (z,y) = 2x— + ¢ — este un camp vectorial de clasa C*.

ox oy
Alternativ, campul vectorial X poate fi privit ca fiind aplicatia X : F(M) — F(M) cu pro-
prietatile
X(af +bg) = aX(f) +0X(g)
X(fg9) = (X(f)g+ fX(9),
unde a,b € R, iar f,g € F(M).

4.5. Definitie. Fie X si Y doua campuri vectoriale diferentiabile de clasa C'*° pe M. Campul
vectorial [X, Y] definit prin f — [X,Y](f) = X(Y(f)) — Y(X(f)) se numeste crosetul cAmpurilor
XsiY.

Evident [X,Y] = —[Y, X]. De asemenea pentru oricare trei campuri vectoriale diferentiabile
X, Y, Z se satisface identitatea Jacobi

X, [Y, Z]] + [V, [Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0.

Multimea X (M) a tuturor campurilor vectoriale diferentiabile de clasa C*° pe M este un
spatiu vectorial real infinit dimensional. Deoarece crogetul [,] : X (M) x X(M) — X (M) este
biliniar peste campul numerelor reale, multimea X' (M) este ceea ce se cheama o algebra; crogetul
fiind anticomutativ gi verificand identitatea Jacobi, algebra X' (M) se numeste algebra Lie.

Fie T,, M spatiul tangent la M in punctul z si w, o 1-formé in x, adicd o transformare liniara
wy : Ty M — R. Multimea tuturor 1-formelor in x este un spatiu vectorial real de dimensiune n,
dualul lui T, M. Acest spatiu vectorial se numeste spatiul cotangent la M in x si se noteaza cu
T:M.

4.6. Definitie. Fie f € F(M). Functia df, : T,M — R definita prin df,(X,) = X, (f) se
numeste diferentiala lui f in punctul x.
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Aceasta definitie Impreuna cu definitia vectorilor tangenti arata ca df, este o 1-forma in .

4.7. Teorema. Fie 27 : M — R, j = 1,...,n, functiile coordonate pe M. Multimea
{dx’, j=1,...,n}s, este o baza a lui Tj; M (reper in punctul zg).
Demonstratie. Evident dz|,,, j = 1,...,n, apartin lui T} M. Fie

o .
{%, Z—l,...,n}xo

reperul natural in 7, /M. Tinand seama de definitia 4.6 deducem

, 0 0 o’ ;
dz? — = — )= —| =6,4,5=1,...,n
o (5m) = 5], 6=5m| = ii=1n
si deci {da’, j=1,...,n},, este baza duali.
Reperul {dz?, j =1,...,n},, se numeste coreper natural in x.
-0 , o 0 )
Fie X, = azm‘ . Rezulta d2?|,(X,) = a"dx?|, (8 z) = a’. De asemenea orice 1-forma
x| x

* . _ y . . ~
wy € TXM se scrie w, = wjda’|;, w; fiind componentele lui w, in raport cu coreperul natural.
Rezulta w, (ﬁ) = w;, adica componentele 1-formei w, sunt valorile lui w, pentru vectorii
T
X

reperului natural in z.

Fie F(M) algebra functiilor reale diferentiabile pe M si X'(M) algebra Lie a campurilor vecto-
riale diferentiabile pe M.

4.8. Definitie. O functie w : X(M) — F(M), F(M)-liniara, w(X)-diferentiabila VX €
X (M), se numeste 1-forma diferentiala pe M.

Adunarea a doua 1-forme si produsul dintre o functie reala si o 1-forma se definesc punctual.

Fie w o 1-forma diferentiala. Valorile w, sunt 1-forme in punctele x. De aceea expresia

locald a unei 1-forme diferentiale este w, = w;(z)dz’|,. Mai scurt, putem scrie w = w;dx’
0 0

deoarece 1-formele diferentiale dz',...,dz" sunt duale caAmpurilor fundamentale 9l B
, x x

Ansamblul {dz?, j = 1,...,n} se numeste campul coreperului natural. Multimea tuturor 1—

formelor diferentiale pe M va fi notata cu X*(M).

Precizare. X, este un vector contravariant, X este un camp vectorial contravariant; w, este
un vector covariant, w este un camp vectorial covariant.

O multime ordonata {Xi,...,X,} de campuri vectoriale se numeste camp de repere pe M
daca {Xi(x),...,X,(x)} este o baza in T, M, Vx € M. Analog se defineste campul de corepere
{w!,...,w"}. Acestea se numesc duale unul altuia daci w’(X,) = 6°. In general, cAmpurile de
repere (sau de corepere) nu exista decat pe o vecinatate a punctului x din M.

Daca {X,, a =1,...,n} este un cdmp de repere pe M, atunci orice alt camp vectorial V' se
exprima in forma V = V?X,. Analog, daca {w’ |b=1,...,n} este un cAmp de corepere, atunci
orice altd 1-formé diferentiala 7 se exprima in forma 1 = mw®.

Fie x un punct din M caracterizat de doud randuri de coordonate (x?) = (x!,... ") si (xz/) =
(«,...,2""). Schimbarea de coordonate, definiti pe o vecindtate din M a lui z, se scrie 2/ =
2' (2 i admite inversa 2 = 2%(z%). Bazele {i} , {dz'}, se schimbi in {i,} , {dz?' ),

ox' | | azr" |
cu legaturile

j .7 .7
ng, (z7)da?
x

0 oz .0

57|, = 9 " a7

) dxj‘w =

x
x
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si
oz’ oz’ _ 5 oz’ Oz _ 5
ozt dxd’ I Oz dxd T T
Daca 3 5
X=Xgo=X'00, w=wdd' =wpda',

atunci regulile de schimbare a componentelor campurilor vectoriale la o schimbare de coordonate
sunt respectiv
./

ox* ., dz7

S Gm N T g

X"

11.5 Campuri tensoriale

Notiunea de tensor de tipul (p,q) pe spatiul vectorial T, M este cunoscuta. Utilizand aceasta
notiune introducem campurile tensoriale.

5.1. Definitie. Fie 7P(T,M) multimea tuturor tensorilor de tipul (p,q) pe spatiul tangent
T,.M. O functie

T:M— | TPTM), T(x)eTP(T.M),
zeM

se numeste camp tensorial de tipul (p,q) pe M.

Fie 7P(M) multimea tuturor campurilor tensoriale pe M de tipul (p,q). Adunarea a doua
elemente din aceasta multime ca gi produsul dintre o functie reala gi un camp vectorial se definesc
punctual. Multimea 7 (M) este un spatiu vectorial real infinit dimensional. Identificari: 73’(M) =
F(M), Tg(M)=X(M), T(M)=x*(M).

Deoarece baza canonica in 7P (T, M) este

9 o . .
®...0 @ ®...®ds
{axu® O Py C @@ } ’

T

expresia In coordonate a lui T' este

i 0 ; ;
T(x)=T,""(z Rdr’' @ ... ®dxle.

=T @) ®..®

Oxtr

Campul T se numeste diferentiabil daca functiile componente (coordonate) T;ll;: sunt diferentiabile.

Echivalent, un camp tensorial de tipul (p, ¢) este o functie

T2 X%(M) X .. x X (M) x X(M) x .. x X(M) — F(M),

p factori q factori

(Whoo WP Xy, Xy) = T(wh o wP) Xy, X)),

F(M)-liniara in fiecare argument. Identificarea 7,'(M) = X (M) impune definitia X (w) = w(X), X €
X(M), we X*(M).

Definitiile campurilor tensoriale simetrice respectiv antisimetrice ca si definitiile produsului
tensorial si contractier pentru campuri tensoriale sunt evidente.
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Fie S; j. componentele campului tensorial S, fie T ;. componentele campului tensorial T

si fie f € F(M). Componentele campurilor fS, S+ 7T si S ® T sunt respectiv
Q1. i1 i1 i1 ip kK
Sy Sy T Tnle S D,

Fie z un punct din M caracterizat pe de o parte prin coordonatele (z!,...,z"), iar pe de altd
parte prin coordonatele (z!,...,2") = (2%), schimbarea de coordonate fiind z* = z¢ (z°) cu

. i . . e 9 o
inversa x' = x'(z" ), pe o vecinatate a lui z continuta in M. Baza {?} se schimba 1n {W}
x x
x x

a i’ . 8 -/
cu legatura —| = T (z') = | ; corespunzator baza duala se schimba in {dz’ }, cu legatura
drt|, ~ Ox' ox" |,
. 8 J -/ -/
dxd|, = 853" (27 )dx’ |,. Evident,
oz’ Ox' s 0% o’ 5
ozt dxd’ — I 9zt Gad T T
Corespunzator
3 ./ . 8£Ui1 3a:ip aajjll
[ — dxd e Rdxd e = —— ... — — ..
a0 O gy AT @ B Oz Qz''r Qxi
9z7's 9 : .
i —— Q- - _ @dr @ - @ drie
e dan 0T gy BT @O

Aceasta implica regula de schimbare a componentelor unui camp tensorial de tipul (p,q) la o
schimbare de coordonate,

-/ -/ . .
i _ Ox't  Oz'» Ox? oxle i\ i,
Jied'a T Ggptn T Qe Opd't T Qpd’a  I1eda”

Observatie. In acest paragraf, ca si in §3, 4, 5, multimea deschisa M poate fi inlocuita cu
orice subvarietate de dimensiune m > 1, cu sau fara frontiera, a lui R".

11.6 Conexiune liniara

Fie Y un camp vectorial diferentiabil definit pe multimea deschisa M din R" si X, un vector
tangent la M in punctul x. Vectorul

d
DxY = 2Y(z+1X)

t=0
tangent la M in punctul x se numeste derivata covarianta a lut Y in raport cu X,. Daca Y =
YiW’ atunci Dy, Y = X, (Y?) 92| Aceasta notiune se extinde la derivata covarianta a unui
x x
T

camp vectorial Y in raport cu un camp vectorial X. Rezultatul este un camp vectorial care se
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S N y
noteaza cu DxY gi a carui valoare este Dx(;)Y; pe coordonate, DxY = X(Y’)—l.. Aceasta
x
derivata are urmatoarele proprietati

Dixigv 2 = fDxZ + gDy Z
(1) Dx(aY +bZ) =aDxY +bDxZ
Dx(fY) = X(/)Y + [DxY.

6.1. Definitie. O functie D : X(M) x X(M) — X(M), (X,Y)— DxY cu proprietatile (1)
se numeste conexiune liniara sau derivare covarianta pe M.

Fie D o conexiune liniara pe M. Functiile reale F?j M — R, h,i,j=1,...,n, definite prin
0 0
po, L
dxt aIL‘] J aibh

se numesc componentele conexiunii D. Aceste n® functii reale determini unic pe DxY. Intr—

.0 0
adevir, daci X = X'—, Y =Y’ — atunci
ox’ Oxd’

DxY =Dy o (Y52
ot

XD (Y7

8:1:7)_
_ (oY’ i
)_<8x18a:1+YF238x)X -

— (aw —}—F] Yh>X7“ _0_ _Y]Xz

Oz )

= X' (a5 + YD

ErG

ox? Bz

unde s-a notat '
NG o
Yi= 5 thY"
O conexiune D determina urmatoarele doua campuri tensoriale:
1) unul de tipul (1,2),

T:X(M)x X(M)— X(M), T(X,Y)=DxY —DyX —[X,Y],

numit campul tensorial de torsiune;
2) altul de tipul (1,3),

R:X(M)x X(M) x X(M) — X(M),
R(X,Y)Z = Dx(DyZ) — Dy(DxZ) — Dix v\ Z,

numit campul tensorial de curburd.
Coordonatele lui T' si R in raport cu bazele canonice sunt respectiv

i T i

T‘jk: - ij L kj

h h

_ Oy _ oy,

ik = i Oxk
Conexiunea liniara D se numeste simetrica daca T = 0 sau echivalent I‘; , =Tt i

La o schimbare a bazei in punctul x, componentele conexiunii se schimba dupa legea locala

r mh r ph
R kirjr - Fjirkr

92z __r? oz’ 9z~ 4k ozt
Oxidxk —  TIF 9gi oxk ik Pah
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Fie D o conexiune liniara pe M si X € X(M). Conexiunea liniara D induce derivarea covarianta
in raport cu X, notatd Dx care aplicd pe 7 (M) in el insugi. Operatorul Dx se definegte prin
Dxf = X(f), pentru f € F(M), iar DxT este produs de derivarea covarianta folosind conexiunea
de pe M, mai exact

(Dxw)(Y) = X(w(Y)) —w(DxY), we TP (M),
iar
(DxT)(w,...,wP, Y1,...,Y,) = X(T(w, ..., wP, Y1,...,Y,))—
~T(Dxwhw?, ... ,wP, Y1,...,Y,) — ... = T(w',...,wP, Y1,...,DxY,), T¢€ TP (M).
Se verifica relatia
Dx(S®T):DXs®T+S®DxT, VS, T.

Daca DxT =0, VX € X(M), atunci T se numeste camp tensorial paralel in raport cu conexiunea
liniara D.

Operatorul Dy induce un operator general de derivare covarianta care aplica pe 7P (M) in
7', Acesta comuta cu contractia.

Iata cateva reguli de derivare covarianta pe componente:

Jj _ 9y’ Jj yh _ Ow; h
Y,z’ =% tIY" wii= 54— Fijwh7

. oT? . . . . .
Tiy = b + TR T = TR TE, (Viwy)p = Yiw; + Yiwjk.

11.7 Metrici riemanniene

Reamintim ca un produs scalar pe T, M se numeste metrica riemanniand pe T, M.

7.1. Definitie. Un camp tensorial g de tipul (0, 2) pe M cu proprietatea ca pentru fiecare
x € M tensorul g(x) este o metrica riemanniana pe T, M se numeste camp tensorial metric sau
metrica riemanniana pe M. Perechea (M, g) se numeste varietate Riemann. Fie X ¢ Y doua
campuri vectoriale pe M. Cu ajutorul lui g putem defini produsul scalar g(X,Y’), norma || X||?> =
9(X, X), si unghiul (daca X si Y nu au zerouri pe M)

9(X,Y)

cosf) = ————~—
XY

6 € [0,n].

De asemenea metrica riemanniana g induce un produs scalar, o norma, un unghi pe ’]:}’(M ), precum

si operatiile de ridicare gi coborare a indicilor pentru orice cAmp tensorial pe M. Un camp de repere

local {X,...,X,,} pe M se numeste ortonormat daca g(Xa, Xp) = dap, adicad {X1(x),..., X, (2)}

este o baza ortonormata in T, M, Vx € M.

0 0
Oxt’ OxJ

ci dacd coordonatele (z°) ale punctului x se schimba in (xi/), atunci functiile g;; se schimba dupa

legea (locala)

Local, avem exprimarea g = g;;jdz’ ® dz?, unde g;; = g < ) De asemenea, reamintim

oxt Oxd

Lo gt g
977 ozt Oz’ 9ij

7.2. Teorema. Pe spatiul riemannian (M, g) existd o singurd conezriune liniard simetrica D
cu proprietatea

Dx(g(Y,2)) = g(DxY,Z) +g(Y,Dx Z), VXY, Z € X(M),
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numita conexiune riemanniand.

Demonstratie. Mai intai observam ca relatia din teorema este echivalenta cu Dxg =0, VX €
X (M), adica cu faptul ca g este un camp tensorial paralel in raport cu D. Pentru simplificarea
demonstratiei vom lucra direct pe componente; fie g;; componentele lui g si F?j componentele lui
D. Prin ipoteza

I =T" gije= ggz,i I}ignj — Dhigni = 0.
Rezulta Son  Ogn  Ous h
Ot + or Ok :29hkrij
si deci

I‘?. = lghk agjk + ag“.g - agij .
72 oxt  Oxd  OxF
Astfel conexiunea riemanniana este caracterizata prin simbolurile Christoffel.
Exemple de metrici riemanniene. 1) Metrica uzuald pe R", ¢(X,,Y,) = (X,,Y,) =
produsul scalar canonic; g;;(z) = d;;.
2) Metrica stereografica pe R,

4 4

9(X5, Yy) = WQ%,Y:)C), k>0;9i(x) = W%‘-

3) Metrica pe o bila deschisa,

4

— (X, Y.);
T+ k) o V)

1

(1+Kflz]?)2 ™

4) Metrica Poincaré pe semiplanul superior,

gij(x) =

1
M = {(z,y) € R, y > 0}; gij(z,y) = ?5@'.

Facem precizarea ca in unele lucrari, metrica este data prin patratul elementului de arc, ds? =
gijdzida’.

Fie g;; = ¢;; metrica uzuald pe M = R" si (z") coordonatele euclidiene (sistem de coordonate
ortonormat) ale punctului x € R". In acest caz, pentru orice cAmp tensorial, coordonatele co-
variante, mixte sau contravariante coincid. In particular pentru un camp vectorial coordonatele
contravariante coincid cu cele covariante si cu cele obignuite din geometria analitica elementara
numite deseori coordonate fizice.

Presupunem ci de la coordonatele euclidiene (z?) trecem la alte coorodonate (z%), tot ale
punctului z. Rezulta

oxt 8:10]
gijr = Ozt dzd" %ij Z ox? 81‘3

Sistemul de coordonate ($l/) se numeste ortogonal dacd g;j = 0 pentru i’ # j'. In acest caz
girir(x) > 0, Vo € R™ gi functiile hy = /gy, i = 1,...,n, se numesc coeficientii Lamé.
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Fixim un sistem de coordonate () ortogonal. Fie campul vectorial X = X ZIW Coordo-
x

natele covariante ale lui X sunt
nl
X = Zgi/j/XZ = h3 X/

i'=1
(fara sumare dupa j’). Pe de altd parte observam ca ansamblul format din campurile vectoriale

ox' 0 aox™ 9

=t .+ ———— i =1,...,n,
W v SR W

este un camp de repere pe R”. Ortonormand acest camp de repere in raport cu metrica uzuala,

obtinem
1

17y ... Ep/ = _tn’-
hy T o

€1 =
Cu aceasta, obtinem exprimarea

X =xV9 —xiol 0 _ xVy, o 4x"t,

oz Azt OxJ

= (mXYer + ... 4 (hy X" ep,

coordonatele
X, =ho XY, X =Ry X"

numindu-se componente (coordonate) fizice ale campului vectorial X.

11.8 Operatori diferentiali

Fie (M, g) o varietate riemaniana, fie (M) algebra functiilor diferentiabile de clasda C* pe M si
X (M) algebra Lie a campurilor vectoriale diferentiabile de clasa C*° pe M.

Gradient. Fie f € F(M). Campul vectorial grad f definit prin
9(X, gradf) = X(f) =df(X), VX e X(M)

se numeste gradientul lui f.

In coordonate,

of o i i Of
029 Ozt (gradf)" =g Oxd’

Din definitie se observa ca grad f este ortogonal hipersuprafetelor de nivel constant atasate lui f.
Se verifica urmatoarele relatii

gradf = g%

grad(ay fi + as fe) = aigrad f1 + asgrad fo

grad(f1 f2> = flgradfg + f2gradf1

_ f.gradf - figradfo
f3 )

f1
grad f;

Demonstratie. g¢(X,grad(fif2)) = X(fife) = f[1iX(f2) + foX(f1) = fig(X,gradfs) +
f29(X,gradf1) = g(X, figradfs + fagradfi), VX € X(M). Rezultd grad(fif2) = figradfs +
Jagradfi.
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Operatorul grad: F(M) — X (M) definit prin f — gradf se numeste gradient.

Hessiana. Fie f € F(M). A doua derivata covarianta a lui f in raport cu conexiunea
riemanniana se numeste hessiana lui f si se noteaza prin Hess f. Alternativ, hessiana este campul
tensorial de tipul (0,2) definit prin

Hessf(X,Y) = Dx(df)(Y) = X(df(Y)) — df (DxY), ¥X,Y € X(M).
In coordonate,

I T W PRI 0f
Hessf = (8a:j8:ck _Fﬂﬂﬁ) dr? @ dz”, (Hessf);r = EIE _ijasch'

Operatorul Hess: F(M) — T (M) definit prin f — Hessf se numeste hessiand.

.0 .
Divergenta. Fie X € X (M), X = X'-— si derivata sa covarianta X, in raport cu conexiunea
riemanniana. Campul scalar divX definit prin contractia
] ). & S

se numeste divergenta lui X.
Fie g = gi;dz’ ® dx?. Daci notdm G = det|g;;], atunci

1 9(VGX?)

X -
div e Eye

cu suma dupa ¢.

Intr-adevar, se observa ca

ri Lok (9956 09k 09ij\ _ 1 10k
ij = 99 Ozt Ozi  Oxk 59 i

si tinand seama de regula de derivare a unui determinant,

oG 0G Ogir, a ik O9ik

deducem
i _ 109G _ 1 0VG
Y9G oxt T /G 010
Deci ) )
divX = 8X. + 1 a\/.an = L@.
oxt /G 0x7 VG ot

Aceasta expresie a divergentei este des utilizata si permite dovedirea imediata a relatiei
div(fX)=X(f) + fdivX, feFM), VX eX(M).

Operatorul div: X(M) — F(M) definit prin X = X*;2- — X*,;, se numeste divergentd.

Laplacian. Operatorul A definit prin

Af = div(grad)f
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se numeste laplacian. Explicit

_ 19 wOF\_ w( 0 _Of
Af= Nlexi <\/59 81:"3) — 9\ 02k 0zl &Uhrkl ’

adica A este urma hessianei.

Rotor. Fie campul vectorial X = X'2% si w = g;;X'd2?, w; = g;; X", 1-forma diferentiald

asociata. Campul tensorial rot X de tipul (0,2) definit prin

rotX = (wj; — w; j)dr' @ da’l = (8(gifj )0z’ — 8(9@)&:3) dz' ® da’
X

X

se numeste rotorul lui X. Operatorul rot: X(M) — 72(M), X — rotX, se numeste rotor.
Evident
rot(gradf) =0,

Se dovedeste ca daca M C R3, atunci cAmpul tensorial rot X este echivalent cu un camp vectorial
contravariant definit prin componentele

(rotX)" = % (8(9%)6:1:]' — 8(9’%)83:’“) ,

unde {4, j, k} este o permutare ciclica a multimii {1, 2,3}. Tot in acest context se verifica si relatiile

rot(rotX) = grad(divX) — AX
div(rotX) = 0.

11.9 Forme alternate

Fie V' un spatiu vectorial real de dimensiune n.

9.1. Definitie. O g-forma sau forma alternata de ordinul g pe V este o functie

w:Ve...oV =R, (v1,...,09) = w(vi,...,vq)
————

q factori

care satisface urmatoarele conditii.

1) multiliniara: pentru fiecare i € {1,...,q} si v1,...0i—1,Vit1,...,94 € V restrictia v —
w(v1,. .., Vi—1,V,Vit1,...,0) este liniara,

2) antisimetrica: pentru fiecare vi,...,v, € V si pentru fiecare permutare ¢ a multimii
{1,...,q} se satisface w(vy(1), ..., Vo(q)) = (signo)w(vy,...,vy).

Cu alte cuvinte, o g-forma pe V nu este altceva decat un tensor antisimetric de tipul (0,q) pe
V. Multimea tuturor g-formelor pe V' se noteaza cu F,(V) si este un spatiu vectorial real cu (vezi
teorema 9.3)
Cl daca 0<qg<n

dim (V) = { 0 daca ¢g>n

Evident, Fo(V) =R, Fy(V)=V*.
9.2. Definitie. Fie F,(V), F,(V) si Fpi4(V). Functia

N Fp(V) X Fy(V) = Fpig(V)
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definita prin

(wl /\O‘)Q)(vl) s ,Uerq) =

p n q ' Z SlgnJ 0(1), . ,’Ua(p))WQ(UU(p_,_l), . 7va(p+q))7

suma fiind luatd dupa toate permutarile o ale lui {1,...,p + ¢}, se numeste produs exterior.

Se observa ca produsul exterior este o aplicatie biliniara si asociativa. Asociativitatea permite
extinderea definitiei produsului exterior la un numaér finit de factori.

Evident,

w' Aw? = (1P AW

9.3. Teorema. Dacd {e;, j =1,...,n} este o bazd a lui V si {e', i =1,...,n} este o bazd
duala in V*, atunci multimea

{e"Aones, 1<y <...<i;<n}

este 0 baza a lui Fy(V'), numita baza produs.

Demonstratie. Multimea din teorema este liniar independenta. Intr-adevar, relatia

Z wilmiqeil A...Ne'r =0 (q— forma zero),

11<...<iq
implica
0 =< <, Wiy, i €T N NE (e, ) =
= Zi1<_”<iq Wiy ...ig Do (signa)e’ (eq(;)) - - - e’q(eg(j ) =
= Zi1<...<z‘q Wiy...iq p. (Slgna)(so(ﬁ) : '50(3 ) ~Ja)
unde j; < ... < jq.

S4 aratdm ci multimea din teorem# sau mai general multimea {e’ A ... Aels, iy,..., i, =
1,...,n} genereaza pe Fy (V). Pentru aceasta, fiew € F¢(V) si numerele reale w;,..;, = w(es,, ..., €, ).
Gasim ' ' '

Wiy i € N Net (e, ..., el9)
= Wil..,iq% Za(signa)eil (eU(jl)) el (e, (jq))
= %wil.‘.iq >, (signo)dr ) ... 50(3 ) = Wirgy = w(ejys s €j,)-

Deoarece w este multiliniara, ultima relatie implica

wil,,,iqeil Ao Ne (v, 0g) = w1,y

Deci

— oy ot lg — o] J
w=wi. g, AL Ne =gl E Wi g, N A e
7J1<...<Jgq

unde numerele reale qlw;, ., J1 <...<jg, sunt coordonatele stricte ale g-formei w.
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11.10 Forme diferentiale alternate

Fie M o multime deschisa din R”, fie T, M spatiul tangent la M in punctul = si F, (7, M) multimea
tuturor g-formelor pe T, M.
10.1. Definitie. O functie

wiM — Uy Fq(pM), w(zx)e Fo(TpyM),

se numeste g-forma diferentiala sau forma diferentiald alternata de ordinul ¢ pe M.

Cu alte cuvinte, o g-forméa diferentiala este un camp tensorial antisimetric de tipul (0,2) pe M.
Fie F,(M) multimea tuturor g-formelor diferentiale pe M. Adunarea a doud elemente din aceasta
multime ca si produsul dintre o functie reala si o g-forma se definesc punctual.

Fie T’ M dualul spatiului tangent. Baza canonica in T, M este

o
{%, 2—1,...,71}90,

iar duala sa, bazd in Ty M este {dz’, i = 1,...,n},. Baza indusi in F (M) este {dz™ A ... A
dele, 1<i; <...< iqg < n},. Folosind sistemul de generatori {dz** A ... Adzi}, expresia in
coordonate a lui w este

w(r) = w4, (z)dz™ A ... Adxa.

Functiile  — w;, .., () se presupun diferentiabile de clasa C*° pe M.
Fie F(M) algebra functiilor reale si X (M) algebra Lie a campurilor vectoriale. O g¢-forma
diferentiald pe M poate fi privita ca fiind functia

w:XM)x...xX(M)—FM), (Xi,...,Xq) —w(X1,...,Xq),
F(M)-liniara in fiecare argument si cu proprietatea
w(X,,(l), N ,Xg(q)) = (signa)w(Xl, e ,Xq),

unde o este o permutare a multimii {1,...,q}.

Definitia produsului exterior pentru g-forme diferentiale este evidenta.

Fie X € X(M) siw € Fy(M). Prin contractia dintre X si w intelegem (g —1)-forma diferentiala
X Jw definita prin

(XJw)(Xl, . ;Xq—l) = UJ(X,Xl,. .. an—l); Xi,... 7Xq—1 € X(M)

10.2. Definitie. Fie Fy (M) si Fgr1()M. O functie R-liniara d : Fy(M) — Fyg41(M) cu
proprietatile
d?>=0
dwr ANw?) = dw! Aw? + (=1)%w! A dw?
X(dw) =d(X(w)), VX € X(M)
X(w) =Xldw+ d(X1w)
se numeste diferentiald exterioard.
Utilizand derivata covarianta si crogetul putem scrie

dw(Xl,...,Xqul) = Z (—1)i_1DXiw(X1,...,Xifl,...,Xqul)—{—
1<i<q+1
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+ Z (D)™ w([Xi, X5, X1,y Xicts Xigtsee s Xjo1, Xjrty ooy Xgp1)-

1<i<j<q+1

Pe F(M) = Fy(M) diferentiala exterioara se reduce la diferentiala obignuita. Mai mult,
dw(z) = dw;, i, (x) Adz" AL Adz'e.

O g-forma diferentiala w cu proprietatea dw = 0 se numeste forma inchisa. O (q + 1)-forma
diferentiala n cu proprietatea ca exista o ¢-forma w astfel incat n = dw se numeste forma exacta.

Observatii. 1) Multimea deschisa M poate fi inlocuita cu orice subvarietate de dimensiune
m > 1, cu sau fara frontiera, a lui R"”.

2) Fie M o subvarietate a lui R™, de dimensiune m, cu sau fara frontiera. O forma volum pe M
este o m-forma diferentiala w pe M cu proprietatea w(vy,...,v,) = 1 ori de cate ori vy, ..., vy
este o baza ortonormata a lui T, M. O alegere a unei forme volum w pe M se numeste orientare a
lui M; despre M se zice ca este orientatd.

Fie M o subvarietate de dimensiune m > 2, cu frontiera. O orientare pe M induce o orientare
pe OM.

3) In (R3, 6;;), 1-formele si 2-formele pot fi convertite in cimpuri vectoriale prin corespondentele

S fide' B3 fU @ fida® A da® + foda® A de + fadat A da®

df Y gradf

wgV:>dws—2rotV

n Ay = dn = (divV)da' A daz? A da®.

11.11 Probleme propuse

1. Sa se expliciteze sumele
LT wiTl Ti,
2. Sa se verificeca (,) : T/ (V) x TH(V) = R, (S, T) = S;Tij este un produs scalar pe 71 (V).
3. Fie T € 75(V) si [T};] matricea coordonatelor sale. Sa se verifice ca la o schimbare a bazei,

avem A
det[Ti/j/] = (det[Aﬁ,])2 det[Tij].

0 0 0 0
4. Sedau X = 2r— +y?’=—, Y =sinz—— + 2y——. Si se gaseasca [X,Y]. Apoi, luand
Ox 0 or oy

w = —zxdx + ydy, sa se calculeze w(X) si w(Y).
5. Pe M : x>0, y >0, consideram campul tensorial

T:(x2+y2)£® 0 +arccos 8 8

Ox \/a:2+y 8y

Sa se gaseasca componentele lui 7' in coordonate polare.
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6. Pe R3\Oz se considerd campul vectorial

X—a:g%— 2—I—Z2
- T ox yay 0z

Sa se gaseasca componentele lui X in coordonate sferice.

7. Pe R? se dau: conexiunea D de componente

’(a:): 1 Pentru 1=j=1,k=2saui=k=1, j=2
gk 0 1in rest
si
0 0 0 0
X=2r——y=—, Y=— —e"—, w=uzaxydx+eYdy.
0z y@y Ox oy 4 Y
Sa se calculeze DxY, Dx (Y @ w).
8. Se d& varietatea riemanniand (R3*\Oz, 4;;). Sa se expliciteze componentele metricii,
coeficientii Lam
pr e si simbolurile Christoffel, in coordonate cilindrice si sferice.

9. Fie
1

M = {(z,y) € R?, y > 0}, gij(z,y) = y_2 dij,

fl@y) = Vo + 9%, X =y 2y .
Sa se determine grad f, Hess f, div X, Af, rot X.

10. Sa se calculeze dw pentru fiecare din formele diferentiale

1
w = 2%dx + y?dy + 22dz, w = eVdr Ndz, w = ————(dx + dy + dz),
r+y+z

w = (14 2xyz?)dy A dz — y*2*dz A dx + zy*dx A dy.

11. Sa se arate ca algebra operatorilor diferentiali partiali cu coeficienti constanti este izomorfa
cu algebra multiplicativa a polinoamelor.

0 )
Indicatie. — — z* este un izomorfism.

ox?
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contactul a doua curbe, 141
contractie, 234

coordonate carteziene, 29
coordonate cilindrice, 50
coordonate euclidiene, 104
coordonate sferice, 52
coordonatele carteziene ale punctului, 29
coordonatele euclidiene ale unui camp, 106
coreper natural, 239
cosinusuri directoare, 32
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cuadrica, 89

cuadrica degenerata, 89
cuadrica dublu riglata, 86
cuadrica nedegenerata, 89
cuadrica neteda, 95
cuadrica riglata, 81
cuadrice, 85

curba, 111

curba algebrica, 157

curba directoare, 86

curba inchisa, 112

curba periodica, 112

curba regulata, 115

curba simpla, 112

curbe coordonate, 180
curbe plane, 129

curbura, 242

curbura, 164

curbura Gauss, 207
curbura normala, 201
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derivata covarianta, 109, 241 legea Coulomb, 107
derivata covarianta, 108 lungime, 11
diametri conjugati, 66 lungimea unui vector, 104
diametrul unei conice, 65
difeomorfism, 102 matricea Jacobiana, 101
diferentiala unei functii, 238 metrica Riemann, 235, 243
directie asimptotica, 62 Metrica Poincaré, 244
directie normala, 62 multime convexa, 77
divergenta, 246 multiplicitatea unui punct multiplu, 112
dreapta orientata, 31
dreapta suport, 11 normala principala, 160
drum parametrizat, 111
dublu produs vectorial, 23 octz‘mte7 30 .

ordin de contravarianta, 232
ecuatia normala a planului, 36 ordin de covarianta, 232
ecuatia vectoriala a unei curbe, 112 ordinul unui tensor, 232
ecuatie vectoriala, 30 ordonata, 29
ecuatii carteziene, 30 origine, 11
ecuatii parametrice, 30 originea spatiului, 103
ecuatii parametrice ale unei curbe, 111
elipsoid, 78 paraboloid eliptic, 83

parametri esentiali, 58

extremitate, 11
parametri neesentiali, 58

fascicul de plane, 38 parametrizare, 111

forma alternata, 247 parametru, 111

forme alternate, 247 perioada, 112

forme diferentiale alternate, 249 plan normal, 156

formulele Frenet, 162 plan osculator, 159

functie diferentiabila, 101, 102, 188 plan rectificator, 160
plan tangent, 191

generatoare rectilinie, 86 plane de coordonate, 30

gradient, 245 plane principale, 83

graficul unei functii, 101 pol, 63

. . polara, 63
hart.a proprie, 176 prima forma patratica a suprafetei, 212
hessiana, 246 produs mixt, 24, 106

hessiana unei functii, 102
h%perbOIOTd cu doufi p:dnze, 81 produs scalar, 106
h%perbolmd cu o panza, 89 produs tensorial, 233
hiperplan normal la curba, 115 produs vectorial, 21, 106, 107

produs vectorial generalizat, 105
produsul vectorial, 105
proiectie ortogonala, 29
punct critic, 102
punct dublu, 112
Jacobianul unei functii, 101 punct multiplu, 112
punct regulat, 115
laplacian, 247 punct singular, 102, 116

produs mixt generalizat, 105

identitatea Jacobi, 238

imersie, 102

inegalitatea Cauchy-Schwarz, 104, 108
invarianti metrici, 56



Index de notiuni

punct singular de ordinul m, 116
punct triplu, 112

ramura infinita, 122

raza de torsiune, 165

reper, 104

reper cartezian, 29

reper natural, 104, 237

reprezentarea normald a unei curbe, 126
ridicarea indicilor, 235

rotatie, 48

rotor, 247

segment orientat, 11

segmente congruente, 11
segmente echipolente, 11
semispatiu, 37

sfera, 75

simbolul Kronecker, 231
simbolurile Christoffel, 244
simetria in raport cu un plan, 50
simetria in raport cu un punct, 47
spatiu dual, 232

spatiul cotangent, 238

spatiul tangent, 105, 237

spatiul tangent intr-un punct, 104
suprafata de rotatie, 186
suprafata riglata, 88

suprafata conoid, 185

suprafete, 175

suprafete cilindrice, 183
suprafete conice, 183

suprafete de rotatie, 186
suprafete riglate, 181

tangenta, 62

tangenta la curba, 115

tensor, 232

tensor antisimetric, 234
tensor simetric, 234

teorema functiei implicite, 102
torsiune, 165, 242

traiectorii ortogonale, 215
translatie, 47

triedrul lui Frenet, 161

unghiul dintre doi vectori, 104
unghiuri directoare, 32

varfuri, 67

varietate Riemann, 243

vector covariant, 231

vector de pozitie, 29

vector director, 30

vector liber, 12

vector normal, 32, 33

vector nul, 12

vector tangent, 236

vector unitate, 104

vectori coliniari, 13

vectori contravarianti, 231
vectori coplanari, 13

vectori opusi, 13

vectori ortogonali, 104

versor, 12, 104

viteza curbei, 117

viteza unei curbe parametrizate, 126
viteza unei curbe regulate, 115
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