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Prefata

Lucrarea isi propune sa prezinte notiunile gi rezultatele fundamentale de ana-
lizd& matematicd necesare studentilor care urmeaza o forma de invatamant
superior tehnic, in special celor din cadrul Universitatii Politehnica Bucuresti.
Rezultatele sunt prezentate succint si, in general, fara demonstratii. Lucrarea
este structurata in trei capitole, fiecare avand mai multe sectiuni care se ter-
mina cu o lista de exercitii, care au rezolvari sau indicatii la finalul cartii. De
asemenea, fiecare capitol este urmat de o lista de exercitii recapitulative.

In capitolul 1 sunt prezentate bazele calculului diferential in R si R”. Pri-
mele sectiuni 1.1 — 1.6 recapituleaza rezultatele fundamentale de analiza din
clasa a 11-a (profil M1). Urmeaza, in ordine, serii numerice 1.7, siruri de functii
1.8, serii de functii 1.9, serii de puteri 1.10, structuri in R™ 1.11, teorema lui
Banach de punct fix 1.12, derivate partiale 1.13, extreme locale 1.14.

In capitolui 2 sunt prezentate bazele calculului integral in R, n = 1,2, 3.
In sectiunile 2.1 si 2.2 sunt recapitulate rezultatele fundamentale de analizi
din clasa a 12-a (profil M1). Urmeaza, in ordine, integrale improprii 2.3,
integrale cu parametri 2.4, integrale curbilinii 2.5, integrale duble 2.6, integrale
de suprafata 2.7, integrale triple 2.8, formule integrale 2.9.

In capitolul 3 sunt prezentate rezultate fundamentale de analizd pentru
functii de o variabila complexa si aplicatii in teoria transformarilor integrale.
In setiunea 3.1 sunt reamintite notiunile din liceu privind numerele complexe.
Urmeaza, in ordine, siruri si serii de numere complexe 3.2, functii olomorfe
3.3, serii de puteri si serii Laurent 3.4, integrale complexe si teorema reziduu-
rilor 3.5, serii Fourier 3.6, transformata Fourier 3.7, transformata Laplace 3.8,
transformata Z 3.9.

Pentru o intelegere mai aprofundata a notiunilor de analizd matematica,
este necesara o pregatire teoretica suplimentara. Pentru aceasta, se pot con-
sulta lucrarile prezentate in bibliografie: Pentru recapitulare de liceu, vezi [2],
[6], [11], [12], [13] si [21]. Pentru calcul diferential si integral real, vezi [9], [10],
[14], [16] si [18]. Pentru analiza complexa si transformari integrale, vezi [1],
31, [4], 5], [7], (8], [17], [19] si [20].
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Capitolul 1

Calcul diferential

1.1 Logica matematica. Multimi. Relatii.

Definitia 1.1.1. (1) O propozitie este enunt care poate fi adevarat sau fals.
Propozitiile se noteaza cu litere p,q,r; la fel st valoarea lor de adevar.
De exemplu: p="24+2 =47, ¢q="Omul este un mamifer”, r="3 > 57,
p,q sunt adevdrate iar r este falsd.

(2) Operatorii logici sunt: = (negatia), N\ (conjunctia), V (disjunctia), —
(implicatia), < (echivalenta).

(3) Daca p e o propozilie, atunci p este adevdrata dacd si numai dacd p este
falsa.

(4) Fie p si q doud propozitii. p A\ q este adevdarata dacd §i numai dacd p $i
q sunt adevarate.

(5) pVq e adevarata dacd si numai daca p este adevaratd sau q este adevarata.
(6) Implicatia e definitd ca p — q:=pV q.

(7) Echivalenta e definita prin p < q:= (p — q) A (¢ — p).

Plag|P|PANqg|PVq|p—q|Pcq
010 0 0 1 1
011 0 1 1 0
1{0(0| O 1 0 0
110 1 1 1 1
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Definitia 1.1.2. Un predicat este o propozitie care depinde de unul sau mai
multi parametri. De exemplu, enunful P(n) = 75|n” este un predicat. P(10)
este adevarata, dar P(7) este falsd.

Definitia 1.1.3. Cuantificatorii universali sunt: "ezista” (3) si "oricare” (V).
(1) (I)n, P(n) se citeste: exista n pentru care P(n) e o propozitie adevdrata.

(2) (I)n, P(n) se citeste: existd un unic n pentru care P(n) este o propozitie
adevarata.

(3) (¥Y)n, P(n) se citeste: pentru orice n, P(n) este o propozitie adevaratd.

Observatia 1.1.4. ((3n), P(n)) = (¥)n, (P(n)), ((¥n), P(n)) = (3)n, (P(n)).

Multimi

Notiunile fundamentale dintr-o teorie aziomatica a mulfimilor, de exemplu
Zermelo-Fraenkel, sunt cele de de clasa si de relatie de apartenenia ” € 7.
x € A inseamna: x este un element al clasei A.

Definitia 1.1.5. O clasd M se numeste multime dacd existd o clasa A cu
M € A. O multime poate fi data enumerdandu-i elementele, de exemplu,
M = {a,b,c,d} sau precizand o proprietate, M = {x|P(z)}, unde P este
un predicat. Mulfimea vidd, notatd (), nu contine nici un element.

Observatia 1.1.6. Nu orice clasa e o multime! De exemplu, fie U clasa
tuturor multimilor M cu proprietatea ca M ¢ M. Atunci U nu este o multime.
intr—adevér, sa presupunem prin absurd ca U este o multime. Daca U € U,
atunci, conform definitiei lui U, ar rezulta ca U ¢ U, o contraditie. Tot o
contradictie obtinem si daca presupunem ca U ¢ U.

Definitia 1.1.7. Fie A §i B doud multimi. Se definesc:
(1) Reuniunea: AUB :={z |z € A sau x € B}.
(2) Intersectia: ANB :={z |z € A gix € B}.
(3) Diferenta: A\ B:={x |z € A, x ¢ B}.
(4) Diferenta simetrica: AAB := (A\ B)U (B\ A).
(5) Produsul cartezian: A x B := {(z,y) |z € A, y € B}.
(6) A e o submultime a lui B, scriem A C B, daca (V)r € A=z € B.

(7) Axioma egalitatii multimilor: A = B daca si numai daca A C B si
B C A.

(8) Daca A C B, complementara lui A in B este mulfimea Cp(A) := B\ A.
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Relatii
Definitia 1.1.8. Fie A si B doud multimi (nevide).
(1) Se numeste relatie intre A si B, orice submultime R C A x B. Daca

x € A siy € B, spunem ca x e in relatie cu y si notam xRy, daca

(z,y) € R.
(2) Daca A = B, o relatie R C A x A se numeste relatie binara pe A.

(3) O relatie "~” e o relatie de echivalenta pe A daca (Y)x,y,z € A avem:
1) x ~ x (reflexivitate),
2)x~y=yn~uz (simetrie),

3)x~y siy~z=x~ z (tranzitivitate).

(4) O relatie "<’ este o relatie de ordine pe A daca (Y)z,y,z € A avem:
1) x < x (reflexivitate),
2)x<ysiy<z=x=1y (antisimetrie),
3)x<ysiy<z=x<z (tranzitivitate).
Daca, in plus, 4) (V)x,y € A=z <y sauy < x, relatia "<” se numeste

relatie de ordine totala.

Exemplul 1.1.9. (1) Relatia uzuala < pe R este o relatie de ordine totala.
(2) Daca X # () e o multime nevida, relatie de incluziune C este o relatie
de ordine (partiala) pe P(X)={A| A C X}.
(3) Relatia de congruenta modulo n pe Z, a =,, b < n|(b—a), este o relatie
de echivalenta.

Definitia 1.1.10. Fie A o mulfime nevida si ~ o relatie de echivalentd pe A.
Pentru x € A, clasa lui z estez ={y € A |z ~ y}.
Multimea cit este 2 := {2 |z € A}.

Propozitia 1.1.11. Fie A o mulfime nevida si ~ o relatie de echivalentd pe
A. Atunci:

(1) x~y<xT=1.
(2) xvy<szTNy=0.
(3) A= ca® este o reuniune disjunctd.

Exemplul 1.1.12. Fie n > 2. Atunci Z/ =,= Z, = {O,i,...,?l/—\l} e
multimea claselor de resturi modulo n.
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Multimi de numere

Definitia 1.1.13. Multimea numerelor naturale N = {0,1,2,...} este definita,
in mod axiomatic, prin urmatoarele proprietdati:

1) 0 €N,

2) Dacan € N, atuncin+1 € N,

3) Daca A C N gi A verifica 1) si 2), atunci A = N.

Propozitia 1.1.14. Pe N avem doua operatii + (adunare) si - (inmulfire)
care verifica urmatoarele proprietati:

(1) Asociativitate: (a +b)+c=a+ (b+¢), (V)a,b,c € N.
(2) Element neutru: a +0=0+a =a, (¥)a € N.

(8) Comutativitate: a +b=">b+ a, (V)a,b € N.

(4) Asociativitate: (a-b)-c=a-(b-c), (¥)a,b,c € N.

(5) Element neutru: a-1=1-a=a, (V)a € N.

(6) Comutativitare: a-b="b-a, (V)a,b e N.

(7) Distributivitate: a-(b+c¢) =a-b+a-c, (V)a,b,c € N.

Propozitia 1.1.15. Multimea N este total ordonata 0 <1 <2 <3 < --- gi,
in plus, avem:

(1) a<bsa+c<b+c, (V)a,b,ceN.
(2) a<bsa-c<b-c, (V)a,b,ceN, c>1.

Definitia 1.1.16. Multimea numerelor intregi e Z = {...,—2,-1,0,1,2,...},
unde, pentru n > 1, —n se numeste opusul lui n.

Propozitia 1.1.17. Operatiile + si - se extind pe Z si verifica toate pro-
prietatile din (N, +,-). In plus, orice element n € Z are opusul (-n) € Z,
adicd (—m) +n =n+ (—n) = 0. Cu alte cuvinte, (Z,+, ) este un inel comu-
tativ unitar.

Multimea Z este total ordonatd cu --- < -2 < -1 <0<1<2<---, dar
relatia de ordine < este compatibild cu + st -:

(1) a<bsa+c<b+ec.
(2) Daca c >0 sia <b, atunci ac < bc.

(8) Daca c <0 sia<b, atunci ac > bc.
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Definitia 1.1.18. Multimea numerelor rationale e Q = {7 | a,b € Z,b # 0}.
Avem cd § = § < ad = be. Pe Q se definesc adunarea si inmultirea astfel:

a ¢ ad-+bc

ac

N a c
b d bd b d bd

Un numar intreg n se identifica prin fractia 7, deci Z C Q.
Pentru a,b >0, ¢,d > 0, spunem ca 3 < 5 daca ad < bc.

Propozitia 1.1.19. Adunarea si inmultirea numerelor rationale are aceleasi
proprietali ca in Z. In plus, pentru orice ¢ = ¢ # 0, ewista g ! = g astfel
incat qg~t = ¢~ 9¢ = 1. Cu alte cuvinte, (Q,+,-) este un corp comutativ.

(Q, <) este o multime total ordonatd. Relatia < este compatibila cu + gi
-, deci verifica proprietatile lui (Z,<).

Constructia multimii numerelor reale

Definirea riguroasa a multimii numerelor reale presupune utilizarea notiunii
de sir fundamental, vezi sectiunea 2.1. In ce urmeazi, vom da o descriere
intuitiva a numerelor reale.

Un numar real x este reprezentat printr-o scriere zecimala infinita:

l':ﬂ:alag'-'am,bleb;g"' s
unde m > 1 si a;,b; € {0,...,9}.

Propozitia 1.1.20. ¢ € Q < q are o scriere zecimald finita sau infinitd

periodicda. Prin urmare Q C R. De exemplu % = 3,5 =3,4999--- = 3,4(9),
$=0,333---=0,(3), 12,3(14) = 1214

Propozitia 1.1.21. Orice numar real poate fi aproximat printr-un sir de nu-
mere rationale
Ty = tai1a9 -+ G, b1bo -+ - by, n > 1.

Sirul (zy)n se numeste sirul aproximarilor zecimale (prin lipsa) ale lui x.
Acest lucru permite definirea + si - pe R, in sensul ca x +y este aproximat
prin sirul T, + yp, tar x -y este aprorimat prin Sirul Tpyp .

Daca un numar rational are o scriere zecimala finita se poate scrie sub
forma zecimala infinita cu (9) la sfarsit. De exemplu 1,2 = 1,1(9). Alegand
aceasta conventie, scrierea zecimala este unica.

Definitia 1.1.22. Fie A C R. A se numeste marginita, dacd eristd a < b € R
cu proprietatea ca a < x < b, (V)x € A. a se numeste minorant pentru A; b
se numeste majorant pentru A.
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Definitia 1.1.23. Fie x,y € R cu sirurile aproximarilor zecimale (xy)n, €S-
pectiv (Yn)n. Spunem ca x <y, dacd x, < yp, (V)n.

Propozitia 1.1.24. (R, <) este o multime total ordonata si relatia de ordine
< este compatibila cu + i -.

Mai mult, (R, <) este o multime complet ordonata: Orice submulfime
marginita A C R admite un cel mai mic majorant, notat sup(A).

Din punct de vedere geometric, R se reprezintd printr-o dreaptd orientata.

Observatia 1.1.25. (Q, <) nu este o multime complet ordonata! De exemplu,
daca (x,), este sirul aproximarilor zecimale pentru v/2, atunci multimea A =
{x1,29,...} nu are un cel mai mic majorant in Q, deoarece sup(4) = v/2 ¢ Q.

Teorema 1.1.26. R este unic definit prin faptul ca este un corp complet
ordonat, adicad:

(a) (R, +,-) este un corp comutativ.

(b) (R, <) este o relatie de ordine totala compatibila cu + i -.

(c) (R, <) este o multime complet ordonatad.

Definitia 1.1.27. Fie z € R. Modulul lui x este numarul |z| = {x’ = 0.
—x, x<0
Propozitia 1.1.28. Pentru orice xz,y € R, avem:
1. |z| >0, |z] =0 2 =0.
2. |wy| = |yl
8. |z +y| < |2| + [yl

Definitia 1.1.29. Fie x € R. Partea intreaga a lui x, notata [x], este cel mai
mare numdr intreg < x. Partea fractionard a lui x este {x} := x — [x].
De exemplu: [1,8] =1, {1,8} =0,8, [-1,2] = -2, {-1,2} =0,8.

Propozitia 1.1.30. Fie z € R. Atunci:
(1) [z] < @ < [2] + 1.
(2) z—1< 2] <a.
(3) [v+ k] =[2] +k, (VkeL.
(4) 0< {a} <1.
(5) {z +k} = {z}, (V)& € Z.
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Formule de calcul prescurtat

1. a®> —b* = (a—b)(a+D).

2. a® — b = (a —b)(a® + ab + b?).

3. a®+b® = (a+b)(a® — ab + b?).

4. a" —b" = (a—b)(a" t+a" 2b+ - + b7,
a+b)? =a?+2ab+b%, (a — b)? = a® — 2ab + b2

(
(
7. (a+b+c)? =a®+b? + % + 2ab + 2ac + 2be.
(a1 +as+-+ap) =a?+-+a2 +2a1a2 + - + 2a,_1ay.
(

a+b)"=371_,Cka"kpk (binomul lui Newton)

Multimea numerelor complexe
Definitia 1.1.31. (1) Multimea numerelor complexe este
C:={z=xz+4yi|z,y R}, unde z =2 +yi = (z,y) € R®.

Prin urmare, din punct de vedere geometric, C = R? este un plan.
(2) Pentru z1, 22 € C, 21 = 21 + y11, 22 = T2 + y2i definim:

21+ 20 = (1 +y1) + (22 + y2)1,
21 - 22 := (z122 — y1y2) + (T1y2 + 221 )i

(3) Modulul unui numdr complex z este |z| = /22 + y2.
(4) Conjugatul lui z este z = x — yi.
(5) Partea reala este Re(z) = .
(6) Partea imaginara este Im(z) = y.
De retinut: i2 = —1.
Propozitia 1.1.32. (Proprietati algebrice)
(1) (C,+,-) este un corp comutativ, care contine (R,+,-) ca subcorp.
(2) Opusul lui z =z +yi este —z = (—x) + (—y)i = —x — yi.

(3) z+ 2 =2Re(z2), z-Z = |2|%.

a+b)3 = a+ 3a%b + 3ab® + b2, (a — b)® = a® — 3a3b + 3ab?® — b3.
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o - < —1_1_ =
(4) Daca z # 0, inversul sau este 2~ = 5 = ‘Z%

(5) Modulul are proprietati similare cu cele ale modulului numerelor reale.

Teorema 1.1.33. (Teorema fundamentala a algebrei) (C,+,-) este un corp
algebric inchis, adica: orice ecuatie polinomiald an2™ +---+a121 +ag =0, cu
a; € C,n>1, ay #0, are cel putin o solutie in C.

Exercitii
1. Fiep, g, r trei propozitii. Determinati tabelul de adevar pentru propozitiile:
a) pA(qVr).
b) (pVa)Ag) — .
2. Determinati negatia predicatului: (V)z, (3)y, P(z,y) — Q(z,y).

3. Consideram relatia ~ pe R, definita prin: & ~ y < cosx = cosy. Aratati
ca ~ este o relatie de echivalenta. Determinati %.

4. Consideram relatia ~ pe C, definita prin: z ~w e 2% = w3, Aratati ca
~ este o relatie de echivalenta. Determinati 1 + <.

5. Fie X # (0 si P(X) multimea partilor lui X. Aratati ca (P(X),A,N) are
structura de inel comutativ unitar.

6. Rezolvati ecuatia: |2z — 4| + |z + 3| = 14.

7. Fie a,b € R. Aratati ca {a} + {b} = 1 daca si numai dacd a +b € Z si
a,b ¢ Z.

8. Determinati multimile: A = {z e R| [342]| <4} si B= ANZ.
9. Rezolvati ecuatiile:
a) 22 +2=0.
b) 23 —8 = 0.
c) 24 +322+2=0.
10. a) Calculati (1 4 ¢)", unde n > 1, folosind binomul lui Newton.
b) Calculati S; = CL—C2+CLl—C8+--- 51 So = CL-C3+C3—-Cl +- - -.
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1.2 Functii.

Definitia 1.2.1. Fie A si B doua multimi. O relatie ' C A x B se numeste
functionala, dacd pentru orice x € A, existd un unicy € B cu (z,y) € F.
Tripletul f := (A, B, F) se numeste functie. A se numeste domeniul lui f
iar B se numeste codomeniul lui f. Vom scrie de asemenea f : A — B, si

f(z) =y pentru (z,y) € F.
Graficul lui f este Gy = {(z, f(x)) | v € A} = F. O functie poate fi

definita sintetic (precizandu-i toate valorile), sau analitic (printr-o expresie).
Definitia 1.2.2. Fie f : A — B o functie.

(1) f se numeste injectiva, daca (V)1 # x2 € A= f(z1) # f(x2).

(2) f se numeste surjectiva, daca B = Im(f)={f(z)|x € A}.

(3) f se numeste bijectiva dacd este injectiva gi surjectivad.

(4) Daca X C A, f(X)={f(z) |z € X} este imaginea lui X prin f.

(5) DacaY C B, f~Y(Y) ={x € A| f(x) € Y} este preimaginea lui Y prin
f.

Definitia 1.2.3. Fie f : A — B,g : B — C. Compunerea lui g cu f este
functia

gof:A—C, (go f)(z):=g(f(x)).

Functia 14 : A — A, 15(x) =z, (V)x € A se numeste functia identicd a
lut A.

Propozitia 1.2.4. Daca f : A - B,g: B — C si h : C — D, atunci

(hog)of=ho(gof). A
De asemenea, foly =1po f = f. In general, go f # fog (cand au sens
ambele compuneri)!

Propozitia 1.2.5. Urmdtoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) f este injectiva.
(2) (Y)x1,22 € A, daca f(x1) = f(x2) atunci x; = xa.
(8) Pentruy € B, ecuatia f(x) =1y are cel mult o solutie in A.
(4) Mu,v: X — A a.i. fou= fou, rezultd u=.
(5) (g: B — A ai gof=14. (g nu e unicd in general)

Propozitia 1.2.6. Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:
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(1) f este surjectiva.

(2) Im(f) = f(A) = B.

(3) Pentruy € B, ecuatia f(x) =y are cel putin o solufie in A.

(4) Mu,v: B — X a.i. uo f=wvo f, rezulta u = v.

(5) (3)g: B— A a.i fog=1p. (g nu e unica in general)
Propozitia 1.2.7. Urmdatoarele afirmatii sunt echivalente:

(1) f este bijectiva.

(2) Pentruy € B, ecuatia f(x) =1y are o unica solufie in A.

(3) f este inversabila, adicd existd f~': B — A astfel incat f~ o f =14 si
fof~t=1p. f~! e unic determinatd si se numeste inversa lui f; dacd
f(x) =y atunci f~1(y) = .

Functii f: DCR —>R
Definitia 1.2.8. Fie f : D C R — R.

(1) f se numeste marginita inferior, daca ezista a € R cu a < f(x), (V)x €
D.

(2) f se numeste marginita superior, dacd ezxista b € R cu f(x) <b, (V)z €
D.

(3) [ se numeste marginita, daca e marginita superior si inferior.

Observatia 1.2.9. f: D C R — R este marginita < (3)M > 0 cu |f(z)| <
M, (Y)x € D.

Definitia 1.2.10. Fie f: D C R — R.
(1) f se numeste crescatoare , daca (V)x <y € D = f(z) < f(y).
(2) f se numeste strict crescatoare , dacd (V)x <y € D = f(x) < f(y).
(3) f se numeste descrescatoare , daca (V)x <y € D = f(z) > f(y).
(4) [ se numeste strict descrescatoare , daca (V)z <y € D = f(x) > f(y).

(5) f se numeste (strict) monotona, dacd e (strict) crescatoare sau (strict)
descrescatoare.
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Propozitia 1.2.11. Daca f: D C R — R este strict monotond, atunci f este
mgjectiva.

Definitia 1.2.12. Fie D C R un domeniu simetric, i.e. x € D = —x € D.
Fie f : D CR — R.

(1) f se numeste para, daca f(—xz) = f(z), (V)z € D.

(2) f se numeste impara, daca f(—x) = —f(x), (V)xz € D.
Propozitia 1.2.13. Fie D C R un domeniu simetric gi f : D C R — R.

(1) Daca f este pard, atunci Gy este simetric fata de aza OY .

(2) Daca f este impara, atunci G este simetric fata de punctul O.
Propozitia 1.2.14. Fie f : D C R — R.

(1) Gy este simetric fata de x = a < f(a —x) = f(x —a),(¥V)z € D.
Observatie, g(x) = f(x — a) este pard.

(2) Gy este simetric fata de punctul (a,b) daca f(a—z) = b—f(x—a), (V)z €
D.

Definitia 1.2.15. O functie f : R — R se numeste periodica dacd exista un
T # 0 cu proprietatea ca

flx+T) = f(z), (V) eR.

Un astfel de T se numeste perioada a lui f.
Daca exista un cel mat mic Ty > 0 cu proprietatea ca Ty este o perioada,

atunci Ty se numeste perioada principala. In acest caz, perioadele lui f sunt
de forma KTy, unde k € 7.

Exemplul 1.2.16. (1) f: R — R, f(z) = {z} este periodica, cu perioada
principala Ty = 1.

(2) f: R =R, f(z) = L zeQ este periodicd, iar orice numar

0, zeR\Q

rational T' € Q este o perioada pentru f. Prin urmare, f nu are perioada
principala.

(3) Functiile trigonometrice directe sin, cos, tg, ctg sunt periodice. sin, cos
au perioada principala 27 iar tg, ctg au perioada principala 7. Vezi sectiunea
2.7, pagina 69.
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Exercitii

1.

Fie f: X — Y o functie, A,BC X si C,D C Y. Aratati ca:
a) f(AUB) = f(A)U f(B), f(ANB) C f(A)N f(B),
b) fFH(CUD) =Y (C)U fHD), fFHCND)=fHC)N fH(D).

. Fie f :R — R, f(z) = 2% + 32 + 2. Determinati F = Im(f) si D C R

astfel incat f|p : D — E este bijectiva.

Sa se arate ca functia f : NxN — N, f(m,n) = %W -+ m, este
bijectiva.
2
z*+1,z>1
Fie f,g : R — R, f(z) =22+ 1, g(x) = T . Aratati ca
f.g f(=) g(x) 24l z<l §
functiile f si g sunt bijective si calculati f~!, g~!. Determinati f o g si
golf.
. Gasiti o functie bijectiva f :[0,1] — R = RU {#o0}.

Care este perioada principald a functiei f : R — R, f(z) = {2z} + {32}?

Studiati paritatea functiilor f,g,h : R — R, definite prin:

f(x) = arctgz + 23, g(x) = sin? x + cos(2z) si h(z) = cosx — 2sinz.
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1.3 Multimi finite, numarabile si nenumarabile

Definitia 1.3.1. Doud mulfimi A si B se numesc echipotente, dacd existd o
functie bijectiva f : A — B. Scriem A ~ B. Este usor de verificat ca ~ este
o relatie de echivalenta. Se numeste cardinalul lui A, clasa de echivalenta a
multimii A, prin urmare |A| = |B| < A ~ B.

Spunem ca |A| < |B|, daca exista f : A — B injectiva. Echivalent,
|A| > |B| daca exista f : A — B surjectiva. Relatia < este o relatie de ordine
totald.

O multime A se numeste finita, daca exista n € N astfel incat A ~
{1,2,...,n}. Daca A este o multime finita, spunem ca |A| =n = numarul de
elemente ale lui A.

O mulfime este infinita daca nu este finita.

Propozitia 1.3.2. O multime A este infinita daca si numai dacd are o submulfime
stricta B C A cu B ~ A.

Propozitia 1.3.3. Fie A, B, X trei mulfimi finite. Atunci:
(1) |AUB|=|A|+|B|—|ANBj.
(2) |Ax Bl = |A] - |B].
(3) Daca A C X, atunci | X|=|A| +|X \ 4.

Definitia 1.3.4. O multime infinita A se numeste numarabila, daca |A| =
IN| =: Rg; echivalent, daca existd o functie bijectiva f : N — A, deci A =

{ag,a1,as,...}.
O multime infinitd A se numeste nenumarabild, dacd nu e numdrabild.

Propozitia 1.3.5. (Lista de proprietati)
(1) Daca A este infinitd, atunci A este cel putin numdarabila, adica |A| > RNo.
(2) Daca A, B sunt numarabile, atunci A x B, AU B sunt numdarabile.
(3) Z, Q, Q4 sunt multimi numdrabile.
(4) Daca (A;)ien sunt numarabile, atunci |J;cy Ai e numarabila.
(5) Fie P(A) ={X | X C A}. Atunci |A| <|P(A)].

(6) P(A) ~{f:A—{0,1}} =: 24, bijectia fiind datd de X — xx, xx(a) =
1, aeX

. xx se numeste functia caracteristica a submulfimii X.
0, a¢X
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(7) Daca A e numdarabila si F e finita cu |F| > 2, atunci {f : A — F} e
nenumdarabild.

(8) 10,1] este nenumarabila (un numar real x € [0,1] are o scriere zecimala

infinita, care poate fi identificata cu un sir cu elemente din {0,1,...,9}).
(9) R este nenumdarabild. Mai mult, |R| = |2V =: c. Ipoteza continuumului:
Pentru orice multime N C X C R, avem |X| = |N| sau |X| = |R].

Aceastd afirmatie nu poate fi decisd in sistemul axiomatic standard al
teoriei multimilor (Zermelo-Fraenkel).

(10) Fie Q = {a € C | a e raddcina unui polinom cu coeficienti intregi }.
Un numdr o € Q se numeste algebric. Un numdr o ¢ Q se numeste
transcendent. De ezemplu 2,5 € Q, dar m,e ¢ Q. Atunci Q este
numdarabild.

(11) RxR~R. R" ~R. R\ Q ~R.

Exercitii

1. Stabiliti care dintre urmatoarele multimi sunt finite, numaéarabile, respec-
tiv nenumarabile:

a) A={ne€Z|2n, 5¢tn}.
b) B = {=* | n € Q).
c) C={it|teR}.
d)D={zeC|2%=1}.
) E={2€C| ] =1}.
)F={z€R| cosz = 3}.
g) G={z€[0,2n] | sinz = — \f}
h) H={zeR|(3)teQ, z=Int}.
)I={zcR|@tecqQ, 22 =1t}
j) J ={(a1,a9,as,...) | a; € {0,1,2},i € N}.
k) K ={f[f:{0,1} - N}.
DL={g|g:N—{01}}.
2. Gasiti functii bijective f: N —-Z gi g : Nx N — Z.

¢

—h

(Indicatie: Exercitiul 3, pagina 20)
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1.4 Siruri de numere reale

Elemente de topologie pe R.

Definitia 1.4.1. Fie xo € R. O mulfime V se numeste vecinatate a lui xo,
daca exista a < b € R astfel incat xg € (a,b) C V.

O multime V' se numeste vecinatate a lui 400, dacd exista M > 0 astfel
incat (M,o00) C V. Similar se definesc vecinatatile lui —oo.

Definitia 1.4.2. Fie A C R.

(1) = € A se numesgte punct interior al mulfimii A, daca exista V o ve-
cindatate a lut ¢ cu'V C A. Notam A = mulfimea punctelor interioare
ale lui A. A se numeste interiorul lui A.

(2) z € R se numeste punct aderent al mulfimii A, daca exista V o ve-
cindtate a lui x cu VN A # 0. Notam A = mulfimea punctelor aderente
ale lui A. A se numeste Inchiderea lui A.

(3) Frontiera lui A este multimea OA = A\ A.

(4) = € R se numeste punct de acumulare al multimii A, daca exista V' o
vecinatate a lui x cu VN (A\{z}) # 0. Notam A" = multimea punctelor
de acumulare ale lui A.

(5) x € A se numeste punct izolat, dacd existd V o vecindtate pentru x cu
VNA={x}. Notam Iz(A) = multimea punctelor izolate.

Propozitia 1.4.3. Fic A C R.
(1) Ac AcCA.
(2) Al = A\Iz(A).

Definitia 1.4.4. O mulfimea D C R se numeste deschisd, daca D=D. 0O
multime ' C R se numeste inchisa, daca F' = F.

Propozitia 1.4.5. (1) a) 0,R sunt multimi deschise. b) Dacd Dy, Dy sunt
deschise, atunci D1N Dy e deschisa. ¢) Daca (D;); e o familie de multimi
deschise, atunci |J; D; este deschisa. Fie 7 = {D C R | D deschisa }.
Spunem ca (R, T) este un spatiu topologic.

(2) D este deschisa < R\ D este inchisa (si reciproc). Prin urmare: a)f, R
sunt multimi inchise. b) Daca Fy, Fy sunt inchise, atunci Fy U Fy e
inchisa. c) Daca (Fy); e o familie de mulfimi inchise, atunci (), F; este
inchisa.
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(3) Intervalele deschise sunt mulfimi deschise. Intervalele inchise sunt multimsi
inchise. Orice mulfime deschisa este de fapt o reuniune (cel mult numarabila)
de intervale deschise disjuncte.

Definitia 1.4.6. (1) A C R se numeste marginita, dacd exista a < b € R
cu A C (a,b).

(2) K C R se numeste compacta, daca este inchisa i marginita. (Un in-
terval inchis [a,b] cu a < b € R este compact)
Siruri de numere reale

Definitia 1.4.7. Un sir de numere reale (z,), este o functie x : N>,, — R,
x(n) = x,, ng € N. Un gir poate fi definit printr-o formula explicita, de
exemplu: x, = #—17 n > 0 sau printr-o relatie de recurentda, de exemplu:
Tng € R, xpy1 = f(zn), n > no, unde f: D CR — R este o functie.

Un subsir al unui $ir (zn)n, este un sir de forma (v ¢,))n unde f: N — N
este strict crescatoare. De exemplu (xop)n = T2, Ta,Tg, " - .

Definitia 1.4.8. Fie (x,), un sir, unde n > ny.

(1) Sirul (xy,), este marginit superior, dacd exista b € R astfel incdt x,, < b,
(V)n > ng.

(2) Sirul (z,,)n este marginit inferior, dacd ezista a € R astfel incit a < x,,
(V)n > ng.

(8) Sirul (zy), este marginit, daca e marginit inferior si superior.

Propozitia 1.4.9. (x,), este marginit < (I)M > 0 astfel incdt |x,| < M,
(V)n > nyg.

Definitia 1.4.10. Fie (x,), un sir, unde n > nyp.

(1) Sirul (z,,)n, este (strict) crescator, dacd x, < Tpt1 (Tn < Tnt1), (V)n >
no.

(2) Sirul (xy), este (strict) descrescator, dacd x, > Tpi1 (Tn > Tpi1),
(V)n > ng.

(3) Sirul (z,)n este (strict) monoton daca este (strict) crescator sau des-
crescator.

Propozitia 1.4.11. Fie (z,), un gir, unde n > ng. Atunci:

(1) (xn)n este (strict) crescator < Tpi1—Tn > 0 (Tpr1—xn > 0), (V)1 > ng.



CAPITOLUL 1. CALCUL DIFERENTIAL 25

(2) (zp)n este (strict) descrescator < Tpi1 — T < 0 (Tpp1 — 2, < 0),
(V)n > ng.

Propozitia 1.4.12. Fie (x,), un sir, unde n > ng, astfel incat x, > 0,
(V)n > ng. Atunci:

(1) (xn)n este (strict) crescator < =t > 1 (P25 > 1) (V)n > no.
(2) (xn)n este (strict) descrescdtor < “2 <1 (*2EL < 1), (V)n > ng.

Definitia 1.4.13. Spunem ca sirul (xy,), converge la x € R, daca se verifica
una din conditiile echivalente:

(1) (V)V wvecindtate pentru z, (3)ny € N, astfel incat (V)n > n, = x, € V.
(2) (V)e >0, (I)ne € N, astfel incat (V)n > ne = |z, — x| <e.

Daca (xy)n converge la x, atunci x se numeste limita lui (xy,),, $i notam
limy,, oo T, = =, sau mai scurt lim, x,, = x.
Un sir care nu e convergent se numeste divergent.

Definitia 1.4.14. Spunem ca sirul (xy,), are limita +00 i scriem lim,, z, =
400, dacd se verifica una din conditiile echivalente:

(1) (V)V wecindtate pentru +oo, (I)ny € N, astfel incit (V)n > ny =z, €
V.

(2) (V)M >0, (I)narr € N astfel incit (V)n > ny = x, > M.
Similar se defineste lim,, x,, = —o0.

Exemplul 1.4.15. (1) Sirul @, = 5%, n > 1 e convergent si are lim,, v, = %
(2) Sirul z,, = v/n, n > 1 este divergent si are lim,, x,, = +00.
(3) Sirul z, = (—1)", n > 1 este divergent si nu are limita.

Propozitia 1.4.16. (Proprietali ale sirurilor cu limitd)
(1) Limita unui sir, dacd exista, este unicd.

(2) Daca (xy,)n este convergent, atunci (z,), este marginit. (Reciproca nu
e adevaratda, de ex. x, = (—1)" nu are limita)

(3) Dacd (xy)n este marginit, atunci (xy,), are subsiruri convergente.

(4) Teorema lui Weierstrass: Dacd (xy), este monoton gi marginit,
atunci (zy,)n este convergent. (Reciproca nu e adevdrata, de ex. x, =

(=~
= converge la 0)
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(5) Daca (xy,), este crescator i nemdrginit, atunci lim, x,, = +o0o. Daca
(xn)n este descrescator gi nemarginit, atunci lim, , = —oo.

(6) Daca x, < yn, (V)n si cele doud giruri au limita, atunci lim, z, <
lim,, yy, .

(7) Criteriul clestelui: Daca x, < y, < z, , lim,x, = lim, z, = =z,
atunci lim, y, = .

(8) Daca (xy,)y este marginit gi lim, a, = 0, atunci lim, (a,z,) = 0.

(9) Criteriul majordrii: Daca |x, — x| < ap, (V)n $i lim, a, = 0, atunci
lim,, x, = .

Propozitia 1.4.17. (Operatii cu limite) Fie (xy)n, (yn) siruri care au limitad.
Atunci:

(1) lim,(z, + yn) = lim, x,, + limy, Yy, exceptind cazul oo — co.
(2) lim,(xny,) = lim, z, lim, y,, exceptand cazul 0 - co.

(8) Daca y, # 0, (Vn) gi lim, y, # 0, atunci lim,, = ﬁ%
(4) lim, |$n| = |limn $n|

(5) Dacd x, > 0,(VYn), atunci lim,, {/x, = /lim, z,, k € N*.

(6) Dacd y, > 0,(Vn) silim,y, > 0 = lim, 2" = (lim, z,)™n ¥ ep-
ceptand 1°°, 0V,

(7) Daca x,, > 0,(Vn), lim, z, > 0 = lim, log, =, = log,(lim, z,), a > 0,

a# 1.
Propozitia 1.4.18. (Limite remarcabile)

(1) Sirul e, = (1 + %)n este strict crescator si mdrginit, deci convergent.
Avem:

. " 11 1
Im(14+—) =lim(l1+ =+ 5+--+—)=e=2,7182818...
n n n 1 2! n!

Numarul e se numeste numarul lui Euler. e este transcendent (nu e
solutie a unei ecuatii algebrice cu coeficienti intregi).

(2) Dacd x, = agn® + -+ ain +ag, cu k > 1 si a, # 0, atunci lim, z,, =
ay, - 00.
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o apn®+--+ainta .
(8) Daca x, = m, cu ag, by # 0, atunci

0, k<gq
. ag .. _
hmxn:—khmnk 1= ¢ 5, k=gq.
n g ™ a

ag

b 00, k>q

(4) Daca z,, # 0, (Y)n gt limy, z,, = 0, atunci

. sinx, . tga, . arcsinz, . arctgay,
lim —— =1lim = lim =lim——— =1.

n ,’L’n n ,an n ,an n a:‘n

(5) Daca x, # 0,(Y)n ¢i lim,z, = 0, atunci lim,(1 + mn)ﬁ =e. In
consecinta

In(14zy)
Tn

lim,, =1 gilim, “Z:jl = Ina, pentru a > 0.

Propozitia 1.4.19. (Cesaro-Stolz) Fie (xn)n, (Yn)n doud siruri. Dacd y, >
0, (Y)n, (yn)n strict crescator si nemarginit, atunci:

. In . ITnpn4+l — Tn
hm — = hm _—.
n Yn " Yn+1l — Yn

Mai precis, daca exista limita din dreapta, atunci exista si limita din stanga
st avem egalitate.

Corolarul 1.4.20. Fie (x,), cu zy > 0, (V)n. Atunci:
(1) lim, w = lim,, ,,.

(2) lim,, ¥/x1x9 - X, = limy, 2.
(3) limy, {/@, = lim, “2=% (Cauchy-D’Alembert).

Siruri recurente

Propozitia 1.4.21. (Recurenta liniara de ordin 1) Fie xy € R, 41 = ax, +
b, cu a,b € R. Dacd a # 1, atunci

1—a"
Ty =

T b+ a"xg, (V)n > 1.

Sirul (xy,)n este convergent < |a| < 1, caz in care lim,, x,, = fba.

Observatia 1.4.22. Pentru a arata ca un sir recurent zo € R, 2,11 = f(zy),
n > (0 este convergent, trebuie urmati pasii urmatori:
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(1) Se aratd, prin inductie, ca sirul (z,), este marginit, i.e. a < x, < b,
(V)n. In exemple concrete, de obicei a = xg sau b = zy. Pentru a
arata marginirea, trebuie verificat cd z € [a,b] = f(z) € [a,b], adica

f(la,0]) C [a, b].

(2) Folosind marginirea, se arata ca sirul este monoton, calculand x,11 —
Tp = f(xp)—xy = - -. Din Weierstrass, rezulta ca (z,,), este convergent.

(3) Daca f este continua (vezi sectiunea 3.4), si daca ¢ = lim,, z,,, trecand la
limita in relatia de recurentd z,+1 = f(x,), se obtine £ = f(¢). Atunci
¢ este solutia ecuatiei care se afla in [a, b].

Exemplu: 29 = V2, 2,11 = /2 + Zn, n > 0. Se arati ca ,, € [v/2,2], (V)n >

_ 2
0 prin inductie dupa n > 0. Atunci 11—, = VTp + 2—2, = \/2”717;0:;2 >0,

deoarece v2 < x, < 2. Fie £ = lim, z,,. Rezulta f = 2+ (= (> —(—2 = 0.
Ecuatia are radécinile —1 si 2. Dar £ € [V/2,2] = £ = 2.

Siruri Cauchy

Definitia 1.4.23. Sirul (z,), se numeste Cauchy, daca (V)e > 0,(I)n. € N
astfel incat (V)n,m > ne = |x, — o] < e

Propozitia 1.4.24. Fie sirul (x,)y.

(1) (zp)n este Cauchy < (V)e > 0,(I)ne € Na. &. (V)n > ne,p > 1=
|Zptp — xn| <e.

(2) Daca |xpsp — xn| < apn, (V)n,p > 1 i limy a, = 0, atunci (z,), este
Cauchy.

(3) Daca (xy,)n este convergent, atunci (x,)n este Cauchy.

Teorema 1.4.25. (Cauchy) Un sir (x,), de numere reale este convergent
< (zp)n este Cauchy. Cu alte cuvinte, R este un spatiu metric complet.

Observatia 1.4.26. (1) Sirul z,, = %, n > 1, privit ca un sir de elemente din
I = (0, 1], este un sir Cauchy, dar nu e convergent in I, deoarece lim,, x,, = 0 ¢
I. Deci I nu este complet. Un interval I C R este complet < I este inchis.

(2) Sirul &1 = 1,4, 9 = 1,41, x3 = 1,414 etc. al aproximarilor zecimale
pentru v/2 este un sir Cauchy de numere rationale, dar (z,), nu converge in
Q. Deci Q nu este complet.

(3) Constructia numerelor reale. Consideram C = multimea sgirurilor Cau-
chy de numere rationale. Doua siruri ()n, (yn)n € C sunt echivalente daca
lim,(y, — @) = 0. Scriem (z,)n ~ (Yn)n. Atunci multimea numerelor re-
ale este multimea cat R = C/ ~. Pentru un sir Cauchy (z,), de numere
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rationale, existd prin urmare un numar real € R cu z = lim,, z,, (x este clasa
lui (x,)n). Daca z,y sunt clasele sirurilor (), (yn)n, atunci x + y := clasa

sirului (zy, + yn)n §i @ -y := clasa lui (2pyn)n-

Exercitii

1.

Fie A = [0,1) U {2}. Ariitati ci: A = (0,1), 4 = [0,1] U {2}, 9A =
{0,1,2}, A" =0,1], I2(A) = {2}. Aratatica A este 0o multime marginita,

dar nu e compacta, iar A este compacta.

Studiati marginirea gi monotonia girurilor:

a) T = 32t
b) zn = (=1)"
c) Tn =+/n

\/§,$n+1= \/2"’_‘77717”21

; -1 4 1 4 .41
1) x”_n+1+n+2+ +2n

8
S,
I

Aratati, folosind definitia limitei unui sir:

2n+1 __
3n+2 3

b) lim, v/n = oo
c) hmn(ln(2n +1)—In(n+1)) =In2
d) lim,, 2n2+1 = %

e) lim,(vn+1—+/n)=0

Calculati limitele (folosind criteriul clestelui):

a) lim,

: 1 1 1
) limn (o + s T+ v
b) limn (say + s+ + )

¢) limy, (Yp_y EHK), d) limy, &7 74 !

. Calculati limitele (folosind criteriul majorarii):

bln n

a) lim,, *-
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e)
1:3-5-(2n—1)
f) limy, =575 2n)
. Aratati ca sirurile urmatoare sunt convergente (Weierstrass):

o2
b) & =1+ 5+ + g =2y
)ap=1+3+--+2—Inn

d) 21 € (1,2), Zpy1 = 520+ 3
Jen=(1+3)"

f) zn =1+%+-~+%
g

\/> Tntl = V2+

. Calculati limitele:

a) limy, QZ’ﬂs
)

2n? +3
3n2—

b

lim,,

2n+3
In+1

) lim,,

¢

d) lim, In(—2%—

) 1i
f) hmn %

o

In(n?4n+1)
h) hm” In(nb+2n3+1)

an?
. . n n2+4
i) lim, (2n+1>
5 2
2\ 13 2n°+1 3
J) limy, <n272n+3)

. 2
k) lim,, logs \;‘%

1) lim,, arctg(n? — n + 1)

. Calculati limitele:

a) lim,(n? —n+1)
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9. Calculati limitele:

3n+1
a) lim, <—Zié)

n271

. n2+n+2 2n+1

c) lim,, n sin( ngil )

n?—n+1 )
n2+42

)
£) lim,, v/7 In( Q;j;/f )

e) lim,, n In(

g) lim, n(2 % — 1)
h)

lim,, n2(3% — 372) 1) 1 € (2,3), Tny1 = 2ufs,

10. Folosind Cesaro-Stolz, calculati:
SN 1 1
a) hmnﬁ(l—i—ﬁ—i--“%-%)
b) hmn 1+\/i—'\_/%+\/ﬁ
c) limn’;—:,keN,a>1
d) lim,, 120
lim, L1+ o+ 4 22)

)
. 1422 ¥2432 ¥/3..4n2 Vn
f) limy, n(n+1)(n+2)

1P4L9P 4. d P
lim,, %71761\1

)
h) lim,, 1420 4n”



32

1.4. SIRURI DE NUMERE REALE

11. Folosind Cauchy-D’Alembert, calculati:

12.

a) lim,, V'n?
b) lim, VInn

) lim,, Ynl

e}

d) lim,, ¢ (2n)!

n [(”H'l)!P

e) lim, 0

f) lim,, { %

g) lim,

d) Ty = Zk L kcosk

n sin k!
Tn = 2 k=1 k2 >




CAPITOLUL 1. CALCUL DIFERENTIAL 33

1.5 Limite de functii. Functii continue.

Definitia 1.5.1. Fie f : D — R. Fiea € D' si { € R. Spunem cd f are
limita £ in a, dacd se verifica una din conditiile echivalente urmdtoare:

(1) (Y)(xp)n,Tn € D,z # a,limpz, = a = lim, f(z,) = {.
(2) (V)V wvecindatare pentru ¢, (3)U vecindtate pentru xo cu f(UND) C V.
(3) Daca ¢ € R: (V)e > 0,(3)d¢ astfel incit (V)x € D,0 < |x —a| < 6. =
[f(z) L] <e
Daca exista, limita unei functii intr-un punct este unicd.

Definitia 1.5.2. Fie f: D - R. Fieac D' si{ € R.

(1) Spunem ca limita la dreapta a lui f in a este £ gi scriem f(a +0) =
la(a) = lim o f(z) = ¢, daca (V) (Tn)n, 2n > a,lim, x, = a = lim, f(z,) =
l.

(2) Spunem ca limita la stanga a lui f in a este £ i scriem f(a—0) =

ls(a
lim, ~q f(z) = ¢, dacd (V)(zn)n, Tn < a,lim, , = a = lim, f(z,) =

) =
l.
Propozitia 1.5.3. Fie f : D — R gsia € D. Atunci (3)limy—, f(x) = ¢ &
(3)f(a+0) = fla—0) =1

Propozitia 1.5.4. (Proprietati ale limitelor de functii) Fie f,g,h : D — R,
a € D' sV o vecindtate pentru a. Atunci:

(1) Daca f(z) < g(y), (V)x € (VND)\{a}, atuncilim,_, f(z) < lim,_, g(x).

(2) Criteriul clestelui: Daca f(g) < g(z) < h(z), (V)z € (VN D)\ {a},
silimg_q f(z) = limg_q h(x) = £, lim,_, g(x) = £.

(8) Criteriul majorarii: Daca l € R, |f(z) — | < g(x), (V)z € (VN D)\
{a} silim,_, g(z) = 0, atunci lim,_, f(g) = ¢.

(4) Dacad limy_.q f(x) = 0 si g(x) e marginita pe (V N D) \ {a}, atunci
limg_.q f(x)g(x) = 0.

(5) limg_qo(f(x) + g(x)) = limy—q f(z) + limy_—q g(z), exceptind co — oco.
(6) limy_q(f(z)g(x)) = limy—q f(2) - limg_,q g(x), exceptind O - co.
(7) limy_q | f(2)| = |limg—q f(x)|, daca exista lim,_,, f(x).

(8) Daca g(x) # 0 pe (VN D)\ {a}, atunci lim,_,, [o) _ limama f@) o

g(z) = limg_qg(x)’
ceptand %, =.
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(9) Dacd f(zx) > 0, atunci limy_, f(2)9%) = (limg_, f(z))Me—e9(@) = gq
ceptind oo®, 1.

Propozitia 1.5.5. Fief: D — E, g: E —R,a € D'. Dacab=lim,_,, f(x),
be FE, f(x) # b pentru x € (VN D)\ {a}, unde V e o vecindtate a lui a,
lim, ., g(x) = ¢, atunci

lim (g 0 f)(w) = lim g(y)-

r—a

Limite importante

[y

. lim,_,4 P(z) = P(a), pentru P(x) functie polinomiala, a € R.

[\)

. 1 . 1 : 1
Nimg 0 o3 = 00, lim, ¢ 4 = —00, limy\ g 5 = oo.

3. lim, ., ggg = g%g;, dacd P,Q € R[X], a € R cu Q(a) # 0.

4. limy g oo(ana™ + -+ + a12 4+ ap) = limg— 400 anz™, a, # 0.

: anz"+-tajzrtag _ 1; an ,.n—m
5. My —too g2 mmrparhe = UMe—too 32 s Gy by # 0.

6. limy_, 2" = a®, lim, ., a® = a®, unde b € R, a € (0, 00).

7. Daca a € (1,00), lim, 00 a® = 00, lim,_,_ o a® = 0.

8. Daca a € (0,1), limy—o0 a® = 0, limy_,_ o a® = o0.

9. Daca a € (1,00), limg\ glog, v = —o0, lim,_ log, z = oc.
10. Daca a € (0,1), limg\ g log, z = 00, lim, . log, z = —o0.

11. lim,_,, sinx = sina, lim,_,, cosx = cosa, a € R. Nu exista lim,_, 4 sin z,
limg 4o COS T.

12. limg o tgz = tga, a € R\ {F +kr | k € Z}. lim, rztgz = oo,
limx\% tgr = —o0.

13. lim; ,ctgxr = ctga, a € R\ {kr | k € Z}. lim, rgctgr = —oo,
lim,\ o ctg z = 0.

14. lim,_,, arcsin x = arcsin a, lim,_,, arccos x = arccosa, a € [—1,1].

15. limg g arctgr = arctga, a € R. lim, o arctgr = 3, lim, . arctgr =
s

-

16. lim,_,, arctgx = arcctga, a € R. lim,_. o, arcctgx = 0, lim,_,_, arcctgx =
.
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tgx

arcsin x
T

sinx
T

arctgx __
acter — .

17. limm_@ = limx_,o = limm_@ = limx_,o

8=

18. limy—o(1 + )= =e.

In(14x) _
) _

19. limg_g
20. lim, 0“2 =Ina,a >0, a # 1.

Definitia 1.5.6. Fie f : D — R. Fie a € D. Spunem ca f este continua in
a, daca

(3) lim f(x) = f(a).

r—a

f se numeste continua pe D, daca este continud in orice punct a € D.

Propozitia 1.5.7. Fie f : D - R sia € D. U.A.S.E. (Urmatoarele afirmatii
sunt echivalente):

(1) f este continud in a.
(2) (Y)V wecinatate pentru f(a), (3)U vecindatate pentru a cu f(U) C V.

(3) (V)e > 0, ()0 > 0, astfel incat, (V)x € D cu |x —a| < 6. = |f(z) —
fla)| <e.

(4) (V) (xp)n, Tn € D culim, x, = a = lim, f(x,) = f(a).

Teorema 1.5.8. Functiile elementare (putere, radical, exponentiald, logarit-
mica, trigonometrice) sunt continue pe domeniul lor de definitie. De aseme-
nea, functiile obtinute prin operatii elementare si compuneri de functii conti-
nue, sunt continue.

Teorema 1.5.9. (Weierstrass) Fie f : [a,b] — R continud, unde a < b € R.
Atunci f este marginita si isi atinge marginile. Mai mult, f([a,b]) = [¢,d] C R.

Corolarul 1.5.10. Daca f : [a,b] — R continua cu f(a)f(b) < 0, atunci
(F)c € (a,b) cu f(c)=0.

Corolarul 1.5.11. Daca f : [a,b] — [a,b] continua, atunci (3)c € (a,b) cu
f(e) = ¢ (c se numeste punct fix pentru f).

Corolarul 1.5.12. Fie f: I — R, I C R un interval, cu f(z) # 0, (V)x € I.
Atunci f are acelasi semn pe I.

Corolarul 1.5.13. Fie f : (a,b) — R o functie continud cu lim,_,, f(z) =
—o0 i lim,_p f(x) = 0o (sau invers). Atunci f se anuleaza cel putin o datd
in (a,b).
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Corolarul 1.5.14. Orice polinom P € R[X]| de grad impar are cel putin o
radacindg. (Rezulta din corolarul precedent)

Propozitia 1.5.15. Fie I C R un interval si f : I — R o functie monotond.
Atunci, pentru orice a € I punct interior, f are limite laterale in a si, in plus:

(1) f(a—0) < f(a) < f(a+0), daca f e crescatoare.
(2) fla—0)> f(a) > f(a+0), daca f e descrescatoare.

Pentru I = [a,b), f(a) < f(a+0) daca f e crescatoare, f(a) > f(a+0) daca
f e descrescatoare etc.

Corolarul 1.5.16. O functie monotond nu are puncte de discontinuitate de
speta a 2-a. Mai mult, mulfimea punctelor de discontinuitate este cel mult
numarabila.

Lema 1.5.17. Fie f : D — R o functie continua si I C D un interval deschis.
Atunci f(I) este interval deschis.

Teorema 1.5.18. Fiec a < b € R si I un interval cu capetele a si b. Fie
f I — J strict monotona si surjectiva, unde J este un interval. Atunci f
este continuad pe I.

In particular, daca I e deschis, J e deschis, daca I inchis J e inchis, daca
I e deschis la un capat si inchis la celalalt, la fel este si J.

Mai mult, f~1:J — I este strict monotond si continud.

Teorema 1.5.19. Daca f : I — R este injectiva si continud, atunci f este
strict monotond.

Definitia 1.5.20. Fie f : D C R — R. f se numeste uniform continua pe D,
daca:
(V)e > 0, (3)de > 0 astfel incat (YV)x,y € D cu|ly—z| < e = |f(y)—f(x)] <

€.

Observatia 1.5.21. Daca f este uniform continua, atunci f este continua.
Reciproca nu e adevarata, in general. De exemplu f(x) = cosx este uniform
continua pe R, dar f(x) = COS% nu este uniform continua pe (0,00), desi e

continua.

Teorema 1.5.22. (Cantor) Daca f : [a,b] — R este continuad, atunci f este
uniform continud.

Definitia 1.5.23. O functie f : D C R — R se numeste Lipschitz de raport
k>0, daca
|f(y) = f(@)] < kly —af, (V)z,y € D.

De observat ca f este in particular uniform continud (reciproca nu e adevdrata,).
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Definitia 1.5.24. O functie f : D — D, Lipshitz de raport k € [0,1), se

numeste contractie pe D.

Teorema 1.5.25. (Banach) Fie I C R un interval inchis. Daca f : I — I
este o contratie de factor k € [0,1), atunci f are un unic punct fiz, i.e solutie
pentru ecuatia f(x) = x.

Mai mult, daca xg € I, xpt1 = f(xn),n > 0, atunci (x,,), converge in I
st f(a) = «, unde a = lim,, x,,. De asemenea,

n

1-k

|z, —al < |x1 — 20|, (V)n > 1.

Observatia 1.5.26. O conditie suficienta pentru ca f sa fie o contractie pe I
este aceea ca sup,¢; |f'(z)| = k < 1, unde f’ este derivata lui f (vezi sectiunea
urmatoare).

Exemplul 1.5.27. Fie f : [0,3] — [0,3], f(z) = %. Atunci f e o
contractie de factor § Daca zg = 0, 11 = f(x,), n > 0, atunci lim,, x,, =
71+W

este punctul ﬁx al lui f.

Exercitii
1. Calculati limitele:
a) 11mx~>1 122‘;2’3%—{-2

b) lim sin 3x+tg 2z
m*)

24
/r—2
c¢) lim,_.g \/‘{_2\/5
d 2x+1

) limg o0 T
limg oo (Va2 — x + )

)
) limg (1 + sm(2x))
In(24-cos z)
sinz
2711
arctg(z2—1)

[§]

—

limg .,

g

)
h) lim,_,;
2. Studiati continuitatea functiei: f: R — R, f(z) = 0 z? ’

) T =

3. Aratati ca nu exista functii continue f : [0,1] — R cu Im(f) = (0, 1).
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1.6 Functii derivabile. Aplicatii.

Definitia 1.6.1. Fie f : D — R si xg € D. Spunem ca f este derivabild in
ro daca
) i ) = 1)

Tr—XT0 xr — :L‘O

= f/(l’o) eR.

f are derivata in o, daca f'(xo) € RU {£oo}. Numdrul f'(z¢) se numeste
derivata lut f in xg.

Functia f se numeste derivabila pe D dacd este derivabila in orice punct
zo € D. In acest caz, derivata lui f este functia f' : D — R care ia valorile
[/ (zo) pentru xo € D.

Propozitia 1.6.2. Fie f : D — R gi g € D. Dacd f este derivabild in xq
atunci ecuatia tangentei la graficul lui f in punctul de abscisd xg este

y — f(zo) = f'(z0)(z — x0).

Observatia 1.6.3. (1) Fie f : D — R derivabila pe D. Atunci f'(z) =
limy, g f(m+h’2—f(r).

(2) Din punct de vedere geometric f’(x¢) reprezintd panta tangentei la
graficul lui f in punctul (zg, f(z0)).

(3) In mecanics, viteza v(t) = 2’(t), unde z(t) = pozitia unui mobil pe o
axa, la momentul ¢. De asemenea acceleratia a(t) = v'(t).

Propozitia 1.6.4. Daca f,g: D — R sunt derivabile, atunci:
(1) (f+9)=f+yg"
(2) (af) =af’, a eR.

(3) (fg) =f'g+fg"

/ ! /
(4) (£) = L2522, dacd g(w) # 0, (V) € D,
g g

Propozitia 1.6.5. Fie f : E — D, g: D — R si xg € D astfel incat f e
derivabila in xo, g e derivabila in f(xg) si f(x) # f(xo) pe V \ {xo}, unde
V e o wvecinatate a lui xg. Atunci go f : E — R este derivabild in xy si
(g0 f)(z0) = g'(f(x0))f (o).

Pe scurt (go f) = (¢ o /)"

Propozitia 1.6.6. Fie f : E — D bijectiva si xg € D astfel incat f'(xg) # 0.

Atunci f=1: D — E este derivabild in f(zo) si (f71)'(f(20)) = f/(lxo)'
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Definitia 1.6.7. Fie f : D — R sixg € D. [ se numeste diferentiabila in xq
daca exista L : R — R liniard, adica (3)a € R cu L(z) = ax, (V)x € R, astfel

incat r
lim f(x) — f(wo) — L(x — x0)
o x — X0

=0.

Daca f e diferentiabila in xq, notam L = df (xo) si o numim diferentiala lui f
mn xg.

f se numeste diferentiabild pe D, daca e diferentiabild in orice punct xy €
D. Diferentiala lui f, notatd df este aplicatia care pentru xg € D, ia valoarea

df (zo).

Propozitia 1.6.8. Fie f : D — R si xg € D. Atunci f e diferentiabld in xq
daca numai daca f e derivabild in xo. Mai mult (df )(xo) = f'(xo)dz, unde
dr : R — R este aplicatia identica, dx(x) = x.

Cu alte cuvinte, notiunea de derivabilitate si diferentiabilitate coincid pe
R. Acest lucru nu mai e adevarat in analiza reald cu mai multe variabile.

Propozitia 1.6.9. Fie f,g : D — R diferentiabile in xo € D (sau pe D).
Atunci:

(1) d(f + g)(zo) = df (xo) + dg(xo). (d(f +g) = df +df.)
(2) d(fg)(x0) = df (zo)g(z0) + f(wo)dg(zo). (d(fg) = gdf + fdg.)
(3) d (5) (20) = df(ro)g(wo)( (zo)dg(zo) (5) gdf fdg )

z0)

(4) d(go f)(z0) = ¢'(f(xo))df. (d(go f) = (g" o f)df.)

Derivatele functiilor elementare.

1. ¢ =0.
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9. (") =¢€”
10. (a®*) =a®”Ina, a >0, a # 1.
11. (Inz) = 1.
12. (log,z) = -, a>0,a # 1.
13. (sinz) = cosx.
14. (cosz) = —sinz.
15. (tgz) = —h
16. (ctgz) = —Sinl%
17. (arcsinzx) = 1£m2.
18. (arccoszx) = — 11_z2.
19. (arctgz) = x%ﬂ
20. (arcctgz) = —x%ﬂ.

Propozitia 1.6.10. (Cosinus i sinus hiperbolice)
Fie ch,sh: R — R, chz = 44—~ gishy = “=F—. Atunci:

1. ch®’z —sh?z =1.
2. (chz) =sha.
3. (shz) = chu.

Derivatele functiilor compuse.

Fie u = u(x).
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9. (Inu) =%,

10. (log,u) = ulna’ a>0,a#1.
11. (sinu)" = u'cosu

12. (cosu) = —u'sinu

13. (tgu) = Y-

14. (ctgu) = —Si;f;u

15. (arcsinu)’ = 1’ilu2.

16. (arccosu) = — fiuQ

17. (arctgu) = =
18. (
19. (chu) = u/'shu.
20. (shu) =/ chu.
21. (u¥) =u¥ (v Inv + 4 ) unde v = v(z).

Definitia 1.6.11. Fie f : D — R, xg € D. f se numeste derivabila la stanga

in xg, daca @ (@)
’ T J(z) — f(zo
(3 fs(zo0) = zh}ilo T

eR.

fi(xo) se numeste derivata la stanga a lui f (derivata la stinga poate fi si
+o0).
f se numeste derivabila la dreapta in zg, dacd

(3 f) () = lim L) =S @0)

RN X — Xo

e R.

fi(xo) se numeste derivata la dreapta a lui f (derivata la dreapta poate fi si
+00).

Propozitia 1.6.12. f e derivabila in xo (are derivatd in x9) < f e derivabila
(are derivatd) la stinga st la dreapta in xo si fi(xo) = fi(z0).
In acest caz f'(xo) = fl(xo) = fi(x0o).
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Exemplul 1.6.13. Fie f: R — R, f(z) = |z|. Atunci f/(0) = —1, f;(0) =1

deci f nu are derivata in 0.

Definitia 1.6.14. Fie f : D — R, xg € D sin > 2. Spunem ca f este
derivabila de n-ori in xg, daca f este derivabila de (n—1)-ori intr-o vecindtate
V C D a lui xg §i derivata de ordin (n — 1)-ori, notatd f("*l) este derivabila
in . Derivata de ordin n a lui f in zo este fU)(zo) = (f1Y (x0).

f se numeste derivabila de n-ori pe D, daca e derivabild de n-ori in orice
punct din D.

Definitia 1.6.15. Fie f: D — R si zg € D.

(1) f se numeste de clasa C°(zg) (respectiv C°(D)) dacd este continud in
xo (respectiv pe D).

(2) f se numeste de clasa C™(x) (respectiv C™(D)) daca este derivabila de
n-ori intr-o vecinatate a lui xo (respectiv pe D) si derivata de ordin n
este o functie continud in xy (respectiv pe D).

(8) f se numeste de clasa C™°(xg) (respectiv C*°(D)) daca f e derivabila de
n-ori in xog pentru orice n > 1 (respectiv pe D).

Propozitia 1.6.16. Fie f,g: D — R derivabile de n-ori. Atunci
(f-9) ™ =C0fmg 4 Clpn=Dg 4 ...y Crfg™ = Z Ck pn=h) k),
k=0
Similar pentru f, g derivabile de n-ori in xg € D.

Propozitia 1.6.17. Fie f € R[X]| un polinom cu grad f > 1. Atunci a este
raddcind de ordin m > 1 a i f < f(a) =0, f'(a) =0, -, f™ D(a) =0,
70 (@) #0.

Teorema lui Fermat si aplicatii
Definitia 1.6.18. Fie f: D — R si zg € D.

(1) z9 € D se numeste punct de maxim local pentru f, daca exista V o
vecindtate a lui xo astfel incat f(z) < f(xo), (V)z € VN D.

(2) z9 € D se numeste punct de minim local pentru f, daca exista V o
vecindtate a lui xo astfel incat f(x) > f(zo), (V)z € VN D.

(3) zo € D se numeste punct de extrem local pentru f, daca este mazim
local sau de minim local.
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(4) Daca f e derivabild in zo $i f'(xo) = 0, z9 se numeste punct critic
pentru f.

Teorema 1.6.19. (Fermat) Fie f : D — R derivabila in xo € D. Daca xg
este punct de extrem local pentru f, atunci g este punct critic pentru f, adica

f,(xo) = 0.

Observatia 1.6.20. Reciproca la teorema lui Fermat nu este adevarata. De

exemplu zo = 0 este punct critic pentru f(z) = 22, dar nu e punct de extrem.
Pe de alta parte, exista puncte de extrem in care functia respectiva nu e

derivabila. De exemplu z¢p = 0 e punct de minim pentru f(z) = |z|.

Definitia 1.6.21. Fie a < b € R. O functie f : [a,b] — R, continud pe |a,b]
st derivabild pe (a,b) se numeste functie Rolle.

Teorema 1.6.22. (Rolle) Fie f : [a,b] — R o functie Rolle cu f(a) = f(b).
Atunci (3)c € (a,b) cu f'(c) = 0.

Corolarul 1.6.23. (Sirul lui Rolle) Fie f : I C R — R, unde I e un interval.
Intre doud rdddcini ale lui f! exista cel mult o raddcindg pentru f.

Daca I are capetele asi b, calculam o = limy\q f(z), B = lim, ~, f(2).
Daca oy < xfy < -+ <z, sunt radacinile ecuatiei f'(x) = 0, girul lui Rolle
este sirul semnelor lui o, f(x7), f(23), ..., f(27,), 8-

Intre —— sau ++ nu exista nici o radacindg pentru f.

Intre —+ sau +— existd o unicd radacind pentru f.
Exemplul 1.6.24. Fie f : R — R, f(z) = 2% — 3z + 1. Ecuatia f'(z) =
322 — 3 = 0 are raddcinile 2y = —1, 24, = —2. Avem lim,_,_ f(z) =
—o0, f(=1) =3, f(1) = —1, lim,; . f(x) = oo. Sirul lui Rolle asociat este
— + —+, prin urmare f(z) = 0 are trei radacini reale, cate una in intervalele
(—OO, _1)3 (_]-a 1) §1 (17 OO)
Teorema 1.6.25. (Lagrange) Fie f : [a,b] — R o functie Rolle. Atunci

_ f(b)—f(a)

(F)c € (a,b) cu f'(c) = 5=
Corolarul 1.6.26. Fie I C R un interval. Daca f: I — R e derivabila pe I
si f'(x) =0, (Y)x € I, atunci f este constantd.

Corolarul 1.6.27. Dacad f,g: I — R sunt derivabile pe intervalul I si f'(x) =
' (z), V)x € I, atunci g — [ este constanta.

Corolarul 1.6.28. Fie f: I — R derivabild pe intervalul I. Atunci:
(1) Daca f'(x) >0, (V)z € I, atunci f este crescatoare pe I.

(2) Daci f'(z) >0, (V) € I, atunci f este strict crescdtoare pe 1.
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(3) Daca f'(xz) <0, (V)x € I, atunci [ este descrescatoare pe I.
(4) Daca f'(x) <0, (V) € I, atunci [ este strict descrescatoare pe I.

Reamintim cd I = interiorul intervalului I. De exemplu, pentru I = [a, b],l‘3 =

(a,b).

Corolarul 1.6.29. Fie f : I — R, x9 € I. Daca f este continud in xo,
deriwabila pe I\ {zo} si (3)limy—y, f'(x) € R, atunci [ e derivabild in xo si
(o) = limg .z, f'(2).

Afirmatii asemandtoare au loc pentru derivatele laterale fl(xo) si fi(xo).

Teorema 1.6.30. (Cauchy) Fie f,g : [a,b] — R functii Rolle. Presupunem

ca g'(x) #0, (V) € (a,b). Atunci (I)c € (a,b) astfel incdt g,/((g = ggz;:g((s)).

Demonstratie. Se aplica Teorema lui Rolle pentru h(z) = f(z)— %g(w).

Teorema 1.6.31. (Darboux) Dacd f : I — R este derivabila, atunci f' are
proprietatea lut Darboux pe I.

Aplicatii ale derivatelor

Teorema 1.6.32. (Regulile lui I’Hospital) Fie f,g : (a,b) — R cu pro-
prietatile:

(1) f,qg sunt derivabile pe I.
(2) hm:c\a f(l') = hmaf\a g(x) =0 (Sau 1ima:\a f(l‘) = hmw\a g(z) = OO)
(3) g(z) #0 si g'(x) # 0, (V) € (a,b).
(4) () limgn o L8 € RU {00}
Atunci (3) limg 4 % = limg\ 4 %. Similar pentru limite la stanga in b.
Definitia 1.6.33. Fie f: I CR — R.
(1) f se numeste convexa pe I, daca:
Mz <z2€l, ac(0,1), f(1—a)ry+axz) <(1—a)f(x1)+ af(xe).
(2) f se numeste strict convexa pe I, daca:
Mz1 <z2€l,a€(0,1), f((1—a)rs +axz) < (1 —a)f(x1)+ af(z2).
1. f se numeste concava pe I, daca:

Mz1 <zo€l,a€(0,1), f(1 —a)ry +axz) > (1 —a)f(x1)+ af(z2).
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2. f se numeste strict concava pe I, daca:
Mz <xz2€l, ac(0,1), f(1—a)ry+axz) > (1—a)f(x1)+ af(xe).

Propozitia 1.6.34. Fie f : I — R. Daca f e de doud ori derivabild pe I
atuncai:

1. f"(z) >0, (V)z €l = f este convexd pe 1.
2. f'(x) >0, (V)z €I = f este strict convexd pe I.
3. f(x) <0, V)zel= f este concavi pe I.
4. f"(z) <0, (V)& € 1= f este strict concavd pe 1.

Propozitia 1.6.35. Fie f : D — R si xg € D. Presupunem ca f e de doud

ori derivabila intr-o vecindtate V = (a,b) a lui xg.
Daca f"(zo) = 0, f"(z) <0, z € (a,x9) si f"(x)

xg este punct de inflexiune. (Similar, daca f"(x) <0

pe (x0,b))

Propozitia 1.6.36. Fie f: D — R, xg € D, f de doua ori derivabild in xg.

Atunci:

>0, x € (x9,b) atunci
pe (a,z0) si f"(x) >0

1. Daca f'(x0) =0 si f"(xo) > 0= xo este un punct de minim local.

2. Daca f'(zo) =0 si f"(x0) < 0= z0 este un punct de mazim local.

3. Daca f'(z0) =0 si f"(x0) =0, nu putem trage nici o concluzie!
Definitia 1.6.37. Fie f : D - R gsia € D'\ D.

1. x = a se numeste asimptota verticala la stanga (AVS) , dacdlim, o f(z) =
+oo.

2. x = a se numeste asimptota verticala la dreapta (AVD) , dacalimg~ o f(z) =
Fo00.

3. = a se numeste asimptota verticala (AV) daca este (AVS) si (AVD).
Definitia 1.6.38. Fie f : (a,00) — R.
1. y = n se numegte asimptotd orizontala (AH) la +oo pentru f daca
limg oo f(x) =n.

2. Dreapta y = mz +n, m # 0 se numeste asimptota oblica (A0) la +oo
pentru f dacd limg_oo(f(z) — mz —n) = 0.
Similar, pentru f : (—o0,b) — R, definim asimptotele orizontala si oblica la
—00.

Propozitia 1.6.39. Dreapta y = max + n este asimptota oblica la +oo pentru
fe @limynl® = meR g (3)limyo(f(z) — mz) =n € R.
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Exercitii

1. Calculati derivatele functiilor:

a) f(z) = ze® T

b) f(x) = In(2? + )
) f(@) = Fmrg
d) f(2) = 7=
e) f(z) = arcsm( 2Jr1)

f) f(z) = arctg £ x2+1
g) f(z) = sin(In(a? + \/cos 7))

2. Calculati derivatele de ordin n si valorile lor in zy = 0:

b) f(z) =In(z + 1)
c) f(x) =cosx

d) f(z) =sinx

e) flx)y=1—¢e""
£) f(x) x2—;,x+2
g) f(z) = 2%

h) f(z) = %t}

i) f(x) =e*sinz
) f@) = 72

3. Folosind regula lui L'Hospital, calculati limitele:

r—arctg T

a’) hmxﬂo 3

b) limy\ gz lnz

c) lim,_,o &= =2

) limg 1 (2 — l)eﬁ

Q.

(§ hmx_>oo o

)
f) limg\ o(ctgz + Inx)
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g) limg\ o 2
h) limg\ o(cos x)%

4. Determinati punctele de extrem pentru:

a) f:[0,1] =R, f(z) =a" — 2"t n>2
a) f:[0,00) = R, f()—x — 2% n>2
c) f:]0,00) = R, f(z) = x,aZQ
d) f£:[0,1] > R, f(z) = ze " a>2

) f:[0,1] =R, f(z) = 2_“:”a22
) f:R->R, f(x)=|z|+ Va2 +a,a>0

5. Desenati graficul functiilor (intervale de monotonie, convexitatea, asimp-
tote etc.):

e

a) f:R—R, f(z)=2 222+ 241
b) f:R =R, f(z) = (22 +1)e”
c) fR—R, f(z) = 25

d) f:R—R, flz) = Va2 + 2z +2
e) [+ R\ {2} >R, f(z) = £

f) f:(0,00) = R, f(z) =2

g) [ R\ {2} = R, f(z) = %5

)
h) f:(0,00) = R, f(z) =2%Inx
i) f:R—R, f(x) =2 —In(z?+1)
6. Fie f:R* - R, f(z) = 243,
a) Graficul lui f.
b) Arétati ca f([3,V3]) C [3, V3]
o) sup, gy g /(@) =2

d) Calculati limita sirului: z; = %, Tnt1 = fag).

7. Fie f:[-2,00) = R, f(z) = Va + 2.
a) Graficul lui f.
b) Aritati ca f([v2,2]) C [v2,2].
¢) sup,c( g0 | (@) =7.
d) Calculati limita sirului: o1 = v/2, 2,11 = f(x,).
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1.7 Serii de numere reale

Definitia 1.7.1. Fie (x,), un sir de numere reale, n > 1 sau n > ng mai
general, unde ng € N. Consideram sirul

n
Sn::ka:x1+$2+---+mn, n > 1.
k=1

Sirul (Sp)n se numeste sirul sumelor partiale asociat lui ().

Seria Y7 |z, este prin definitie perechea ((xn)n, (Sn)n)-

Seria Yo7 | x, se numeste convergentd, daca sirul (Sy)y este convergent.
In caz contrar, seria Z;’ozl Ty se numeste divergenta.

Dacd exista lim, S, = S € R, atunci S se numeste suma seriei 220:1 T,

In acest caz, notam S =3 7 | @p.

Observatia 1.7.2. Prin ) 7, z, intelege atat seria cat si suma seriei, in
cazul cand seria are suma.

. o0 1 v .
Exemplul 1.7.3. (1) Seria ) >, w(ngT) este convergenta si are suma S=1.
Intr-adevar,

n

1

”_k_lk(k+1)_1~2 nn+1) 1 2 n n+l = n+l’

deci S = lim, S, = 1.
(2) Seria )2 | n este divergenta si are suma S = oo.
(3) Seria Y7 (—1)" este divergentd si nu are suma.

.y o y y . 0o
Propozitia 1.7.4. (Criteriul necesar de convergentd) Daca seria ) .~ Zn
este convergenta, atunci limy, x, = 0.

Demonstratie. Trecand la limita in relatia x, = S, — Sn_1, obtinem lim,, x,, =
S — 85 =0, unde S = lim,, S,. O
Observatia 1.7.5. Reciproca nu e adevérata, de exemplu seria » | % este
divergenta, dar lim,, % = 0. Criteriul necesar de convergenta se aplica pentru
a arata ca o serie e divergenta, in cazul cand lim, x,, # 0.

Propozitia 1.7.6. (Liniaritate) Fie Y .2 | @n §i Y oy Yo dod serii care au
sumd. Fie o € R. Atunci

o0 o0 [e.9] o0 [e.9]
Z(mn—i—yn) = Z:cn—i—Zyn, Zamn = aZ:cn,
n=1 n=1 n=1 n=1

n=1
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cu exceptia cazurilor de nedeterminare oo — oo sau 0 - 0o. De exemplu,

> 1 1 =1
nzln(n—i-l)%;n_;n—kl(oo_oo)'

Propozitia 1.7.7. (Seria geometrica) Fie g € R. Atunci:
1.5 q" = ﬁlq’ daca |g| < 1.
2.3 0 q" =00, dacd q > 1.

3. >0 o q" nu are suma, dacd g < —1.

Serii cu termeni pozitivi

In continuare, vom presupune ca x,, > 0, (¥)n. Se observa ca sirul sumelor
partiale (S, )y este strict crescator. Prin urmare, daca (Sy,), e marginit, atunci
seria > > | x, e convergenta, iar dacd (Sy), nu e marginit, atunci > >, xp e
divergenta si are suma oo.

Propozitia 1.7.8. (Seria armonicd) Fie s € R. Atunci:

1.5, # este convergenta daca s > 1.

2. 3% | L este divergentd dacd s < 1.
Demonstratie. Se poate aplica Criteriul de condensare Cauchy sau criteriul
integral. O
Propozitia 1.7.9. (Criterii de comparatie)

1. Daca xp, < ypn, (V)n > ng, atunci

Yool Yn convergenta =y 2 |z, convergenta
o2 divergenta = Y7 |y, divergenta

2. Daca x;—:l < yz%, (V)n > ng, atunci

[e.e]

Yool Yn convergenta =y 2 |z, convergenta
o2 divergenta = Y7 |y, divergenta

3. Daca exista £ = lim, z—" € R, atunci:
a) Daca £ € (0,00), seriile Y 07 | Tn §0 Y o0 | Yn aU aceeasi naturd.
b) Daca =0 siy 2| yn € convergentd, atunciy .- | &, e convergentd.

¢) Daca € = o0 §iy o0 yn € divergentd, atunciy .-y e divergentd.
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Propozitia 1.7.10. (Criteriul raportului)

Presupunem ca exista £ = lim,, x;“ . Atunci:
n

1. Daca £ < 1, atunci seria Y- | Tn € convergentd.
2. Daca € > 1, atunci seria Y - | @y e divergentd.

Propozitia 1.7.11. (Criteriul radacinii)
Presupunem ca exista £ = lim,, ¢/x,. Atunci:

1. Daca £ < 1, atunci seria Y - | Tn € convergentd.
2. Dacd ¢ > 1, atunci seria Y -, &, e divergentd.

Propozitia 1.7.12. (Criteriul Raabe-Duhamel)

Presupunem ca exista ¢ = lim,, n(x"”il —1). Atunci:
n

1. Daca £ > 1, atunci seria Y - | Tn € convergentd.
2. Dacd ¢ < 1, atunci seria Y -, &, e divergentd.

Propozitia 1.7.13. (Criteriul logaritmic)
In(1/xy)

Y . Atunci:
nn

Presupunem ca exista ¢ = lim,,

1. Daca £ > 1, atunci seria Y - | Tn € convergentd.

2. Dacd ¢ < 1, atunci seria Y -, &, e divergentd.
Propozitia 1.7.14. (Criteriul de condensare Cauchy) Daca sirul (zy,), e des-
crescator si converge la 0, atunci seriile Y 2 @y §1» o0 2"Ton au aceeagi
naturd.

Propozitia 1.7.15. (Criteriul integral)
Fie f : [1,00) — (0,00) o functie continud si descrescatoare. Fie xp :=
f(n),n > 1. Atunci, seria )", xy §i integrala floo f(x)dx au aceeasi natura.

Serii cu termeni generali

Propozitia 1.7.16. (Criteriul general Cauchy)
Seria Yo7 |z este convergentd, dacd si numai daca: (V)e >0, (I)n. € N
astfel incdt (V)p > 1, rezultd |zp41 + -+ + Tntp| < €.

Propozitia 1.7.17. (Criteriul Abel-Dirichlet)

Fie (an)n e un gir descrescator cu a, > 0 gi limy a, = 0. Fie (x,)y un
gir pentru care sirul sumelor partiale asociat S, = x1 + - - -+ x, este marginit.
Atunci seria 220:1 Tnpan este convergentd.



CAPITOLUL 1. CALCUL DIFERENTIAL 51

Propozitia 1.7.18. (Criteriul Leibniz)
Fie (an)n e un sir descrescator cu a, > 0 gi lim, a, = 0. Atunci seria

Yol o(=1)"a, este convergentd.

Definitia 1.7.19. O serie Y . ° x, se numeste absolut convergenta(AC),
daca seria y 2 |zn| este convergentd.

Propozitia 1.7.20. Daca Y >z, este (AC) atunci Y o7z, este conver-
genta.

. VISRV . -
Reciproca nu este adevaratd, in general. De exemplu, seria y .~ %

este convergentd (Leibniz), dar nu este absolut convergenta. O astfel de serie
se numesge semiconvergentd.

Aproximarea sumei unei serii convergente

Propozitia 1.7.21. Fie (a,), un sir cu termeni pozitivi, astfel incdit seria
>0 o an este convergentd. Fie S = > 07 a, suma seriei §i Sy, = Y p_q ks
n > 0, sirul sumelor partiale. Presupunem cd existd ng € N ¢t a < 1 astfel

incat GZ—:I < a, (V)n > ng. Atunci:

an—ng—i—l
0<S-5,< T (Y)n > np.

Spune ca S se aprorimeazd cu Sy, pentru n > ng, cu eroarea S — Sy. Scriem

S~S,.

Propozitia 1.7.22. Fie (a, ), un sir cu termeni pozitivi, descrescator, lim,, a,, =
0. (Atunci seria’y > (—1)"an, este convergentd, conform criteriului Leibniz).
Fie S = Y°° ja, suma seriei $i S, = > p_o(=1)¥ag, n > 0, sirul sumelor
partiale. Atunci:

IS — Su| <apt1, (V)n>0.
Spunem ca S se aproximeaza cu Sy, pentrun > 0, cu eroarea |S —Sy|. Scriem
S~ S,.
Formula lui Stirling

n 1 1 139 571 ; 3
n! = v2mn (2)" (1 + 13, + 3552 — 518100% — 238832057 + ), seria din dreapta

se numeste seria Stirling. Mai precis, conform [15], avem:

n\mn 1 n\" _1i
2mn (—) el2ntl < nl < V21 (—) eten,
e e

1om
n.e :1

n"\2mtn

In particular, se obtine lim,,
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Exercitii
1. Calculati suma seriilor:
1
a) 3oy n(n+3)

2n+43
b Zn IWM

)Zn o In(1 — #)

)Zn 1n'

) oo, e

) Yomei (V42 =2vn+ 14 /n)
g) > (Vn+1—+/n)

h) >, arctg(m). Indicatie: arctg(z) — arctg(y) = arctg({7.%),
zy > —1.

o o

@

=

2. Aratati ca seriile urmatoarea sunt divergente:
a) s (=1)"
b) > o )"

2
©) Yot STl

3. Studiati convergenta seriilor, folosind criterii de comparatie:

a) >y \/%

b) Yot s

Y nto o
)Y,
S Lm_”, a€R

n=1 na
2211 ﬁ
8) Doprq 1 sin(gy)
2
) Yo In(53=E)
)T
D) Yoy Visin(rre)
k) ZOO ) esin(n%)fl
n=
) Y52y n(27 —201)
VAT

n=1

o

a€eR

¢

—
N—
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/n2
n) Z?C’)LOO ’Zsig*"

p) 3 mfmvkeR

n=1 nk+41

k
Q) Xt Tam v FER

4. Studiati convergen‘ga seriilor, folosind criteriul raportului:

a) > a>0.

n=1 nl?
b) Y32, 5”)
c) ZOO )
) Doy n,?', a€eR
)Z (7) n!
) ZOO n® lnn’ acR
00 2n+1
8) 2one 1%
h) Yo, Lot
) Zn 1 \/7[’@>0

Q.

-

—

5. Studiati convergenta seriilor, folosind criteriul Raabe-Duhamel:

a) 300 G nde (2n— 1) =1-3---(2n—1), (2n)!! =24 .-

n=1"(2n) *

b) Yonl s ey @ > 0

(
) 3% a(a+1)--(a

nzlw,a>0

d) % av™ a >0
6. Studiati convergenta seriilor, folosind criteriul radacinii:
2) Sl ()"
b) ¥, ke
) ot iy

d) 2on=(

=

an+
bn+
n+

)™, a,b>0

=N

) >
£) >
g) S0 (a0 > 0

1 )™, a,b >0

bn+

n
o0
n—=
[e.e]

e

(%
(a”2ym, a > 0

3

n=1 n

(2n)
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7. Studiati convergenta seriilor, folosind criteriul logaritmic:

a’) Z?LOZQ (lIl nl)ln n

b) 3% a"" a >0
) 3 aV a>0

lna

1) 20t ey @ > 1

8. Studiati convergenta seriilor, folosind criteriul integral sau criteriul de
condensare Cauchy:

a) > seR

n—=1 n57
b) >0, m, a€R

9. Studiati absolut convergenta si convergenta seriilor:
a) Zi‘il (_n#
b) o G

) ol G

d) Soz, S

©) ol miat D

£) S (=D"vn

n=1 n+2

g) S0 o (—1)" In(=HL)

—1)rna
b) S0ls vy 0 € R

1) Sy (~1) (3% — 37)

§) Xai(=1)" ¢/narcsin ()

k) > o2, sin(mvn? + 1). Indicatie: sin(rvn? + 1) = (—1)"sin(rvn? + 1—
™)

1) 2;100:1 siTrLlQn

m) 2720:1 n((:;?bs-i-nl)

oo sinn®sinn
n) >o,og SRR

n=1 NG
oo sin(nx)
O) Zn:l N

Indicatie: sinz +sin(2z)+ - - - +sin(nx) = Sin(m/zs)isi(r;(/(%ﬂ)x/m, x ¢ 2n7.

o
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10. Aproximati cu o eroarea € < 10~3 suma seriilor:




56 1.8. SIRURI DE FUNCTII

1.8 Siruri de functii

Definitia 1.8.1. Un sir de functii (fn)n este o familie de functii f, : D C
R — R, indexatd dupd n € N*.

Fie f : D — R. Spunem ca sirul (f,), converge punctual la f gi notam

I B f, daca sirurile numerice ( fn(x)), sunt convergente pentru orice x € D

st f(z) = limy, fn(x), (V)x € D. Se poate folosi si notatia f = lim,, fy,.

. . e . «p CP
Observatia 1.8.2. Din definitia girurilor convergente, se observa ca f, = f
daca si numai daca:

(V)z € D, (V)e >0, (I)n., € N, astfel incat |fp(x)— f(z)| <&, (V)n > ney.
Aceasta observatie sugereaza urmatoarea definitie:

Definitia 1.8.3. Fie f, : D CR — R, n > 1, un gir de functii si f : D — R.
Spunem ca sirul (fy)n converge uniform la f, si notam f, @y, f, daca:

(V)e >0, (I)ne € N, astfel incat | fn(x) — f(z)| <e, (V)n > ng, (V)x € D.

. v C.U. . C.P. . ~ o
Evident, daca f,, = f, atunci f,, = f. Reciproca insa nu este valabila!

Propozitia 1.8.4. Fie f, : D CR — R, n > 1, un gir de functii i f : D — R.

fn ey f <= limsup |fn(z) — f(z)| = 0.
" xeD

Observatia 1.8.5. Fie (f,), un sir de functii care converge punctual la
f. Daca exista ¢ > 0 astfel incat (V)n € N, (3)z, € D cu proprietatea ca
| fu(xn) — f(xn)| > €, atunci sirul (fy,), nu converge uniform la f.

Corolarul 1.8.6. Fie f, : D CR — R, n > 1, un gir de functii i f : D — R.
Presupunem ca exista un sir (an)n, astfel incat

|fr(x) — f(2)] < apn, V)n>1,(Y)x €D si li7rlnan =0.

Atunci fn ey f-

Teorema 1.8.7. (Criteriul Cauchy) Fie f, : D C R — R, n > 1, un gir de
functii si f : D — R. f, s f daca si numai daca:

(V)e >0, (I)ne € N, astfel incat | fn(z)—fm(z)| <e, (V)n,m > ng, (V)z € D.

Corolarul 1.8.8. Fie f, : D CR — R, n > 1, un gir de functii st f : D — R.
Presupunem ca ezistd un $ir (on)n, . 0. |foep(@) — fru(@)] < o, (YV)0,p >

1,(V)x € D gi lim, ap, = 0. Atunci f, C_U> 7.
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Propozitia 1.8.9. Fie f, : D CR — R, n > 1, un sir de functii i f : D — R
astfel incat f, ey f. Atunci:

(1) Daca f, sunt mdrginite, atunci f e marginita.

(2) Daca f, sunt continue, atunci f e continud.

(3) Daca f, sunt derivabile si f, ¢ g, atunci f e deriwabila si ' =g. Cu
alte cuvinte, (lim, f,)" = lim, f}.

(4) Daca fy, sunt continue pe [a,b] C D, atuncilim, f fo(z)dx = f f(z

Teorema 1.8.10. (Dini) Fie f, : [a,0] - R, n > 1, ¢i f : [a,0] — R
Presupunem ca

f(®) < foga1(z), (V)z € [a,b] ( sau fo(z) > foy1(z), (V)2 € [a,b]).

. P. . U.
Dacd fy, o.r f, atunci fp ¢y f-

Exercitii
1. Studiati convergenta punctuala gi uniforma:
a) fu(z) =2", z €[0,1].
b) fu(z) = 22" — 2" z € [0,1].
c) fo(z) = 2" — 2" x € [0,1].

x) =/x? + #, x € R. De asemenea, pentru sirul (f},)n.

e) fu(x) =€, 1) z € [0,00), ii) = € [1,00).

£) fulz) = 12245, 1) ¢ €[0,1], ii) z € [1, 00).

8) fulx) = 721, x € [0,00). Calculati lim, fol fn(z)dx
h) fu(z) = 15522, ¢ € [0,00).

i) fn(z) = arctg(nx), i) z € R, ii) = € [a,00), unde a > 0.
§) falz) = ', 2 € [1,2].

k) fn(z) = arctg 1, v € R.

) fulz) = T i) x € (0,00), ii) z € [1,00).
m) fn(ac) =22 1z €0,1].

) =ze "z € [0,1].

) = x € [0,00).

\_/
A/\
8

1+n+a: ’
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1.9 Serii de functii

Definitia 1.9.1. Fie f, : D C R — R, n > 1, un sir de functii. Definim
Sn:D —R,

Sui=> fo=Ffitfot -+ fpn>1

k=1
Sirul (Sp)n se numeste sirul sumelor partiale asociat lui (fp)n.
Seria de functii Y .2 fn este prin definitie perechea ((fn)n, (Sn)n)-
Fie S : D — R. Spunem ca seria y .- | fn converge punctual la S, si
scriem Y 0 | fn ¢h S, daca Sy, “Bg.
Spunem ca seria Y oo | fn converge uniform la S (este uniform conver-
genta), si scriem Y > | fn <y S, dacd S, el g,

Teorema 1.9.2. (Cauchy) Fie f, : D C R — R, n > 1, un sir de functii.
Atunci seria Y 2 | fn este uniform convergentd, dacd gi numai dacd:

(V)e >0, (I)ne > 1 astfel incat |foi1(x)+- -+ fogp(@)| <e, (V)R >ne,p> 1,2 € D.

Definitia 1.9.3. Fie f, : D C R — R, n > 1, un sir de functii. Seria
Y02, fn se numeste absolut uniform convergentd, dac ua seria Y o | fn| este
uniform convergentd.

La fel ca in cazul seriilor numerice, daca » -7, f, este absolut uniform
convergentd, atunci » -, f, este convergentd, insd reciproca este falsi in
general.

Teorema 1.9.4. (Weierstrass) Fie f, : D CR — R, n > 1, un sir de functii,
§i (aun)n un gir cu termeni pozitivi. Presupunem cd

o0
|fn(@)] < ap, (V)n>1,(Y)x €D si Zan e convergentd.

n=1

Atunci seria y .2 | fn este absolut uniform convergentd, deci uniform conver-
genta.

Teorema 1.9.5. (Abel-Dirichlet) Fie f, : D C R — R, n > 1, un gir de
functii, astfel incat sirul sumelor partiale (Sy)n este uniform marginit, adica:
(F)M > 0 astfel incat |Syp(x)] < M, (V)x € D.

Fie ap : D CR — R, n > 1, un gir de functii cu proprietatea cd a,(x) >
an+1(x), V)x € D, siay <% .

Atunci seria Y 2 | anfn este uniform convergentd.
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Teorema 1.9.6. (Leibniz) Fie ap, : D C R — R, n > 1, un sir de functii

cu proprietatea ca an(x) > ant1(z), (V) € D, si ay Y% 0. Atunci seria
S0 ((=1)™a,, este uniform convergentd.

n=1
Demonstratie. Fie f, : D — R, fp(x) = (=1)", (V)n > 1 si € D. Aplicam
Teorema Abel-Dirichlet. O]

Propozitia 1.9.7. Fie f, : D CR — R, n > 1, un sir de functii, S : D — R,
astfel incat Y 2 | fn “U s Atunci:

(1) Daca f, sunt continue, atunci S e continud.

(2) Daca f, sunt derivabile gi > o2 fi — Y == T, unde T : D — R, atunci T

este deriwabila s ' =T. Cu alte cuvinte, (3 071 fn) =Y oy fh-

(3) Daca f,, sunt continue pe [a,b] C D, atunciy -, f fn(z)dx = f S(z

Propozitia 1.9.8. Fie (a,), un gir descrescator de numere reale pozitive.
Atunci seria Y .2 | ap sin(nz) este uniform convergentd, dacd si numai dacd
lim,, na, = 0.

Exemplul 1.9.9. Consideram seria » - w, x € R. Folosind criteriul

Abel-Dirichlet, se poate ardta ci seria este punctual convergenta. Pe de alta
parte, din propozi‘gia anterioara, rezulta ca seria nu este uniform convergenta.

De observat ca seria » - sn(2) 1y este absolut convergenta pentru x €
R\ 7Z. Intr-adevir, avem:
| sin(nz)| < sin(nz) 1—cos(2nz) 1  cos(2nx)
n - n 2n 2n 2n

Seria Y 7, ﬁ este divergenta. Folosind criteriul Abel-Dirichlet, se arata ca
Yoy Cosgim) este convergentd pentru z € R\ 7Z. (cosx + cos(2zx) + --- +

cos(nzx) = Sin(nx/i)is?;(/g;Jrl)m/Z), z € R\ 27Z). Rezultd ca Y 7, W este

divergenta.

Exercitii
1. Studiati convergenta punctuala gi uniforma a sirurilor de functii:
a) Yol (@ =" h), € [0,1],
b) > o2 (sin(;57) —sin()), 1) = € R, ii) = € [0,1],
nT n—1)x
) Yot (et — ), e € 0,1,
n—1)x

d) Z (1_;’_”22:2 - 1_;’_((”_1))22:2)7 T € [O, 1],
e) Yoo na " i) z € R, ii) z € (0,00), i) € [1,00).

o
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. Aratati ca seriile urmatoare sunt uniform convergente:

a) Tty S w €[0,00),
b) 3202 1\5/1112(%@3, €R,
) oo larctg(m),xeR,

) Yoo e e o0, 1),

) Doy szx) a>1,zel0,1],
) Yo e ™z e [1,00).

sin(nz)

o

[o¥)

R

. Aratati ca seria > 2, 2 este uniform convergenta pe R si poate fi

derivata termen cu termen.

. Aratati ca seria ) 7, SIn(n7) este uniform convergenta pe R dar nu poate

TL
fi derivata termen cu termen.

cos(3"z)

. Aratati ca seria ) 7 | == este uniform convergenta pe R. Fie S(x)

suma seriei, x € R. Aratati ca S este o derivabila si calculati S'(7/3).

. Ardtati ca Y 00 sin 2,1 2) este uniform convergents pe R. Fie S (z) suma

seriei, z € R. Arata‘gl ca S este o derivabila si calculati S’(%).
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1.10 Formula lui Taylor. Serii de puteri
Definitia 1.10.1. Fie f: I — R deriwabila de n-ori in xg € 1.

1. Polinomul Taylor de ordin n al lui f in xqo este:

"B (g
T(x) = Z / k(' o) (z — ﬂco)k =
k=0

f//(xo)
2!

2_1_...4_%(33_%)@

= f(xo) + f'(zo)(x — z0) + (7 — x0)

2. Ry(z) = f(z) — Tn(z) se numeste restul Taylor de ordin n.
3. f(x) =Ty(x) + Ry(x) se numeste formula Taylor de ordin n

Teoremi 1.10.2. Dacd f : I — R este de clasd C"V(I) si x € I, atunci
(F)ec € (xo,x) (sau (z,x0)) astfel incat

F 1 (e)

n+1
(n+1)! '

R, (x) =

(x — x)

Formula de mai sus se numegte forma Lagrange a lui Ry (x).

Observatia 1.10.3. Daca f este de clasa C°°(I) si pentru x € I avem
lim, R,(xz) = 0, atunci f(z) = lim, T,(z) =: > °° M(w — x0)". Daca

n=0 n!

(n) .o .
flz) =32, fTW(x —x0)", (V)xr € V, unde V e o vecinatate a lui xo,
spunem ca f este analitica in xzg si scriem ca f € C¥(xg). f se numesgte
analitica pe I daca e analitica in orice punct din I.

Nu toate functiile de clasa C*° sunt analitice. De exemplu, pentru f(z) =

1
ES .
{e e 0, f™(0) = 0,(¥)n > 0. Prin urmare, f(z) = >.°° 1(0) n

0 r =0 n=0 n!
daca si numai daca x = 0, deci f nu e analitica in 0. Pe de altd parte
f e C®MR).

Definitia 1.10.4. Fie (ap)n>0 un sir de numere reale. Consideram sirul de
functii fp(z) = apx™, n > 0. Se numeste serie de puteri, seria de functii
Yoo anx™. Multimea (domeniul) de convergentd a seriei de puteri este

D :={x € R| (Sn(x))n este convergent }.

Functia S : D — R, definita prin S(z) = limp—0o Sp(x) =: Y o0 ganz™ se
numeste suma seriei de puteri Y > anx™.
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1

limsup,, ¥/]an|

Atunci Y07 apx™ este absolut convergentd (ca serie numericd) pentru orice
x € (—R,R) gi divergentd pe (—oo,—R) U (R,00). R se numeste raza de
convergentd a seriei de puteri y " o anaz™. Fie D domeniul de convergentd al
seriei y o g anx™.

Teorema 1.10.5. (Abel) Fie (an)n>0 un sir de numere reale si R :=

(1) R=0= D = {0}.
(2) R=00= D =R.
(3) Re (0,00) = D = (—R,R),[-R,R),(—R, R] sau [-R, R].

Mai mult, daca K C D e compactd, atunci seria de puteri y - anx" este
uniform absolut convergentd pe K.

Daca sirul {/|ay,| este convergent si a,, > 0, (V)n > 0 atunci

1 |an|

R= —F—— =lim

" lim, | an] n lany1|

Teorema 1.10.6. Fie Y -7 anx™ o serie de puteri cu raza de convergentd
R > 0 si cu domeniul de convergenta D. Atunci:

(1) Seria Y o2 nanx™ 1 are raza de convergentd R, functia S e derivabild
pe (=R, R) si

Z na,z" ' = 8'(z), (V)z € (R, R).

n=0
Cu alte cuvinte, Y > ((anz™) = (X olyanz™)’, (V) € (=R, R).

(2) Seria Y 2, n“—&a:”“ are raza de convergentd R i

00 T 00 a T r 00
ant™ dt = m_gntl :/ S(t) dt:/ () apt™)dt, (V)x € D.

Dezvoltari in serii de puteri

et =30 & 1424208 (VzeR.

2. COSJ:‘:ZZO:O%.%QTL:1—%+%—%+"',(V)wER.

3. sinz =3, (;}r)ln)!aj%ﬂ =x— é—? + ‘g—? — :;—T +--, (V)z eR.

4. ;=32 2" =1+z+2>+23+-, (V)z € (-1,1).

—T
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10.

11.

=Y ()t =1t a2, (V)€ (—1,1).

Lz = Vo) =1 —a? ot —af o (V)a € (-11).

In(1+2) =2, CV" 0 (v)z € (~1,1).

n=1 n

arctg(z) = > .07 (2;2; vt (V)z e [-1,1].
(14 ) = Y00, clozlitoaontlyn vy e (~1,1).

s = Y St e, @ € (<1,1), unde (2n)!! = 2 4---(2n) s

2n—1)1=1-3---(2n—1).

: 2n—1)!!
arcsinz =Y o Wﬂ?”“, z € [—1,1]

Exercitii

1.

Determinati raza de convergenta si domeniul de convergenta al seriilor:
a) 3o, (—2)"a"
b) > a1 5

)
f) Zfzo(#l)”x”
> neo g%xn
S, (—\/1%" 22
) Yol S
DI n (s

)n
k) Yot ()"

. Determinati domeniul de convergenta si suma seriilor:

a) 3o o(—=3)"a"
b) Zoo (—1)ngnt!

n=0 n!
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%) Cc'n.«‘ﬁl
£) Xnz0 3
2n

g) 2211 3327

2n+1
h) Z?LO:O Zn—&-l
. _1)71 2n+1
i) > nzo ( an-l
. —1)" 3n+1
j) 220:0 (d)nifrl

_ nx4n+1
k) ZZO:O (QT
DD

) 1 n+112n+1
m) >y (()(sz

xn

n) > 0lo e

)
) S <§>:."
)

]

n2n

p Zn 1n2n 1)!

. Fie f(z) = Vx +4. Calculati T1(z),T2(x) in jurul lui 0. Aproximati

V4,5 cu Tg(x) si estimati eroarea.

. Fie f(z) = Calcula‘gl Ti(x),T>(z) in jurul lui 0. Aproximati ﬁ
cu Th(z) s estlma‘gl eroarea.

. Fie f(z) = In(1 + x). Calculati T3(x) in jurul lui 0. Aproximati In(1.2)
cu T5(z) si estimati eroarea.

. Fie f(x) = ¥/r +8. Calculati Ty(x) =? in jurul lui 0. Aproximati /9
cu T3(x) si estimati eroarea.

. Aproximati cos(0.2),sin(0.2) si ﬁ folosind T3(z) si estimati eroarea.

. Fie a € R. Aratati ca B, = {(X —a)": n > 0} este o baza a spatiului

vectorial real R[X]. Scrieti P(X) =2X? —3X2+ X + 1 in Bs.

. Scrieti dezvoltarea in serie de puteri a functiilor:

b) f(z) = ch(x) = 6”26_96
¢) f(x) =sh(z) = ex_;_x
d) f(x) = fox S”t” dt

e) f($) _ fox arcttgtdt

g) f(iL‘) — f(]x arcsint dt
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10.

fl@)= [ e —* dt

)(w

x2—3x+2 3x+2

) =
i) @) = =t

k) fla) = 2

:z\/llfgv27 z ?é 0

Folosind dezvoltarea in serie de puteri, aproximati cu o eroarea < 1073:

a) f01/2 2 dx

b) Jo
C) f1/2 arcsin x dx

g) ()1 L=e = dx
by [1/2 ln(:c+1) dx

1/2 arctgx dx
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1.11 Structuri in spatiul R"

Definitia 1.11.1. Fie V o multime nevida. Spunem ca V are structurda de
spatiu vectorial real, dacd existd doud operatii:

VxV =V, (x,y) — x+y, numitd adunare, gi

RxV =V, (a,z) — «-x, numitd inmulfire cu scalari,
astfel incat (V,+) este grup comutativ si in plus sunt indeplinite urmdatoarele
conditii:
(1) a-(z+y)=a-x+a-y
(2) (a+p)-z=a-x+08-y
(3) - (B-z) = (af) =
)1-z=2

Observatia 1.11.2. Intr-un spatiu vectorial real V, se verifici urmétoarele
proprietati:

(1) 0-z = 0, pentru orice x € V, unde 0 este elementul neutru din (V, +),
numit si vectorul nul.

(2) a- 0 = 0, pentru orice a € R.

(3) (-1)---xz = —=x, pentru orice z € V, unde —z este vectorul opus lui
x.

Propozitia 1.11.3. R" = {z = (z1,...,2,) | z; € R} are structura de spatiu
vectorial peste R, cu operatiile:

(xl)"'7xn)+(y17"‘7yn) :(931+yla'-‘7$n+yn)
a-(x1,...,xp) = (zy, ..., 0my).

Definitia 1.11.4. Fie V un spatiu vectorial real. O aplicatie (,-,-) : V XV —
R se numeste produs scalar, daca verifica urmdtoarele proprietati:

(1) {(z,z) >0, V)z € V; (z,2) =0z =0.

(2) (x,y) =y, z), Vz,y € V.

(3) (ax+ By, z) = oz, z) + 5y, 2), V)z,y,2 €V, a, 8 € R.
Spunem ¢ (V,{,)) este un spatiu vectorial euclidian.

Propozitia 1.11.5. (Inegalitatea Schwarz-Cauchy-Buniakovski) Fie (V. (,))
un spatiu vectorial euclidian. Atunci:

(z,9)* < (z,2)(y,y), (V)z,y € V.
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Propozitia 1.11.6. Aplicatia (-,-) : R" x R™ — R, definita prin
(x,y) = z1y1 + 22Yy2 + - + Tpyn, (V)z,y € R",

este un produs scalar, numit produsul scalar standard pe R™.
(R™, (,)) este un spatiu vectorial euclidian.

Definitia 1.11.7. Fie V un spatiu vectorial real. O aplicatie || - || : V — Ry
se numeste norma, daca verifica urmdtoarele proprietati:

(1) ||z|| >0, Mz eV. ||lz|]|=0< z=0.
) llz+3ll < llall + lyll, (€ V.
(3) llec- x|l = laf - [|z]|, (V)z € V,a € R.
Spunem ca (V|| - ||) este un spatiu vectorial normat.
Propozitia 1.11.8. Daca (V,(,)) este un spativ euclidian, atunci aplicatia
-1V =Ry, [lzl] = (z,2), (V)z €V,

este o norma, numitd norma euclidiand.
Produsul scalar standard pe R™ induce norma (euclidiand):

111 R = Ry, Jfzf] = /{z,2) = 2f + - + a3, (V)z € R
Propozitia 1.11.9. Fie (V.|| -||) un spatiu vectorial normat. U.A.S.E.:
(1) || || este o norma euclidieand.

(2) || - || verifica "identitatea paralelogramului”:
[l +yl* + Il = ylI* = 21|zl + 2[ly[*, (V)z,y € V.
In plus, dacd ||-|| e o normd euclidiand, atunci produsul scalar din care provine
este (w,y) = (|2 +ylP* = ll2[1* = [lyl[*).

Definitia 1.11.10. Fie X o multime nevidd. O aplicatie d: X x X — R se
numegte distantd (metricd), daca verifica urmatoarele proprietati:

(1) d(xz,y) >0, (V)x,y € X. d(z,y) =0z =y.
(2) d(x7y) = d(y,x), (V)J},y €X.
(3) d(z,z) < d(z,y) +d(y, z), V)z,y,z € X.

Spunem ca (X,d) este un spativ metric.
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Propozitia 1.11.11. Fie (V,||-||) un spatiu vectorial normat. Aplicatia
d:V XV =Ry, da,y):=ly —zl|, (V)z,y eV,

este o distata pe V.
Distanta (euclidiand) pe R™ (indusa de norma euclidiana) este

d(z,y) =y — x|l = V(1 — 21)2 + -+ (Yo — T0)?, (V)z,y ER™.

Observatia 1.11.12. Produsul scalar standard pe R este produsul uzual al
numerelor reale. Norma indusa este modulul unui numar real, iar distanta
indusa este

d(.’E,y) = |y - '1:|? (V)ZE, Yy e Ra
adica distanta dintre doua numere de pe dreapta reala.

Definitia 1.11.13. Fie X o multime nevida si ™ C P(X) o familie de submultimi
a lui X. Spunem ca T este o topologie pe X, daca verifica urmatoarele pro-
prietati:

(1) 0,X €.
(2) Daca Dy, Dy € 7, atunci D1 N Dy € T.
(3) Daca (D;); este o familie de submultimi ale lui T, atunci |J; D; € 7.

Spunem ca (X, T) este un spatiu topologic.

Multimile D € T se numesc deschise.

O multime F' se numeste inchisa dacda X \ D este deschisa.

O mulfime V. C X se numeste vecinatate pentru x € X, daca existd o
mulfime deschisa D, astfel incat x € D C V.

Definitia 1.11.14. Fie (X,7) $i (X',7') doua spatii topologice. O functie
f:X — X' se numeste continud, dacd (V)D' € 7/, rezulta f~1(D') € 7.

Propozitia 1.11.15. Fie (X, 1) si (X', 7") doua spatii topologice si f : X —
X' o functie. f este continud dacd si numai dacd:

Mz € X, (V)V C X' vecindtate pt. f(x), (3)U C X vecindtate pt. x a.i.
flu)cv.

Definitia 1.11.16. Fie (X,d) un spatiuv metric. Fie a € X ¢ir > 0, un
numar real.

(1) B(a,r) :={z € X | d(a,z) < r} se numeste bila deschisa de centru a si
TGZA T.

(2) B(a,r) :={x € X | d(a,z) <1} se numeste bila inchisa de centru a si
TazZd T.
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(3) S(a,r):={x € X |d(a,z) =r} se numeste sfera de centru a i raza r.

Exemplul 1.11.17. Consideram R” cu distanta euclidiana.

(1) n=1. Daci a € R si r > 0, atunci B(a,r) = (a —r,a + 1), B(a,r) =
[a—r,a+7]siS(a,r)={a—ra+r}.

(2) n = 2. Fie (a,b) € R? si r > 0. Atunci

B((a,b),r) = {(z.y) € R? | (z —a)* + (y —b)* < 7*}

este discul deschis cu centrul in (a,b) si raza r. De asemenea, B((a,b),7)
este discul inchis, iar S((a,b),r) este cercul, cu centrul (a,b) si razi r. In
mod uzual, se folosesc notatiile D((a,b),r), respectiv C((a,b),r) pentru disc,
respectiv cerc.

(3) n = 3. Fie (a,b,c) € R?si 7 > 0. Atunci

B((a,b,¢),r) = {(2,9,2) € B | (2 — )+ (y — b)> + (= — )* <}

este bila deschisa (3-dimensionala) cu centrul (a,b,c) si raza r. Similar,

B((a,b,c),r) este bila inchisa, iar S((a,b,c),r) e sfera (in sens uzual), cu

centrul(a, b, ¢) si raza r.

Definitia 1.11.18. Fie (X,d) un spatiu metric si A C X o submulfime.
(1) a € A este un punct interior, daca (3)r > 0 astfel incat B(a,r) C A.
(2) x € X este un punct aderent la A, daca (¥)r >0, avem B(x,r)NA # 0.
(8) a € A este un punct izolat, daca (3)r > 0 astfel incit B(a,r)NA = {a}.

(4) © € X e un punct de acumulare pentru A, daca (Y)r > 0, avem (B(z,r)\
{z})NA#0. Cu alte cuvinte, x este aderent, dar nu e izolat.

(5) x € X este un punct frontiera pentru A, dacd este aderent la A, dar nu
e punct interior.

Definitia 1.11.19. Fie (X,d) un spatiu metric si A C X o submultime.

(1) A= multimea punctelor interioare ale lui A, se numeste interiorul
mulfimii A.

(2) A := multimea punctelor aderente la A, se numeste inchiderea lui A.
(3) Notam 1z(A) := multimea punctelor izolate din A.
(4) Notam A’ := multimea punctelor de acumulare pentru A.

(5) 0A = Fr(A) := multimea punctelor frontiera pentru A, se numeste fron-
tiera mulfimii A.
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Multimea D C X se numeste deschisa, daca D = D.
Multimea F' C X se numeste inchisd, daca F = F. Se observa imediat ca
F e inchisa daca gi numai daca X \ F' este deschisa.

Propogii;ia 1.11.20. Fie A C X. Avem ca: )
1)ACACA, 2) A =A\1z(A), 3) 0A = A\ A.

Propozitia 1.11.21. Fie (X,d) un spafiu metric. Familia T a multimilor
deschise din X, in sensul definitier 1.11.19, este o topologie pe X, numitd
topologie metrica.

Daca x € X, o submultime V' C X este vecinatate pentru x, daca (3)r > 0
astfel incat B(xz,r) C V.

Definitia 1.11.22. Fie (X,d) un spatiu metric. Un gir de elemente din X,
este o functie x : N — X. La fel ca in cazul sirurilor numerice, folosim notatia
(Tn)n pentru a desemna girul x.

Definitia 1.11.23. Fie (X, d) un spativ metric. Spunem ca sirul (z,), con-
verge la x € X dacd verificd una din conditiile echivalente:

(1) Oricare ar fi V' o vecindatate pentru x, (I)ny € N, astfel incat x,, € V,
(V)n > ny.

(2) Oricare ar fie > 0, (I)n. € N, astfel incat d(x,,x) <e, (YV)n > n..

Observatia 1.11.24. Fie (x,,,), un sir de elemente din R? si (x,y) € R2.
Atunci limy, (2, yn) = (z,y) dacad si numai daca lim, z, = z si lim, y, = v.
(Afirmatia se poate generaliza pentru R%, d > 2)

Propozitia 1.11.25. Fie (X, d) un spatiu metric, A C X gi x € X. Atunci:

1. x € A dacd si numai dacd, existd un sir (x,)n cu x, € A, (Y)n, astfel
incat lim,, x,, = x.

2. x € A daca si numai dacd, exista un sir (xn)n cu x, € A\ {z}, (V)n,
astfel incat lim,, x,, = x.

Propozitia 1.11.26. Fie (X,d) si (X',d') doud spatii metrice, f : D C X —
X' o functie sia € X. U.A.S.E.:

1. f este continud in a, i.e. (Y)V C X' vecinatate a lui f(a), (3)U C X
vecindtate a lui a, astfel incat f(U) C V.

2. (V)e , (3)0: > 0 astfel incat (V)z € X cu d(x,a) < 6, avem
d'(f(z ) ( ) <e.

3. (V)(xn)n un sir de elemente din X culim, x, = a, rezultd calim,, f(z,) =
f(a).
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Definitia 1.11.27. Fie (X,d) si (X', d') doud spatii metrice si f : D C X —
X' o functie. Fie a € X un punct de acumulare pentru D si £ € X'. Spunem
ca f are limita £ in a i scriem lim,_,, f(x) = ¢, dacd functie g : D — X',

flx), zeD\{a
o(e) = { (x) \ {a}

L, r=a

este continud in a.

Propozitia 1.11.28. Fie (X,d) i (X', d") doua spatii metrice i f : D C X —
X' o functie. Fie a € X un punct de acumulare pentru D si £ € X'. Atunci
lim, ., f(x) =¥, daca si numai daca, pentru orice gir (x,), de elemente din
D\ {a} culim, z, = a, rezultd ca lim,, f(z,) = ¢.

Exercitii

1. Fie D = {(x,y) € R? | 22 + 4y < 1}. Reprezentati grafic D. Este D o
multime deschisa? Determinati D si 0D.

2. Fie K = {(z,y) € R? | 1 < 22 + y* < 4}. Este K compacti? Este K
conexa? Este K simplu conexa? (Justificati)

3. Ariitati ci || - |l : R® — Ry, [jzllp == (jz1]” + -+ + |zalP)7, unde
p € (0,00), este o norma. Mai mult, ||z||, este euclidiana, daca si numai
daca p = 2, caz 1n care coincide cu norma indusa de produsul scalar
standard din R™.

4. Aratati cd doo(z,y) = max] {|y; — xi|}, =,y € R" este o distanta.

5. Aratati ca (f,g) := fol f(z)g(z) dx este un produs scalar in spatiul vec-
torial real C([a,b],R) :={f : [a,0] — R | f continua }.

6. Fie f:R? — R. Studiati continuitatea lui f:
D42y 0,0
o s = F3 0200

07 ($7y) = (an)
224242 .
S -
1, (:):,y) - (070)
(B (wy) # (0,0)
C) f(l',y)_{o’ v (l,’y):(ovo)
_ xSin($21y2)7 (z,y) # (0,0)
9 fly) = {0, T =00
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1.12 Teorema lui Banach de punct fix.

Definitia 1.12.1. Fie (X,d) un spativ metric. Spunem ca sirul (z,), este
Cauchy (fundamental), daca:

(V)e > 0, (I)ne € N, astfel incat d(xy, zm) < €, (V)n > ne..

Propozitia 1.12.2. Daca sirul (z,,), este convergent, atunci el este gir Cau-
chy. (Reciproca e falsa in general!)

Definitia 1.12.3. Un spatiu metric (X, d) se numeste complet, dacd orice gir
Cauchy din X este convergent.

Observatia 1.12.4. (1) Spatiul metric (R",d), cu distanta euclidiana, este
complet.

(2) Fie (X,d) un spatiu metric complet si X’ C X o submultime nevida.
X' are structura de spatiu metric, impreuna cu restrictia distantei d din X.
Spunem ca (X', d) este un subspatiu metric al lui (X,d). Atunci X’ este
complet daci si numai dacd X’ este o submultime inchisi in X.

(3) Pentru a exemplifica (2), fie I = (0, 1] cu distanta uzuala din R. I nu
este un spatiu complet. De exemplu, sirul x, = %, n # 1, este un gir Cauchy
de elemente din I, dar nu converge in I! (Evident, pentru ci lim, 2 =0 ¢ I.)

Pe de alta parte, daca I este un interva inchis, adica I = R, I = [a,00),
I = (—o0,b] sau I = [a,b], unde a,b € R, atunci I este un spatiu metric
complet.

(3) Spatiul metric (Q, d), cu distanta uzuala, nu este complet. Intr-adevar,
se poate arata ca Inchiderea multimii QQ este QQ = R.

Definitia 1.12.5. Fie (X,d) un spafiu metric si k € [0,1). O aplicatie f :
X — X se numeste contractie de factor k, daca

d(f(2), f(y)) < k- d(z,y), (V)z,y € X.

Observatia 1.12.6. O contractie f : X — X este o functie continua.

Teorema 1.12.7. (Banach de punct fix) Fie (X,d) un spatiu metric complet
st f: X — X o contractie de factor k € [0,1). Atunci existd un unic o € X
punct fix pentru f, i.e f(a) = a. Mai mult, avem

n

1-k

d(xp, o) < d(x1,x0), (V)n > 1.

Reamintim urmatorul caz particular al Teoremei Banach, enuntat in sectiunea
1.8:
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Propozitia 1.12.8. Fie I C R un interval deschis si f : I — I o functie
de clasi C*. Dacd k = sup,c; |f'(z)| < 1, atunci f este o contratie pe I de
factor k. Mai mult, daca o € I este punctul fix al lui f, xg € I, xpi1 = f(zn),
n > 0, atunci o = lim,, x,, $t

n

k
1-k

|y —al <

|x1 — xol, (V)n > 1.

Propozitia 1.12.9. (Metoda lui Newton) Fie f : [a,b] — R de clasd C?
astfel incait ecuatia f(x) = 0 are o solutie unica « € [a,b]. Presupunem ca
existd k < 1 astfel incat |f(z)f"(x)| < kf'(z)?, (V)x € [a,b]. Atunci sirul

To=Q, Tpyl = Tp — ]{’(Z)’ n > 0, converge la «.

Mai mult, |z, — of < £ |21 — 2|

Exercitii
1. Studiati daca functiile urmatoare sunt contractii:
a) f(x)=ar+b,a,beR, z€R
b) f(z) =gsinz, g e R, z € R
c) flz)=lnz+e—1,z € le,0)

)f(m):43_22,x€R

o,

2. Aratatica f : [vV2, %] — V2, %], f(z) = %—l—% este o contratie. Aproximati
V2 cu o eroare < 1073,

3. Ardtati cd t f @ [3,V3] = [3,V3], f(z) = % + 1 este o contratie.

Aproximati V/3 cu o eroare < 1072,
4. Calculati cu o eroare < 1073 solutia reald « a ecuatiei:
a)zd+4r—-1=0
b) 23+ 122 -1=0
c)xd+a22—6x+1=0,ac(0,1]

5. Folosind metoda lui Newton, aproximati ¥/2 cu o eroare < 1072.

(Indicatie: 2% — 322 —2 < 0, (V)z € [1,2])
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1.13 Derivate partiale. Diferentiale.

In cele ce urmeazi, vom studia functii f : D C R®™ — R™, unde m,n € N*.
Avem ca

f@)=flx1,...,zn) = (filzr, .oy Zn)s ooy fin(21, oy 20)), (V)2 = (21,...,2,) € R,

Functiile f1,..., fm : D — R se numesc componentele lui f. Notdm f = (f1,..., fm)-
Continuitatea lui f se defineste in raport cu metricile euclidiene din R™ gi R™.

Propozitia 1.13.1. Fie f = (f1,-..,fm) : D CR* - R™ gi a € D. Atunci f
este contind in a (respectiv pe D) dacd si numai dacd fi,..., fm sunt continue in a
(respectiv pe D).

Definitia 1.13.2. Fie f : (a,b) C R — R™, f(t) = (fi(t),..., fm(t)), unde fi :
(a,b) — R. Spunem cd f este derivabild in ty, dacd

@ F (o) = lim LD =0

t—to t—1o

e R™.

Vectorul f'(tg) se numeste derivata lui f in t.
f se numeste derivabild pe (a,b), dacd e derivabila in fiecare punct din (a,b), caz
in care functia [’ : (a,b) — R™ se numeste derivata lui f.

Propozitia 1.13.3. f: (a,b) CR —=R™, f(t) = (f1(t),..., fm(t)) este derivabild in
to (pe (a,b)) daca si numai dacd fi, ..., fm : (a,b) — R sunt derivabile in to (respectiv
pe (a,b)). In plus, ['(to) := (Fi(t0), - » f(t0)) (respectiv f' = (flr.... f1) : (a,6) —
R™).

Definitia 1.13.4. Fie D C R™ o multime deschisd, f: D — R™ o functie si a € D.
Fie s = (s1,...,8,) € R™ un vector cu ||s|| = 1. Fier > 0 astfel incdt B(a,r) C D si

g: (_TV T) - Rm) g(t) = f(a‘+t8) = f(al +t817a2 +t827 ceeyQp +t8n)7 (v)t € (—T,T).
Spunem ca f este derivabila in a, dupd directia lui s, dacd g este derivabild in 0.

Vectorul of Fatts) - fla)
L 1 a+ts)— fla
25\ = 0'(0) = Jim ==

se numeste deriwata lui f in a, dupa directia lui s. Daca [ este derivabild in orice
punct, dupa directia lui s, functia % : D — R™ se numeste derivata lui f dupa

directia lui s.

Definitia 1.13.5. Fie {ey,...,e,} baza canonica din R™, adicae; = (0,...,0,1,0,...,0),
unde 1 este pe pozitia i. Spunem cd f este derivabild partial, in raport cu x;, in a,
daca

@

(%ci

_df (@) = lim flay,...,a;_1,% Gis1,. .. a,) — flag, ..., ap)

= € R™.
dei Ti—a4 T; — a;

(a):

Vectorul g—i(a) se numeste derivata partiald a lui f, in raport cu x;, in a. Daca f

este derivabila partial in raport cu x;, in orice punct, atunti % : D — R™ se numeste

derivata partiald a lui f in raport cu x;.
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Observatia 1.13.6. De observat ca, dacd f = (f1,...,fm), unde fr : D — R,
1 < k < m, sunt componentele lui f, atunci f e derivabila partial in a daca si numai

dac fi, ..., fm sunt derivabile partial in a si 9% (a) = (52(a), ..., % (a)).
Propozitia 1.13.7. Fie D C R™ o multime deschisa, f : D — R™ o functie sia € D.
Fie s = ($1,...,8n) € R™ un vector cu ||s|| = 1. Dacd f admite derivate partiale in
raport cu Ti,...,T, in a, atunci f este derivabild in a dupd direfia lui s si

df of of

—(a) = =—(a)s1 + -+ =——(a)s,.

ds() 8x1()1+ +3xn()"

Propozitia 1.13.8. Fie f,g: D C R" — R™ derivabile partial in raport cu z; pe D.
Atunci:

of+g) _0f  0f

Naf)  Of
®) (afx»g) =7 8,; o aj.-
o) FL-g-f- gk )
@ a;i = 7 %% dacd g(a) # 0, (V)a € D.

Definitia 1.13.9. Fie f = (f1,...,fm) : D CR™ — R" si a € D. Presupunem ca
fr este derivabila parfial in a in raport cu x;, pentru orice 1 < k <m, 1 <i<n.
Matricea

o o ]
aT;(a) g—§;<a> s %m? (a)
e (@), | m@ @ @
f(a) - azj a k:l,m - : . . ?
i=1,n . . e .
Ofm Ofm Ofm
aj;l (a) aj;z (a) T ain (a)

se numeste matricea jacobiand a lui f ina. Daca m = n, matricea Jy(a) este patraticd
si determinantul ei
D(flw"af’ﬂ)

D(zla"'vxn)

se numeste jacobianul (sau determinantul functional) ol functiilor fi,..., fm in a.

(a) := det J¢(a),

Definitia 1.13.10. Fie f: D CR™ - R™ gia € D. Spunem ca f este diferentiabila
n a, daca exista T : R™ — R™ o aplicatie liniard, astfel incat

&)t 1)~ F@) ~T@—a)

w—a ||z — al

Aplicatia df (a) := T se numeste diferentiala lui f in a.
Daca f este diferentiabila in orice punct din D, aplicatia

df : D — L(R",R™), a df(a),

se numeste diferentiala lui f, unde L(R™,R™) = {T : R" — R™ liniara }.
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Propozitia 1.13.11. Fie f: D C R" — R™ gia € D. Daca [ este diferenfiabild
in a (respectiv pe D) atunci f este continud in a (respectiv pe D). In plus, f are

derivate partiale in a (pe D) in raport cu x1,...,x, i Jr(a) este matricea aplicatiei
liniare df (a) in raport cu bazele canonice din R™ i R™. Altfel spus,
0
df (a) = ﬁ(a) dx; —|——f(a) dxp +-- -+ of (@) dxy, dx; : R™ = R, dx;(uq,...,up) == u;.
0x1 0x1 LTn

Daca f este diferentiabila pe D, avem df = «%fl dxy +887f1 dxo+---+ % dx, .

Observatia 1.13.12. Daci f : (a,b) — R si 29 € (a,b), atunci f este derivabild in
x daca si numai daca f este diferentiabila in zy. Acest lucru nu mai este adevarat in
general pentru functii f : D C R — R™. Exista functii care au derivate partiale in
raport cu toate variabile Intr-un punct a € D si nu sunt nici macar continue in punctul
respectiv, cu atat mai putin diferentiabile; sau, chiar daca sunt continue, nu sunt
diferentiabile. Evident, continuitatea Intr-un punct nu asigura existenta derivatelor
partiale ale unei functii i cu atat mai putin a diferentiabilitatii.

Definitia 1.13.13. Fie f : D C R" — R™ sia € D. Spunem ca f este de clasa
C' in a (respectiv pe D) dacd f are derivate partiale Scriem f € Cl(a) (respectiv
feci D).

Propozitia 1.13.14. Fie f : D CR® — R™ sia € D. Dacd f € C*(a) (f € CY(D)),
atunci f este diferentiabild in a (pe D). Reciproca nu este adevdratd, in general!

Teorema 1.13.15. (Diferentiala unei functii compuse) Fie f : D C R® — R™ gi
g:E CR™ — RP, astfel incit Im(f) C E. Fiea € D astfel incdt f este diferentiabild
in a gi g este diferentiabild in f(a). Atunci functia go f : D — RP este diferentiabild
in a $i avem:

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df(a), deci Jyor(a) = Jy(f(a))- Jf(a).

Cazul n=2,m=1:

Fie f: D C R? — R i (w0,50) € D. Atunci, f e derivabila in raport cu z, in (o, yo),

daca exista
=—(x0,y0) = lim f(@,y0) — f(xo,yo)'

ox z—T0 T — X
In mod similar,
%(l’o,yo) _ y“l];lo f(if/o,y; : zjjo(xoyyo).
Functiile %, %Jz; se numesc derivatele partiale ale lui f in raport cu z,y.

Functia f este diferentiabild in (z9,y0) dacad si numai dacd are derivate partiale

%, % in (xg,yo) astfel incat
lim [z y) = f(@o,y0) — %(ﬂfo,yo)(ﬂf — o) — %(Jfo,yo)(y = Yo) —0
(2,8) > (0,90) V@ =202+ (y — m0)? ’

caz in care df (xo,yo) = %(mo, Yo) dx +%(x0’ yo) dy este diferentiala lui f in (zq, yo)-
Daca f e diferentiabila pe D, atunci df = % dx +g—£ dy este diferentiala lui f.
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Exemplul 1.13.16. Fie f: R?\{(0,0)} = R, f(x,y) = 23 +yIn(z2+12), (z0,v0) =
(1,1). Pentru a calcula 3, vom deriva expresia lui f(x,y), privind y drept constanta.
Avem:

of _ o Q _a2 0o o
- am( +y) 2 20 2xy
= 3z? +y 72_’_3/2 =3z +y7x2+y2 =3z +x2—|—y2'

In mod similar, %5 se calculeaza derivand expresia lui f(x,y) si privind = drept

constanta:
6.f 8 3 a 2 2 8 2 2 a 2 2
LA Z(yl =04+ —(3)]1 2 -
9y ay( )+ay(y n(z” +y°)) 0+ay(y) n(z” +y )+yay(n(x +y7))
5 (@® +°) 2
-’172+y2

2y
ZCQ + y2 :

2
~n(a? +4?) + Vs ny ~In(a? +4?) +

=In(z®+1%) +y

In particular, obtinem %(1, 1) =4si ﬂ(1 1) = In2 + 1. Diferentiala lui f
este

0 2 212
9F ax+ fdy:(3x2+ Yy dx +(In(2? + y?) + ——2

df = _
Oz dy 2+ 12 2+ 12

) dy,
si diferentiala lui f in (1, 1) este

df(1,1) = gi( )dx+g§(1,1)dy—4dx+(ln2+1)dy.

Cazul n=3,m=1:

Fie f : D C R? — R i (20,90,20) € D. Atunci, f e derivabild in raport cu z, in
(z0, Yo, 20), daca exista

a —
(Tf(fcmyo,zo) = lim (@, 90, 20) f<x0,y0,20).
X Tr—x0 T —
In mod similar,
gi(zoﬂy07zo) = lim f(x07y,2’0) 7f(x07y072’0)
Y—Yo Y — Yo
gf (%0,%0,20) = lim f(@o,y0,2) = f(mOaiUO,Zo).
zZ— 20 2z — ZO

Functiile gf; , gi , g’; se numesc derivatele partiale ale lui f in raport cu z,y, 2.
Functia f este diferentiabila in (zo, yo, 20) dacd si numai daca are derivate partiale

af of of - R
a£7 85, 0{ in A := (x,yo, 20) astfel incat

L H@w2) = ) = A @ = w0) — S A=) - A=)
(w2)A V@ =20 + (5 90 + (2 w0)?

)
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caz in care df (o, Y0, 20) = 9L (0,0, 20) dXJF%(H?o, Yo, z0) dy +3L (z0, o, 20) dz
este diferentiala lui f in (x0,y0,20). Daca f e diferentiabila pe D, atunci
df = % dx —&—% dy —1—% dz este diferentiala lui f.

Exemplul 1.13.17. Fie f: R?® = R, f(z,y,2) = 22y + 2e****, (20,90, 20) =
(1,1,—2). Atunci:

% = %(xzy) + %(zemﬂ') = y%(mQ) + z%(eh“) = 2xy + 2227,

%]yv = (%(afy) + %(zeh*z) = 332(%@) + z(%(em”z) = 2% + 2?7,

% = %(mzy) + %(zezm“) =0+ %(z)eM‘LZ + z%(ezx+z) = (1 + z)e** =

df = % dx —|—%ch dy —&-% dz = (2zy + 22e** ) dx +(2* + 2e** %) dy +(1 + 2)e** T * dz.
In particular, obtinem

%(1, 1,-2) =2 —4e’ = -2, g—z(l, 1,-2)=1-2e" = -2, 2—2(1, 1,-2) = (=1)e = —1.
df(1,1,-2) = %(1, 1,-2) dx+g—£(1, 1,-2)dy +g—£(1, 1,-2)dz = —2dx —2dy — dz.

Exemplul 1.13.18. Fie f = (f1, f2, f3) : R2 = R3, f(z,y,2) = (z +y, 2% +
y2,zeY), g = (g91,92) : R3 = R?, g(u,v,w) = (u? —v,uw), sih:=go f : R? —
RZ.
h(z,y) = (g0 )(@,y.2) = g(f(z,y) = gz +y,2* +y° ze¥) =
=((z+y)?—2° =, (z +y)zeY) = 2ay, (2% + zy)eY), (V)(z,y,2) € R

In particular, h(1,1) = g(f(1,1))

) = 9(2,2,¢e) = (2,2e). Matricea jacobiana a
lui f intr-un punct arbitrar (z,y) € R?

este
2] 0
gf’;l gffi 11 11
Je(z,y) = % 92 =12z 2y |.DeciJe(1,1)= (2 2
Ofs Ofs e¥ xeY e e
ox oy

Matricea jacobiana a lui g intr-un punct arbitrar (u,v,w) € R? este

991 991 Ogu 2u —1 0 4 -1 0
Jg(u,v,w) — <gu2 L’U2 gué) = ( O u) 5 Jg(f(l,].)) == Jg(2727€) = (e O 2) .

ou ov ow w
Din Teorema 1.13.15 obtinem:

Jgof(fﬁ,y) = Jg(f((l),y)) : Jf(x’y) = Jg(:r’ + yvxz + yzvxey) ’ Jf(x7y) =

B <2x +2y -1 0 > 2136 21y B ( 2y 2z )
= y . - Yy 2 y -
xe 0 z+4vy oV oV 2z 4+ y)eY (z° +ay+x)e



CAPITOLUL 1. CALCUL DIFERENTIAL 79

In particular, avem:

Jgof(17 1) = Jg(f(L 1)) ’ Jf(17 1) = Jg(27 2, 6) ’ Jf(17 1) =
11

4 —-1 0 2 2
_<e 0 2>' 2 2 _<3e 3e>‘

e e

Derivate partiale si diferentiale de ordin superior
Definitia 1.13.19. Fie f : D C R™ — R™ o functie derivabild in raport cu

x; pe D. Daca % : D — R™ este deriwabila partial in raport cu xj, functia

@1 _ 0 0
al‘jal‘i T al‘j 8:&

): D — R™,

se numeste derivata partiala de ordinul 2 a lui f in raport cu x;, z;.

< g o O*f . O°f
Daca j =1, notam 927 = Twidm
A . . o k—1 . e A
In mod inductiv, daca &E(Zfﬁ este derivabild in raport cu x;,, spunem
ca f are deriwata partiala de ordin k, in raport cu x;, ..., x;,,
8fk o afkfl m
= ) R—R™.
6.%'i1 6.%'i2 L 8ka Bxl-l 8952-2 e 890%

Definitia 1.13.20. Spunem cd o functie f este de clasd C* pe D, unde k > 1,
si scriem f € C*(D) dacd f are derivate partiale de ordin k (in raport cu orice
ordine) si acestea sunt continue.

Teorema 1.13.21. (Schwarz) Fie f : D C R® — R o functie de clasi C2.
Atunci

0*f 0’ f
= 1<,9<n.
8:@690]- 81’j81’i7 (V) =HI="

Mai general, dacd f este de clasd C*, k > 2, atunci % nu depinde de

ordinea variabilelor x;,, ..., ;.

Definitia 1.13.22. O functie q : R™ — R se numeste forma de gradul k, daca
q(z) = P(x), unde P € Rxy,...,x,] este un polinom omogen de grad k.

O formd de gradul 1, i.e. q(x1,...,xp) = Y 1y T = 1T1++ -+ apTy, S€
numeste forma liniara. De exemplu, diferentiala unei functii f : D C R" - R
intr-un punct a, df(a) este o forma liniara.

O forma de gradul 2, i.e. q(x1,...,2,) = szzl a;jxiz; se numeste forma
patratica.



80 1.13. DERIVATE PARTIALE. DIFERENTIALE.

Definitia 1.13.23. Fie f: D C R™ — R. Spunem ca f este diferentiabila de
ordin 2 pe D, daca f este diferentiabila si, pentru orice a € D, exista o forma
patratica T'(a) : R™ — R astfel incat

o F@) = f(@) ~ @)@ — ) = §Tu(a — a)

@—a |z — alf?

=0.

Forma patratica d? f(a) := T(a) se numeste diferentiala de ordin 2 a lui f in
a. In mod inductiv, spunem ca f este diferentiabila de ordin k pe D, daca f
e diferentiabild de oridn k — 1, gi pentru orice a € D, existd o forma de ordin
k, notatd d* f(a) astfel incdt

o @) = £(@) — @@~ 0) ~ J (@) - ) = = jdf(a)w ~ )

=0.
r—a |z — all*

Forma d* f(a) se numeste diferentiala de ordin k a lui f in a.

Propozitia 1.13.24. Fie f : D C R® — R o functie de clasi C* , k > 1.
Atunci f este diferentiabild de ordin k si

& F0) = (o dsa o+ 5 dn) ()@, (Va € D,

In particular, pentru k = 2, avem

(a)dxi+-- +§2—J;( )dx2 42

o f
89[:2

9% f
a$18$2

o2 f

0Tn—10zn,

d*f(a) =

(a)dxidxz +---+2 (a) dxp—1 dx, .

Definitia 1.13.25. Fie f : D C R® — R, o functie de clasa C? pe D. Se
numeste Laplacianul lui f, functia

"L 92 f a2f 92 f
Af =Y 2L =~ L
! pa Ox? 3:17% o o0z2

Cazul n = 2.

Fie f : D C R? — R o functie de clasi C*, k > 2, si (x0,%0) € D. Diferentiala
de ordin 2 a lui f este

2f
82

0%f
Dy

8fd )

df = dxdy +—5

Diferentiala de ordin 2 a lui f in punctul (xo,yo) este

2 ) 82f 82f )
@(%, Yo) dx +203}8y (w0, yo) dxdy +87y2($0’ Yo) dy”.

& f (0, yo) =
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De observat ci d?f(xo,%0) : R? — R este o forma patratica, si avem

2 2 2

d? f(z0,y0)(a,b) = g é(xo,yo) 242 of

dxdy f(l‘o,yo)bQ, (V)(a,b) € R%.

0
(x0,y0)ab + 92

In general, diferentiala de ordin k a lui f este
K k—j o f k O " f
e Z<>3xk Jayﬂd ]d]_akdXd] oxk—10y " dy - +Wdy’

unde (]) = C’,]C = combinari de k luate cate j. Diferentiala de ordin k£ a lui f

n (zo,Yo) este

*f k o*f C orf
k k k k
d f(-TOyyO):@(xOﬁyO)dX ++< >axk]ay]($07y0)d 7dy3—|—..._|_67yk($07y0)dy .

Laplacianul lui f este Af = 6962 + g—y{.

Cazul n = 3.

Fie f : D ¢ R?® — R o functie de clasa C*, k& > 2, si (x0,%0,20) € D.
Diferentiala de ordin 2 a lui f este

>f O*f 0% f 0* f o> f o> f
' ek 2

gz O g g e +25 dro. X255

Diferentiala de ordin 2 a lui f in punctul (xo,yo, 20) este

0? 0? 0?
d* f(z0, 0, 20) = Té(fﬁoﬂo&o) dx? +87'}20(960,y0,20) dy? to.2 é(xﬂay()uzo) dz® +

d’f =

dxdy +2

dydz.

2 2 2

0 0
6 a (x07y0720) dXdY +2—— (IL‘U,yO,ZO) dxdz +2——

0102 8’!/8 (:EanO?ZO) dde

Laplacianul lui f este Af = 6962 + 8yf + 8;;

Formula Taylor

Definitia 1.13.26. Fie f : D C R®™ — R o functie de clasa C™, m > 1, si
a € D. Polinomul Taylor de ordin m a lui f, in jurul lui a, este:

Ui k a)\r —a
(o) = 3 A1 =)

k!
k=0
Restul Taylor de ordin m a lui f, in jurul lui a, este:

Ry (x) = f(x) — T (x).

Formula Taylor este identitatea f(x) = Tpn(z) + Ry (x). Pentru x € D, spu-
nem ca f(x) se aproximeazda cu Ty, (x) (si scriem f(x) = T (x) ), cu eroarea
absolutd | Ry, (z)].
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Teorema 1.13.27. Fie f : D C R® — R o functie de clasqi C™ ! sia € D.
Fie x € D\ {a}. Atunci exista & € D astfel incat

d™ f(§)(x —a)

B () = (m+1)!

si||§ — al| <|[lz —al|.

Cazul n =2

Fie f : D C R? — R o functie de clasa C™, m > 2, si (z0,y0) € D.
Polinomul Taylor de ordin 1 (aproximarea liniara) a lui f, in jurul lui (xg, yo)
este:

Ta(2.4) = Fe0,0) + (10 90) & = 20) + 5L, )~ o)

Polinomul Taylor de ordin 2 (aproximarea patratica) a lui f, in jurul lui (xg, yo)
este:

(o) = Fao, o) + 5 (o0, 30)(z = ) + 5 0,0~ o)+
2 2 2
31 (G o)l = ao)? + 257G, ) = au) = o) + 52 o mm) = ) )

In general, polinomul Taylor de ordin m a lui f, in jurul lui (zg, yo) este:

mopE ok f . .
Ton(,y) = f(zo,50) + Y il > < ) (0, y0)(z — 20)" 7 (y — wo)’-
=

k—3jHyi
ox
k=1 8y

Cazul n =3

Fie f: D C R? — R o functie de clasi C™, m > 2, si (20,0, 20) € D.
Polinomul Taylor de ordin 1 (aproximarea liniara) a lui f, in jurul lui (zo, yo, 20)
este:

0 0 0
Ty (z,y) = f(xo,yo, Z())+£($(),y0, Z())(CU—CUO)-F@*;(CUOWO, ZO)(y—y(J)+£($(J,y(),Z())(Z—Z())~

Polinomul Taylor de ordin 2 (aproximarea patratica) a lui f, in jurul lui
(x(]:yOazO) este:

0 0 0
Ta(a,1) = f o,y 20) + 5 (oo, 20)( = 20) + G (.o, 20)0 = 90 + L (o0, 0,20)(z = 20)+
1,62 o? 0?
21552 J:(Io,yo,Zo)(ﬂﬁ —)” + w(l‘o,yo,zo)(y —90)* + 5z (0 0, 20) (2 — 20)°+

+ 28(16;; (0, Y0, 20)(z — o) (y — yo) + 27&%6{2 (20, Yo, 20) (T — 0) (2 — 20) + 278@;6]; (%0, Y0, 20)(y — y0) (2 — 20))-
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Independenta functionala. Transformari

Definitia 1.13.28. Fie fi,...,fm.f : D = D C R" — R. Spunem cd f
depinde functional de f1,..., fm, daca exista ® : D — R, atfel incat

O(f1(x), fa(), ..., fulz)) = f(z), (V) € D.

Spunem ca fi,..., fm sunt dependente functional, daca cel putin una dintre
ele depinde de celelalte. In caz contrar, spunem ca este sunt independente
functional.

Teorema 1.13.29. Fie fi,...,fn: D= D CR" = R" de clasi C*.

1. Daca H =0 pe D, atunci f1,..., fn sunt dependente functional.

2. Daca M £ 0 pe D\ A, unde A = 0, atunci fi,...,fn sunt

(wla---vxn
independente functional in orice punct a € D (adica pe o vecindtate

deschisa a lui a).

Exemplul 1.13.30. (Coordonate polare) Consideram ® : D = [0,00) %
[0,27] — R?, definita prin

D(p,0) = (z(p,0),y(p,0)) = (pcost, psind), (V)p € [0,00),0 € [0, 2n].
Avem

cosf —psind
sinf  pcosf

9

‘ D(z,y) ‘ _
D(p.0)

determinant care se anuleaza doar pe multimea {0} x [0, 27|, care nu contine
puncte interioare. Conform Teoremei 1.13.29, rezulta ca functiile z(p, 9), y(p, 0)
sunt functional independente pe D.

Exercitii
1. Fie f : R? — R. Studiati continuitatea, diferentiabilitatea, existenta
derivatelor partiale si dacid f € C! in (0,0), pentru:
2
L (2y) # (0,0)

a) f(z,y) = {0’ (z.) = (0.0)

b) f(z,y) = \/;nyz (z,y) # (0,0)
0, (l‘,y) = (0,0)

c) flz,y) = xv/x?+y°
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x? + %) sin 1 , (z,y) # (0,0
d)f(:c,y):( ) (\/W) (z,y) # (0,0)
0, (z,y) = (0,0)
Z'y22 T
) ) y7 z # 07 07 0
e) flx,y,z) = Vartyi+z? ( )#( ) (Evident, f:R3 — R.)
07 (x7 y7 Z) = (07 07 0)
_ay® 0.0
£) fz,y) = 4 A (@,9) #(0.0) "\ sioti e 7 ¢ C2.
0, (z,y) = (0,0)
2. Fie f(z,y) = e ¥, Calculati df, d>f, df (1,1) si d®f(1,1).
3. Fie f(z,y,2) = xIn(y? + 2?). Calculati df, d*f, df(1,0,1) si d*f(1,0,1).
4. Fie f(2,y) = %oz (2,) # (0,0). Caleulatidf, &2, df (1, 1) si d2f(1, 1),
5. Calculati derivatele partiale de ordin 2 pentru:
a) f(x,y) = we” +V"
b) f(z,y,2) = zyer’
c) f(z,y) = arctg(z® +y?)
Q) f(z,y) = arcsin(Z)
e) f(z,y) = tg(z® +y°).
6. Calculati Laplacianul lui f, Af, pentru:
a) f(z,y) =In(z? +y?)
b) fz,y) = ze™ Y
c) f(z,y) Py
d) f(z,y,2) = Va? +y> + 22
e) f(z,y,2) = z? + :z:2+le+z2
_ 1
£) f(z,y,2) = \/W
7. Fie f :R? — R?, f(x,y,2) = (2 — y?> + 22, zye?). Determinati matricea
Jacobiana Jy(x,y, 2) si J¢(1,1,1).
8. Fie f(z,y) = (u(e,9), v(z,9)), unde u(z, ) = 2° — ¥, v(z,y) = In(z? +
y?). Calculati J¢(z,y) si ggzzg
9. Fie z(x,y) = p(bx — ay), unde a,b € R. Calculati F = aax baz
10. Fie z(z,y) = p(z? + y?). Calculati F = yax - :Ug;.
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11

12.

13.

14.

15.

16.
17.
18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

. Fie z(x,y) = zyp(2? — y?). Calculati £ = ny% + nyg—z.

Fie z(z,y) = ¢(¥), ¢ € C'. Calculati E = x% + yg—z.

Fie z = ¢(z — at) + ¢ (x + at). Aratati ca % — GZ% = 0.

Fie f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) st F(z,y) = g(f(2,y)), unde g : Im(f) C
R? — R. Determinati derivatele partiale ale lui F in functie de derivatele
partiale ale lui g,u si v. Caz particular: u(x,y) = 2? + 32 si v(x,y) =
T —y.

Determinati functiile u : R? — R de clasia C2, u(x,y) = (2% — %), cu
proprietatea ca Au = 0.

Fie f(x,y) = In(142zy). Calculati T (z,y) si Ta(z,y), in jurul lui (0, 1).
Fie f(z,y) = e*\/y + 4. Calculati T1(z,y) si To(z,y), In jurul lui (0,1).
Fie f(x,y) = Vo &/y. Calculati T1(z,y) si To(z,y), in jurul lui (1,1).
Fie f(x,y) = ¢**?¥. Determinati T}, (z,y) =, in jurul lui (0,0).

Aratatici u = x4+ y + 2, v = 22 + 2 + 22 si w = 2y + yz + 2z sunt
functional dependente (adica % = 0) si determinati o relatie intre

ele.

Determinati ® : R — R, astfel incat u(z,y) = ®(x + y) si v(z,y) =
O (z)P(y) sa fie functional dependente.
In ecuatia % — a2§—i§ = 0, folositi schimbarile de variabila u = x + at

siv=z—at.

In ecuatia z2y" + 2zy + %y = 0, folositi schimbarea de variabila ¢ = %

In ecuatia 22y” — 22y +y = 0, > 0, folositi schimbarea de variabili
x=-¢e' (t =Inx).
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1.14 Extreme locale si functii implicite

Definitia 1.14.1. Fie f : D = DCR' - Ro functie de clasa C' si
a=(ay,...,an) € D.

1. a e minim local pentru f daca (3)V vecindtate a lui a, a. 7. f(z) >

fla),MzxeV.

IA

2. a e maxim local pentru f daca (3)V wvecinatate a lui a, a. i. f(x)

fla), Mz e V.
3. a e extrem local pentru f dacd e minim local sau mazim local.
4. a e punct critic pentru f dacd %(a) == %(a) =0.

Teoremi 1.14.2. (Fermat) Fie f : D = D C R* — R de clasi C* gi a =
(a1,...,an) € D. Daca a este punct de extrem local pentru f, atunci a este
punct critic.

Definitia 1.14.3. Fie ¢ : R™ — R o forma pdtratica.

1. Aplicatia ¢° : R" x R" — R, ¢"(z,9) = 3(q(z +y) — q(z) — q(y)), se
numeste forma biliniara polard, asociatd lui q.

2. Matricea asociata lui q, relativ la baza {e1,...,ey} din R, este A =
(@ij); j=Tms unde aj; = q°(es,ej), (V)i,j =1,n. De observat ca A = A,
adica A este simetricad.

3. q se numegte pozitiv definita, daca q(x) > 0, (V)x € R™ gi g(x) =0 <
x=(0,...,0).

4. q se numeste negativ definita, daca —q este pozitiv definitd.

5. q este de tip (r,s), daca exista o baza B in R™ cu proprietatea ca matricea
asociata lui q este diagonala Diag(by, ..., by, —bri1, ..., —bris,0,...,0)
unde r +s <mn gib; >0,V)l <i<r+2. (Conform unui rezultat de
algebra liniarda, numerele r si s depind doar de forma patratica q, nu de
baza aleasa)

Definitia 1.14.4. Fie f: D = D C R" — R de clasi C? sia = (ay,...,an) €
D. Matricea Hessiana a lui f ina este Hy(a) = < o1 (a)) __. Observatie:

0x;0x; ij=Tm

Hy(a) e matricea asociatd formei patratice (d*f)(a), in baza canonicd din R™.

Propozitia 1.14.5. Fief: D = D C R" — R de clasi C? sia = (a1,...,ap) €
D un punct critic pentru f.
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1. Dacd d*f(a) este pozitiv definitd, atunci a este minim local.

2. Dacd d*f(a) este negativ definitd, atunci a este mazim local.

3. Dacd d*f(a) este de tip (r,s) cur,s >0, atunci a nu este extrem local.
Definitia 1.14.6. Fie A € M,(R) o matrice patratica de ordin n. Polinomul
caracteristic al lui A este Pa(z) := det(A — A\I,,). Solutiile ecuatiei Pa(x) =0

se numesc valori proprii ale matricii A.

Teorema 1.14.7. O matrice simetrica A € My, (R) are toate valorile proprii
reale.

Propozitia 1.14.8. Fie f : D = D C R" — R de clasi C? sia=(ay,...,an) €

D un punct critic pentru f. Fie A1, ..., A\, valorile proprii ale matricii Hy(a):
1. Daca A\ > 0,..., A\, >0, atunci a este punct de minim local.
2. Daca A\ < 0,..., , <0, atunci a este punct de mazxim local.

3. daca exista i cu \; >0 s1j cu A\j <0, atunci a nu este punct de extrem
local.

Demonstratie. Deoarece H(a) este o matrice simetrica, conform unui rezultat
de algebri liniar, existd o bazd B a lui R” in care forma patrica d2f(a) este
Diag(A1,..., \p). O

Cazul n =2
Fie f: D=D CR? > R.

1. Se rezolva sistemul % = % = 0. Solutiile sale (in D) sunt punctele

critice ale lui f.

92f  92f
2. Se calculeaza matricea Hessiana Hy(z,y) = < g%; amay) .

92 f

oxdy  Oy?

3. Pentru (zo,yo) punct critic, calculam Hy(xo,yo) si A1 = %(xo,yo),

Ay = det(Hf(CC[), yo)).
o A; >0,A2 > 0= (z0,yo) este minim local.
o Ay <0,A2 > 0= (z0,yo) este maxim local.

e Ay < 0= (x0,y0) nu este extrem local.
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Cazul n =3
Fie f: D=D C R® - R.
1. Se rezolva % = g—i = % = 0. Solutiile sale (in D) sunt punctele critice
ale lui f.
?’f  ’f  0*f
8%:2 8m28y 8&0282'
2. Se calculeaza matricea Hessiana Hy(z,y,2) = ;wfy g—g{ 88yafz
92f 9% Of

0xdz  Oyoz 022

3. Pentru (zo, y0, 20) punct critic, calculam H ¢(xo, yo, 20) i A; := determi-
nantul obtinut din primele ¢ linii §i coloane ale matricii H (o, o, 20),
unde 1 <14 < 3. Presupunem ca A; # 0, ¢ = 1,2, 3. Atunci:

e Ay >0,Ay >0,A3 > 0= (x0,y0,20) este punct de minim local.
e Ay <0,A9>0,A3 < 0= (x0,y0,20) este punct de maxim local.

e In orice altd variantd = (0, Yo, z0) nu este punct de extrem local.

4. Dacd metoda de la punctul 3. nu functioneaza, i.e. cel putin un A;
este zero, calcalam valorile proprii Ai, A2, A3 ale matricii H(xo, yo, 20)-
Atunci:

e A\ >0, > 0,A3 >0 = (x0,y0, 20) este punct de minim local.
e )\ <0,A2 <0,A3 <0 = (x0,y0,20) este punct de maxim local.

e Daca existd o valoare proprie A; > 0 si o alta A\; < 0 = (20, Yo, 20)
nu este punct de extrem local.

Dreapta de regresie

Consideram ca avem o serie de masuratori z = (z1,...,2n) 1y = (Y1,.-.,Yn)
a doua marimi care depind liniar una de cealalta. Dreapta de regresie d : y =
ax + b este acea dreapta care realizeaza minimul sumei patratelor distantelor
pe verticala de la punctele (z;,y;) la dreapta d. Cu alte cuvinte, minimul

functiei:
n

E(a,b) := Z(aazi +b—y)*
i=1

Este usor de observat ca acest minim este de fapt punctul critic al functiei
(a,b), altfel spus, solutia sistemului

%% = QZ?lei(axi +b—y;)=0
G =230 (az; +b—y;) =0
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Extreme ale functiilor definite implicit

Teorema 1.14.9. (Teorema functiilor implicite) Fie F = (Fy,...,Fp): D =
D CR'xR™ — R™ ¢ functie de clasd C*. Fie (a,b) € D astfel incdt
F(a,b) =0.

Daca det(gi? (a,0)); j—17m # 0, atunci exista o multime deschisa U C R",
o multime deschisa V- C R™ si o unica functie g = (g1,...,9m) : U = V de
clasd C*, astfel incat:

1. (a,b) eUxV CD.

2. F(z,g(x)) =0, (V)x e U.
3. g(a) = 0.

Mai mult, derivatele partiale gg; ,undel <1 <m gi1l<j<n, sunt determi-

nate de sistemul cu m -n ecuatii:

OF; % OF; @4_ OF; %__8&
Oy1 Ox;  Oy2 Oxj Oy  Ox; N Ox;j

, 1<i<mgil1 <5< n.

Corolarul 1.14.10. (Cazulm =n=1) Fie F: D = D C R2 — R o functie

de clasa C' si (wg,y0) € D, astfel incat F(xg,y0) = 0 si %—I;(xo,yo) # 0.

Atunci exista I,J C R intervale deschise, si o unica functie g : I — J de
clasia C*, astfel incat:

1. (:L'o,yo) elxJCD.

2. F(z,g(x)) =0, (V)z € I, i g(xo) = yo-

(2.9(x))
M (e.g(z))’

Punctele critice ale functiei g sunt determinate de sistemul:

SR
8 |

3. ¢ (x)=— (V)xz el.

Q|

oF oF
{P(e.y)=0, % =0, % 20,
Presupunem, in plus cd g este de clasi C?. Atunci:

1. Daca x1 este punct critic si g"(x1) > 0, atunci x1 este punct de minim
local.

2. Dacad x1 este punct critic i g"(x1) < 0, atunci x1 este punct de mazim
local.

Corolarul 1.14.11. (Cazuln =2m =1) Fie F: D =D c RZxR — R
o functie de clasa C' si (zo,y0,20) € D, astfel incdat F(xq,y0,20) = 0 si
%—Z(ajo, Y0, 20) # 0. Atunci existd U C R? si V C R deschise, si o unicd functie
g:U — V de clasd C', astfel incat:
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1. (a?o,yo,ZQ) eUxV cD.

2. F(l‘,y,g(ﬂ?,y)) = O, (V)(l’,y) € U7 1 g(xo,yo) = Z20-

z,y,9(z,y))

89 335( z,Y,9 ( )) Bg Dy ’
J 9L (z,y,9(z,y))’ Mz el.

C0x T (g yg(xy))’ Oy

Punctele critice ale functiei g sunt determinate de sistemul:
oF 9F _
{Fa,y,2)=0, 2 =0, % =0, % 20,

Dacd functia g este de clasid C?, punctele de extrem ale sale se determind dupd
metoda descrisa pentru functii de doud variabile.

Extreme locale conditionate. Metoda multiplicatorilor Lagrange.

Definitia 1.14.12. Fie f : D = DCR" >R si E C D o submultime care
nu este deschisa.

1. Un punct a € E se numeste punct de minim conditionat de E pentru
f, daca exista V- C D o vecindtate pentru a, astfel incat f(z) > f(a),
Mze ENV.

2. Un punct a € E se numeste punct de maxim conditionat de E pentru
f, daca exista V. C D o vecindtate pentru a, astfel incat f(x) < f(a),
Mze ENV.

3. Un punct a € E se numeste punct de extrem conditionat de E pentru
f, daca este punct de minim sau de mazxim conditionat.

Fie f: D = DCR"—>Ro functie de clasi C? Vrem s& gasim punctele de
extrem conditionat ale functiei f din domeniul E ={x € D : gi(x) =--- =
gm(x) =0}, unde g1,...,gm : D — R sunt functii de clasa C2.

Fie F': D x R™ — R, definita prin:

F(z1,...,Tny ALy e oy Am) = f(x1, . cymn)+Ag1 (21, ooy 2n)+ A Amgm (T1, -0, @)

Daca (29, ...,29 X% ... A0 ) este un punct critic pentru F, atunci (z9,...,29)
este un punct critic pentru ®(z1,...,2,) = F(z1,...,2,, A, ..., A2). Mai
mult:

1. Daca d*®(2Y,...,20) este pozitiv definita atunci (z9,...,22) e punct de

minim conditionat pentru f.

2. Daca d?®(x),...,20) este negativ definitd atunci (29,...,2%) e punct

de maxim conditionat pentru f.
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3. Daca F este compact i f (w(l), ..., x) are valoarea minima printre valorile
lui f in punctele sale critice, atunci (2?,...,27) este punct de minim

conditionat pentru f.

4. Daca E este compact si f(z9,...,22) are valoarea maxima printre valo-
rile lui f in punctele sale critice, atunci (:1;(1], ..., 22) este punct de minim

conditionat pentru f.

Exercitii
1. Determinati extremele (libere) ale functiilor:
a) f(z,y) =2" +ay +y* — 22—y,
b) f(z,y) =2° +y° — 3wy + 10,

c) fz,y) =2 +y* — duy,

d) f(z,y) = zyIn(z® +y°),

e) flz,y) =zy+ 3+ 2,

f) f(z,y) = 2> + 3wy? — 152 — 12y,
g) f

2. Determinati dreapta de regresie pentru:
a) r =(—2,1,2), y = (3,0,—1). Estimati y(3).
b) x =(-1,0,1), y = (2,2, 3). Estimati y(2),
c)x=(-2,0,1,2), y = (3,1,2,0). Estimati y(3).

3. Fie y(z) func ctia definita implicit de 22 — 2y + ?> — 1 = 0, in jurul
punctului (1,1). Calculati y'(z), y"(x), ¥'(1) si " (1).

4. Fie y(z) func ctia definita implicit de y = 2z arctg(¥), in jurul punctului
(1,0). Calculati y/(z) =7 si v/(1) =7.

5. Calculati derivatele partiale de ordin 1 si 2 pentru functia z(z, y) definita
implicit de:
a) rsin(y +z) + 22 =0
b) 22 +y*—22=0

2
)L+ +5-1=0.
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+2y—2—-2=0
6. Fie y(z) si z(x) definite implicit de x2 y2 ? ) ,
4y +z-—2xy+32—2=0
in jurullui (1,1, 1). Calculatiy/(x), 2'(z),y" (x), 2" (z), ¥’ (1), 2'(1), 3" (1), 2" (1).
7. Determinati extremele locale ale functiei y = y(x), definita de:
a) 2zy® +y—2% =0
b) 3 4+ y3 — 22y =0
c) 2%y +y? — 4z — 3
8. Determinati extremele locale ale functiei z = z(x,y), definita de:
a) 22+ P+ 22—z —yz+ 20 +2y+22—-2=0
b) 23 4+ 2 +20(z? + y?) — 8(xy +x +y) = 0.
9. Determinati extremele functiei f(z,y) = 2% +%? pe dreapta 3z +2y = 6.
10. Determinati extremele functiei f(z,y) = 2% + y?> — x — y pe dreapta
z+y—1=0.
11. Determinati extremele functiei f(z,y, z) = zyz pe sfera 22 +y>+22 = 3.
12. Determinati distanta dintre M(2,0) si parabola y? = 2z, folosind ex-
treme cu legaturi.
13. Determinati extremele functiei f(x,y, z) = zyz pe domeniul z+y+z = 6,
cuz,y,z > 0.
14. Determinati extremele functiei f(z,y) = 22 +y> — 3z — 2y + 1 pe K =
{(@,y)2? +1* <1}.
15. Determinati extremele functiei f(z,y) = zy pe K = {(z,y)| 2% + 2y* <
1}.
16. Determinati valorile extreme ale functiei f(z,y) = 22 + y? pe K =

{(z,y)| 2* + 4 < 1}.
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1.15 Exercitii recapitulative

1. Fie A = {2 H | € QN[0,00)} si B = {(a1,a2,a3,...)|a, € {0,1,2,3}}.
Decideti dacid A si B sunt numarabile.

2. Fie A = {#]n e N‘} i B= {m2;ﬁ|m,n € Q4+}. Decideti daca A
si B sunt numarabile.

3. Fie A= {n € Z| 5{n,7n}, B = {53 |m,n € Z}, D = {it| t € R*}.

Care multimi sunt numarabile gi care nu?

4. Decideti daca urmatoarele multimi sunt finite, numarabile sau nenumarabile:
A={x eR| (It e Q, astfel incat z? =t}
B ={(a1,as,...,a;4,...) | a; €{0,1,2}}
C={zeC|z°=1}

5. Decideti daca urmatoarele multimi sunt finite, numarabile sau nenumarabile:
A={zxeR| (It €Q, astfel incat z = In(t)}
B={zeC|l|z| =1}
C={zc0,2r] | sinz =L}

6. Studiati convergenta seriilor:
a) EOO \/n2+l+n_

n=0 n34+2
o YndinZ—¥nd—n
b) > .24 ey , keR.

) Sooe YoV o e R,

n=1

O

d k e R.

%) nk
) Yontt G T
©) Sl v o (14 7))
f) ZOO y/1—cos =

n=1 2n+1
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00 241 "
m) > 7, (bgg-s-n-s-l) ;4,0 > 0.

oo 2:5-(3n—1
1’1) ZnZI W

a™(n!)?
O) Zzozl (Q(n)? , @ > 0.
0o In(lnn

q) ZZO:1 (1 - 31%)”

. Studiati convergenta si absolut convergenta seriilor:

00 —-1H"
a) Zn:l %
o] n . 1
b) > o2, (—1) narcsm( —_ )
1 n
C) Zn 1 nln(n)Jrl)

d) Zn 1 nln)n’ a>0.

3

&) Y it

£) 2one a+1)(;i)2§n'(a+n), a>—1.
8 Tl

h) Yo, ) o,

. Aproximati suma seriilor urmstoare cu o eroare < 1073:

8) oo (i

b) S0ty o
c) Zn om~
) 2o 1@

e) Zn 1nn'

o,

. Studiati convergenta punctuala si uniforma a a sirurilor de functii:

a) fn(®) = 55005, 1) © €[0,1],ii) z € [1, 00).
b) fu(z) = nz(1 —x)", z € [0, 1].
c) fo(z) =2" — 23", x € [0,1].

) o) = 525 < (000
f) fn(z) = arctg 1+n(n+1)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

g) fa(x) = 272", 2 € [0,00).
h) fo(z) = 2"e™, x € [0,00).

i) folz) =2ze ™" 2 € [0, 00).

j) fu(z) = /(N2 +1)sin L + nx —nx, z € (1,00).

k) fu(z) = Siri%r), xz € R. (f])n este convergent?

D) fo(z) = 2e—F2e" 2 € [0,00). Calculati lim,, fol fn(z)dx

+1

m) fo(z) ="

Studiti convergenta punctuala gi uniforma a seriilor de functii si a seriilor
derivatelor:

a) Yy oo n ¥ i) xe(l,00),il) z € [a,00), unde a > 1.
b) > $+"),')a:E]R,ii):ce[a,b],undea<b€R.

,1) z €[0,1], i) z € [1,00).

c) > 1x "(1—x), z€l0,1].
d) > TIZ;L:@ z € [a,0), unde a > 1.

¢

) Zn e, ) € (0,00), ii) = € [a,00), unde a > 0.
e e(n 1z

Ardtati cd Y o, S;ngz}f) e convergents. Fie f(r) = suma seriei. Aratati

cd f e derivabila si scrieti f'(x) ca o serie de functii.

Ardtatica Y 7 COS(4 %) e uniform convergentd. Calculati S’(7/4), unde
S(x) e suma seriei.

Aratati ca Y7 Cosnm) e uniform convergenta. Se poate deriva termen
cu termen pe R?

Determinati polinomul Taylor 75, in jurul lui a, pentru functiile: a)
fla) =22 a=0.

b) f(z) =2vV2—122,a=1
c) f(z) = (2x + 1) cos(z?), a =0
d) fl(x)=2",a=1

Fie f(x) = In(1 + 2?). Calculati T3(x), in jurul lui @ = 0. Aproximati
In(1.25) folosind T3 si estimati eroarea.

Fie f(z) = /8 + z. Calculati T3(z), in jurul lui @ = 0. Aproximati /9
folosind 75 si estimati eroarea.
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17.

18.

19.

20.

21.

Fie f(z) = \/;ﬁ. Calculati 71 (x), To(x) =7 in jurul lui @ = 0. Aproximati

1 . . . .
75 folosind 75 si estimati eroarea.

Aproximati sin(0.3), cos(0.3), F si In(1.

Determina‘gi domeniile de convergenta ale seriilor:
a) Yooty fra

b) 352y (cos 1) (& — )™,

) Yoty (@ 2)"

d) > —)sm x.

e) Yol 2. e ",

()"

Determinati domeniile de convergenta si suma seriilor:

e}

n+1

) Zn 1n n+1)
) ZTL 1 n4”

n
) Zn o n+)1 ey

d)ann

) S (=D"(n+2)* n

o GGy "

o

o

—

Scrieti dezvoltarile in serie de puteri ale functiilor, precizand domeniul

pe care au loc acestea:

a) f(z) = (2+ e %)3.

sh(2z)—2sinz

f(x) o
d) f(z) = m-
e) f(r) = e
f) f(z) = =
8) f(2) = A=
h) f(x) = f=rpeese,

3) cu doua zecimale exacte.
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22.

23.

24.

25.

26.

Folosind dezvoltarile in serie de puteri, calculati:

a) lim, o “ﬂ.

1—cos z2
x2 sin? z2°
In(14-2z)— sm(2w)+2;t
3
T

b) lim,_.o

¢) lim, o

2242242—e2®

d) lim, 522 (o7 1)

Folosind dezvoltari in serie de puteri, calculati suma seriilor:
—1)"
a) ZSLO 0 (n+)1 :
b) Zn 0 22"11'
) Zn =0 4"(n+1)
DINEE
)Xo e
) Calo G
n=0 (2n+1)2"

Calcula‘gi cu o eroare < 1073, integralele:

o o

@

) 2 In( J:—‘,—l) dx.
b) Jit 12 .
)fl 1— cos(:c)d

d) fo cos(x?) dx.

o

3 sinx
e fO T dx.

)

£) i 122 dx.
g) fO —2? dx.
h) f2 arcsin & dx.

Fie f : R — R, f(z) = §. Definim sirul urmator de multimi I = [0, 1],
Int1 = f(Iy) U f(2+ I,), n > 0. De exemplu, ; = [0,3] U [3,1],
I = [0,3] U2, F]U[3 5 U[5,1] etc. Fie C := 7, multimea lui
Cantor. Aratati ca C este compacta, nenumarabila gi de masuréd Lebes-
gue nula. (Indicatie: Masura multimii I, este suma lungimii intervalelor

componente)

Fie a < b. Aratati ca di(f,g) f lg(x (z)|dx este o distantd in
spatiul C°([a,b]) al functiilor continue pe [a b]. Determinati o norma
care induce distanta d;. Norma respectiva este euclidiana?
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27.
28.

29.

30.

31.

32.

Este [0,1) un spatiu metric complet? Dar [0, 1]? Justificati!

In R? considersm urmittoarele submultimi:

A={(z,y) [0 <a?+y* <1},

B={(z,y) | 1 <2*+2y* <2},

{(z,y) [2? +y? <1, 2,y > 0},

{(z,9) [z +2y+3 =0},

{@,5) I n e N}U{(L,0)},

F={0,0}U{(z,y) | 2* +y* = 1}.

Precizati care dintre ele sunt inchise, deschise, marginite, compacte,

conexe, simplu conexe. Determinati inchiderea, interiorul, frontiera si
multimea punctelor lor de acumulare.

C
D
E

Decideti daca functiile urmatoare sunt contractii pe multimile precizate.
In caz afirmativ, determinati punctul fix sau, daca acest lucru nu e po-
sibil, scrieti un sir care are ca limita punctul fix corespunzator.

a) f(x) =axr+b, z €R, a,beR.
b) f(z) =pcosz+q,x €R, p,qg € R.
(x) =1+ arctgz, 1) z € R, ii) x € [1,00).
(x) =lnz+e—1,x € [e,00).
r) =10 —z, x € [1,2].
x):g.(lf“;;),xeR.

—=, x €[0,1].

_ X

Aproximati cu o eroare ¢ < 1073 solutia a € [0,1] a ecuatjei:
a)2® + 22 —6x+1=0.

b) 23 + 122 — 1 =0.

c) 23 +4x —1=0.

3
d)z-—% =1

Aproximati cu o eroare € < 1072, /3 si /3, folosind metoda lui Newton.

Studiati continuitatea functiilor:
x2+2y2 (IL‘ )
a) [ R =R, f(z,y) =4 Vo :
0, (z,y) = (0,0)

th
—
=

=)
~—
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2x4y> "
b) f:R2 SR, fz,y) = {\/W (z,y) # (0,0)

0, (2,y) = (0,0)

¢) [:R? =R, flz,y) =

a, (z,y) = (0,0)
1
e) f R2 N R, f(l' y) — (1 + |$y|) x2+y27 (:‘Uay) 7& (070)7 a € R.
a, (xay) = 07
Tz , 33‘2 + y2 7& 0
f) f:R® >R, f(z,y,2) = ¢ VZHV°
0, r=y=0

33. Studiati continuitatea, existenta derivatelor partiale si diferentiabilitatea
functiilor:

34. Aratati ca functiile urmatoare sunt diferentiabile in origine dar nu sunt
de clasa C!:

$y2 T
2[R SR, f(ny) = 4 or G9F00

, (z,y) = (0,0)

=)

o mylz
t»ﬁNHRJ@%d{ﬁﬂWH’W%@#mQQ
0, (z,y,2) = (0,0)

35. Aritati ca functia f(x,y) = yy/22 + y? este de clasa C' pe R2. Este f
de clasa C? pe R??

36. Aritati ca functiile urméatoare sunt de clasa C', dar nu sunt de clasa C?:

. Cﬂ2— 2
xy sin (ﬁ) , (my) # (0,0)_

a) f:R2 >R, f(x, —{
) ==, (2.) = (0.0)
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fﬂyg T
—~— (@) #(0,0
0, (z,y) = (0,0)
37. Fie f : R? = R, f(z,y) = 2zy° — ye~*". Calculati df(0,0), df(1,1),
2£(0,0) si f(1,1).
38. Fie f : R? — R2, f(z,y,2) = (zy® + QZ,yeZ_wz). Calculati J¢(z,y, 2),
Jp(1,1,1) §i df(1,1,1).
39. Calculati derivatele partiale de ordin 1 si 2 ale functiilor:
a) f(z,y) = ycos(z® —y).
b) flx,y) = ve” V",
c) flz,y,2) = azyeyz+22
d) f(z,y,2) =In(z® +y* + 1) = ;75
40. Fie f : R? - R, f(z,y,2) = 2> + yz — 2y si a = (1,1,2). Determinati
versorul § pentru care Z—J;(a) este maxima.
41. Fie f : R = R, f(z,y,2) = 2y*> — 2zyz si @ = (2,1,1). Determinati
versorul 5 pentru care 7z(a) este minima.
42. Calculati Laplacianul functiilor:
2) f(2,y) = 6w,
b) f($v y) =Y — x21y2 .
c) flz,y) =1+ In(z? + ?).
_ 1
d) f(z,y,2) = V2
O flavns) = I+ + ),
f) f($ay7z) = 2% + 2+y T2
43. Fie f(z,y,2) = xz + \/y? + 22. Calculati g’;, 25, % si (%];
. af of o 2
44. Fie f(x,y,2) = y> + \/ﬁ Calculati af;, 65, aﬁ si gigy
45. Fie z(z,y) = f (%), unde f € CY(R). Calculati E = x% + yg—;.
46. Fie z(z,y) = 2y + ex. Ardtati cd xam + 8y =y + 2.
47. Fie z(z,y) = 2" f (m%) n > 1. Aratati ca :L’ =+ 2y nz.
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48.

49.

50.

ol.

92.

93.

o4.
95.

Fie u(z,y) = f(z + ay) + g(z — ay), unde f,g € C*(R). Aritati ci
Determinati f € C%((0,00)) pentru care z(z,y) este armonica, unde:
a) z(z,y) = f(2® +y?), (z,y) # (0,0).
b) z(z,y) = zf(z* +1°), (z,y) # (0,0).
&) 2(,y) = F(L), > 0.
(Indicatie: f'(t) = a(t)f(t) < f(t) = Ce*® pentru C € R)
Fie f : R® — R omogena de grad r, i.e. f(tw, ty,tz) = t"f(x,y,2),
Vt # 0. Aratati ca:
)xa£+y f—i—zgﬁ =r-f.

b) ($%+y@+2&>2f:T(T—1)f

Aratati cd transformarile urmatoare sunt difeomorfisme gi calculati ja-
cobianul lor si al transformarii inverse:

) £+ (0,50) x (0,00) = (0,00) x (0,00), f(z,y) = (wy, 3).
b) £:E2\ {(0,0)} = B2\ {(0,0)}, f(.9) = (% 2 ).
¢) f:(0,00) x (0,00) — (0,00) X R, f(x,y) = (zy, L52).

Calculati polinoamele Taylor T3 si 75 in jurul lui (a,b), pentru:

a) f(z,y) = 906“2?” (a,b) = (0,0).

b) f(z,y) = e**\/y+9, (a,b) = (0,0).

c) flz,y) = ln(a: —y+1), (a,b) = (0,1).

d) f(x,y) =In(y? — 2z + 1), (a,b) = (1,0).

e) flz,y) = \/1+x+4xy) (a,b) = (0,1).

£) f(w,y) = V4 +y+ay), (a,b) = (1,0).

Fie f(z,y,2) = m Calculati T in jurul lui (0,0,0).

Aproximati v/1.05 - v/0.95 si e~ 02/1.1 folosind T5.

Determinati polinoamele Taylor de ordin n in jurului originii pentru:
a) f(z,y) = e+,

b) f(z,y) = sin(z + 2y) + cos(2x + y).

¢) f(z,y) =In(1+ 2z +y).

d) f(z,y,z2) = etyt=,
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56. Determinati extremele locale ale functiilor:
a) f(x, y):a:y—&-é—i-z.
b) f(z,y) = y> + 322y — 122 — 15y.
c) f(x,y) =2 + ¢y — 6ay
d) f(z,y) = 8% +y* — 2xy.
e) flz,y) = aye*+v.
f) f(x,y) = 3wy? — 2® — 150 — 36y + 9.
g) f(z,y) = sinxsinysin(a: +y).
h) f(x,y) = 422 + 4% + g,x y > 0.
i) f(z,y) = y* — 8y> + 18y> — 8y + 2> — 322 — 3x.
i) f,y) = (@ + yP)e ™V
k) f(z,y) = zy\/1 — 22 — 32, unde 22 + 2 < 1.
) f(z,y) = (1 +€Y)cosx — ye¥
m) f(z,y, z) = 2202 + 2y% + 2% + 22y + 2yz + 2z + 2y + 62.
n) f(z,y,2) =22+ 2% + 22 —ay + 2 — 22.
o) flw,y,2) =22 + 20> + 22 —yz — 20+ 2+ 2.
p) f(z,y,2) =sinz +siny + sinz — sin(x + y + 2).
) f(z,y,2) ::L‘—i-%-i-%—l-%, x,y,z > 0.
57. Determinati dreapta de regresie si estimatie y(3) pentru datele:
a) x = (—1,0,1) si y = (0.1,0.2,0.2).
b)z=(-1,0,2) siy = (~2,1,2).
c)z=(-2,0,2)siy=(3,0,1).
d)z=(-2,0,1)siy = (3,1,1.5).
58. Gasiti punctele de extrem ale functiilor:

a) f(x,y) = 2% + y* pe 3x + 2y = 6.

b) f(z,y) = vy pe 2% + 2y% < 1.

c) flw,y) =a®+9?> —30—2y+1pea?+y?> <1
d) f(z,y) =e™ pex+y=3.

f@y,2)=x+y+zpey: {z>+y*+22=1, 20 +2y+2=1.
f 2) =22+ 2+ 32 pea? P+ 22 =1
(35 y,2) =202 +2y% —xy + 24 — 222 pe 22 + 9% + 222 < 8.
f(z,y,2)

z,y,z) =ayzpey:{z?+y?+2 =1, o+y+2=0.
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99.

60.

Determinati valorile extreme ale functiilor:

a) f(z,y) =2+ y? — 3z + 2y pe 22 + 3% < 4.

b) f(z,y) =2? +y? — 3z — 2y + 1 pe 2% + y? < 4.

(z,y) = x? +y2 — 2z + 2y pe 222 +2y2 <1.
Y

)
f) (22 +y? +22)?% =a® - 22 —y% a > 0.



104 1.15. EXERCITII RECAPITULATIVE




Capitolul 2

Calcul integral

2.1 Primitive.

Definitia 2.1.1. Fie I C R un interval propriv st f : I — R. Spunem ca f
admite primitive pe I, daca exista o functie F': I — R derivabila, astfel incat
F'=f.

Dacd f admite primitive, integrala nedefinitd a lui f, notatd [ f(z)dx este
mulfimea tuturor primitivelor lui f.

Observatia 2.1.2. Daca f: I — R admite primitive gi F, G sunt primitive
pentru f, atunci F' = G + ¢, unde ¢ € R. Prin urmare:

[ f@ax= P+,
unde C = {c¢: I — R | ¢ constanta }.
Propozitia 2.1.3. Fie f : I — R. Atunci implicatiile urmdtoare sunt stricte:
feontinua = fadmite primitive = fare proprietatea lui Darboux.

1y ol
2wcos; +siny, x#0

Exemplul 2.1.4. Functia f : R — R, f(z) = {0 0
) T =

2 1
rz“cos—-, x#0 . .

are primitiva F(z) = {0 5‘ 7 0’ dar nu este continua. Fie g(z) =

) €r =
2xcosl+sinl, z#0 . . .
{1 * z 7 0 Atunci g are proprietatea lui Darboux, dar nu
€Tr =
)

admite primitive.

Propozitia 2.1.5. (Liniaritatea integralei) Fie f,g: 1 — R doud functii care
admit primitive §i a € R. Atunci f 4+ g, af admit primitive gi:

105
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1 J(f(@) + 9(@) dx = [ f(@) dx+ ] glx) dx.
2. [af(z)dx=a [ f(z)dx.

Propozitia 2.1.6. (Formula de integrare prin parti) Fie f,g : I — R doud
functii de clasa C (derivabile cu derivatele continue). Atunci:

[ F@gta)ax=s@gla) - [ 1@y @ ax.

Propozitia 2.1.7. (Prima schimbare de variabila) Fie f : I — R continud i
uw:J — I, u=u(x), de clasd C*. Fie F o primitivd pentru f. Atunci:

/ Flu(a))d (@) dx = Fu(z)) +C.
Propozitia 2.1.8. (A doua schimbare de variabila) Fie f : I — R continud

sip: I — J, x=(t) biectiva, derivabila si cu derivata continud §i nenuld.
Fie F o primitiva pentru (f o p)¢'. Atunci:

[ f@ax= i@ +e.
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Lista cu primitivele unor functii uzuale

1.

2.

10.
11.
12.
13.

14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.

fldX:x—i—C.

+

fx"dx:%—i—c,neN.
[Ldx=In|z|+C.

xa+1

. ffL'adX:ai_H‘i‘C,Oé#—l

[e*dx =e” +C.
faxdx:%+(3,a>0,a7él.
fsinxdxz —cosx +C.
[coszdx =sinz +C.
[tgzdx = —In|cosz|+C.

[ ctgrdx =In|sinz| +C.

[ dx=tgx +C.

cos? x

i L _dx=—ctgz+C.

sin® x
1 1
[ sgzde = g arctg & +C, a > 0.

r—a

g1
fwg_azdx— In |22

5 +C,a>0.

fﬁd:ﬁzln(m—&—\/aﬂ—i—ﬂ) +C,a>0.

f\/ﬁdx:ln|z—|—\/a:2—a2|+c,a>0.

f\/ﬁdaz =arcsin £ +C, a > 0.
fshxdxzchm+C.

Jchazdx =shz +C.
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Exemple de functii care se integreaza prin parti

1.
2.
3.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

fInzdx= [2'Inzdx=2zhz— [ldx=zlnhz—z+C.
Jaedx = [z(e”) dx = xe® — [e"dx = (z — 1)e” +C.
Jxzcoszdx = [z(sinz) dx = zsinz — [sinzdx = zsinz + cosz + C.

Jzsinzdx = — [z(cosz) dx = —zcosz+ [ cosz dx = —x cos z+sin z+

C.

. Jarcsinzdx = [2'arcsinzdx = zarcsinz — [ \/% dx = zarcsinz +
—X

VI—a?2+C.

farccos:cdx = zarcsing — V1 — 22 +C.

Jarctgadx = varctga — [ 5y dx = varctgz — In(z? + 1) +C.

[ arcctg z dx = warcctg z + %ln(ajz +1)+C.

fea‘”P( )dx = e Q(x) + C, unde P,Q € R[X] cu grad(Q) = grad(P).

[ e**(P(x) cos(bz)+Q(x) sin(bx)) dx = e (M (x) cos(bx)+N () sin(bz))+
C, undeP Q,M,N € R[X] cumax{grad(M), grad(M)} = max{grad(P), grad(Q)}.

[ Va2 +a?dx = J(a2Va? + a® + a®In(z + Va2 + a?)) +C, a > 0.

. 2 2 2 d
Demonstratie. Avem I j Va2 +a?dx= [ %dx = \/J;de+a2f \/JW
Pe de alta parte f\/ﬁiﬁdx = [z(V2? +a?) dx = zva? +a® — I
Inlocuind in prima relatie, obtinem formula ceruta. O
[Va?—a?2dx = 5(zvV2?2 —a? — a*In|z + Va2 —a?|) +C, a > 0.

[Va? — 2?2 dx = j(zva? — 22 + a®arcsin £) + C, a > 0.
Fie I,, = fx”exdm Evident, IO =e"+C.

Pentru n > 1, I, = [2"(e®)' dx = a"e® — [na" le*dx, deci I, =
et — I_q.

N[ =

D=

Fie I, = [ 2+anX a > 0. Avem I) = farctg +C, I = fln(asg—k

a®) +C.

gen'tru nz 2’ In = f $7L+a21;;fa2a dX = fxn 2dX a2 f 1'27;-(122 dX7
eci

Iy =2 —d®l, .
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Exemple de functii care se integreaza prin schimbare de varia-

bila
1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

' facln a:dX = fu “dx = _(a—l§ua—1 +C = —

[(az + b)"dx = %fu"du— a(;j_ll) +C = %“‘C, unde a,b # 0,
n > 1. Se foloseste u = ax + b.

1
(a—1)In*"1g +C a>0,
a#1l,u=Inz.

[(2x ;— b) (2?2 + bz + ¢)"dx = W%f)m +C, n > 1. Se foloseste
u=x"+ bz + c.

[ =iz dx = 2In|z? £ a?| + C. Se foloseste u = 22 + a>.

: f m dx = _2(n*1)(x12+a2)"*1 + C, n > 2. Se folose§te u = :L'Q —+ (12.
f\/g;T =22+ a2 +C. Se foloseste u = 22 + a?.

J \/aszxg dx = —va% — 22 + C. Se foloseste u = a? — 22.

Java? ta?dx = (22 & a?)? + C. Se foloseste u = 22 + a2.

[ava? —22dx = —3(a® —x )% +C. Se foloseste u = a? — 2.

fx%ﬂdx:% ugil = arctgu + C = arctg 2?2 + C, u = 22,

‘/’\/eg;:ﬁdxzf\/j;ﬁ:ln(1+\/m)+(?:ln(1+m)+c

u=e".

| tgrdx= [ Ppdt=5]drdi= " cuz =1

[eVodx =2 [tetdt = 2(t — 1)e! +C = 2(vz — 1)eV® +C, z = .

Jgeds=— [ =—{t+1)+C=—In(1+e") +C, o = —Int,
[Va® —22dx = [Va?cos?tcostdt = ¢ [(1 + cos(2t))dt = -+, x =
asint.

Propozitia 2.1.9. Fie f,g: I — R. Daca G : I — R e o primitiva pentru g
st H : I — R este o primitiva pentru f+ g, atunci F' = H — G este o primitiva
pentru f.
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, 0,
Exemplul 2.1.10. Sasearateca f: R — R, f(x {Sm z 7 0’ keR
> =
E
admite primitive. Fie g : R — R, g(z) = gxcos 2 270, 0 Evident, ¢
=

este continud pe R, deci admite primitive. Fie G o primitiva a lui g.
1a2cos(E), x#£0,
0, z=0
si H'(z) = f(z)+g(x). Conform propozitiei anterioare, rezulta ca F : R — R,
F(z) = H(x) — G(x) este o primitiva pentru f.

Fie H:R— R, H(z) = . Atunci H este derivabila

Integrarea functiilor rationale

Definitia 2.1.11. Se numeste functie rationala, o functie f : I — R, f(z) =

o, unde P,Q € R[X] 5i Q(x) #0,(V)z € I.
Functiile rationale simple sunt urmatoarele:

1. f(z) = P(x) functie polinomiala.
Qf() W,CL,AGR,T?/Z]_.

3. f@;):%, B,C,b,ce R, A=b>—4dac<0,n>1.

Teorema 2.1.12. Orice functie rationald se scrie, in mod unic, ca o suma de
functii rationale simple.

Demonstratie. Presupunem ca f(x) = ggg Daca grad(P) > grad(Q@), din
teorema de impartire cu rest, exista L, R € R[X] cu P = QL+ R, grad(R) <
grad(Q). Atunci f(z) = L(z) + ggg

Daca grad(P) < grad(Q), il descompunem pe @ in produs de polinoame
ireductibile (adica de gradul 1 sau de gradul 2 cu A < 0):

Q(X) =a(X—ay)™ -+ (X—ap)"»(X?+b1 X +c1)™ - (X2 +by X +¢,)™. Atunci:

q mj

x Bz + Cip
/(@) Q(x) ZZ x—a]k+zz :UQj—b:U—I—Jc])

Jj=1k=1

unde A, Bji, Cjr € R se determind in mod unic din aceasta relatia, aducand
fractiile din dreapta la acelasi numitor si identificand apoi coeficientii. O

Propozitia 2.1.13. (Integrarea functiilor rationale simple)

n+l

1. Dacd f(z) = P(x), atunci folosim [ 2" dx = %= +C.

2. fa: adX_A1H|SU—CL|+C f (a— a)" X:—W‘f'c,nZ?.
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3. Cazul f(x) = %, b2 — 4c < 0 este mai dificil, motiv pentru care

il vom defalca dupd cum urmeazd:

- 1 __ 2 2z+b
o/ 2+bx+c dx = [ (w42 )24 de dx = VAc—b? arctg ¢4xc—b2 +C.
o [ Q%i”b*g‘cz_cdx: In(z? + bz + ¢) + C.
2z+4b _ 1
f (x2+f)x+c dx = " (n—1)(2%+bz+c)" T tCnz2

o [iel, = f m cun > 2. Cu schimbarea de variabila x = t—l—%

ne reducem la o integrald de forma I,, = [ m dx. Avem

1 22 +a? — 2?2 1 x?
In = — _—— d = 7_[”7 - Y r-er-ve d .
a? / (z2 4 a?)" =2 ! / (z2 + a?) x

Pe de alta parte, folosind

/x x dx = v + ! I
(22 +a?)" 2(1—n)(22+a2) D " 2n—1)"""

obtinem relatia de recurenta

I _ 1 {2n-3 I+ x
T a2 \2n—2) " @220 — 2) (2% + a2)(n D)

o Caz particular: | m dx = % arctg 7 + m

Integrale care se reduc la integrale de functii rationale
Integrale de forma [ R(u(z))dx

Presupunem ci R(u) este o functie rationald si (u~!)" rationala:

1. t:e‘”,x:%lnt. De exempluf%dx: %:t—lnﬂ—i—t!—i-C:
—1In(1+¢€") +C.

2. t =tgx, x = arctgt. De exemplu f e $+1 dx A =1In (:gﬁ;}) +
C.

/
3.t = T\L/@, ad —bc # 0. De exemplu [ /224l dx —ft<_t32t?2rl> dt =

Integrale trigonometrice

Fie [ R(cosz,sinz)dx, unde R(u,v) este o functie raionald:
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1. Substitutia universala ¢t = tg §. cosx = Lg, sinz = 1_2:152, tgx = 13’;2,
dx = 1%:;
De exemplu: 1+csci)2§—cil-§inx =/ T+(1- t2)+2t 1+t2 dt =

2. R(—cosw,—sinw) = R(cosz,sinz), t = tgz. cos’x = ﬁ, sinz =

2

T, dx = 9.
De exemplu: Fie z € (0,%). [ ozamm dx =/ m dt =

3. R(—cosz,sinz) = —R(cosm,sinz), t = sinz. cos’x = 1 — ¢t dt =
cos x dx.
De exemplu: [ ——dx = [ S5L dx 1%2/2 =,

4. R(cosx,—sinz) = —R(cosx,sinz), t = cosx. sin’z = 1 — 2, dt =

—sin z dx.

De exemplu: [coszsindrdx = — [#4(1 —#?)dt =

Integrale hiperbolice

T - . . .
£ “'26 , sinusul hiperbolic este

Reamintim: Cosinusul hiperbolic este chx =

€

shz = £=£— tangenta hiperbolics este thz = $£. Fie [ R(chz,shz)dx,
unde R(u,v) este o functie rationala:

1. Substitutia universala t = th3. chx = Hiz, shx the = -2

= 2% T
dx = 12_dtt2.

2. R(—chz,—shz) = R(chx,shz), t = thz. ch’z = t2, sh’z = 122,
dx = 12‘;2.

3. R(—chz,shz) = —R(chz,shz), t =shx. ch?z =1+, dt = chzdx.

4. R(chz,—shz) = —R(chaz,shz), t = chz. sh?z =1 — 1, dt =shzdx.

Integrale irationale

1. [R(z, gjfig) dx, unde R e rationald §i ad — bc # 0. Se folosesgte t =

n/ax+b
cx+d*

2. Integrale Euler: [ R(z,Vax?+ bz +c)dx, a #0, A #0.

e Daci a > 0, folosim t = vaxz? + bx + ¢ + \/ax.
e Daca ¢ > 0, folosim tx = vaz? + bx + c+ \/c.
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e Dacd a < 0,c <0, folosim t(x — 1) = £Vax? 4+ bz + ¢, unde z; e

o radacina pentru az? 4 bz + ¢ = 0.
3. Integrale binome: [x%(az® +b)7dx, a,b,c € Q.

e Dacay € Z, folosim t = 2, unde s e numitor comun pentru fractiile

asib.

e Daca O‘TH € 7, folosim t" = az® + b, unde r e numitorul lui ~.

e Daca O‘TH + v € Z, folosim t"2% = az® + b, unde r e numitorul lui
5.

: P(z)
4. Integrale de tipul [ Nr R
Atunci exista un polinom ) de grad n — 1 ¢i A € R, astfel incat:

unde P este un polinom de grad n > 1.

/ =Q(z \/ax2—|—ba:+c—|—/\/

Vax?+bx+c \/ax2+bw+c
d 1

5. Integrale de tipul [ T};W Se folosegte t = ——.

6. Integrale de tipul [ R(z,Vz?+ a?)dx. Se poate folosi z = atgt sau
r = asht.

7. Integrale de tipul [ R(z,va? —a?)dx. Se poate folosi z = =% sau

sint
T = acht.

8. Integrale de tipul [ R(z,Va? —2?)dx. Se poate folosi # = asint sau
z =atht.

Exercitii
1. Calculati:
a) [(2+ 3z —5z?)dx
b) [(2+ 2f Va?) dx
) ( ; + 2)dx
d) [(2% +3*+1)dx

J
J
[(3e* +e7*)dx
J
J
J

o

¢

dx
244
dx
dx

)
)
)
)

-~

o

16x2—9
h

Vz2—4
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: dx
) e

) v
k) [(2sin(2z) + %) dx
1) [(tg? :E+tg7)dx ze€(0,%)

2+1, <0

. Fie f(z) = . a="7al. fsaadmitd primitive? Calculati

a-2%, x>0

[ f(z)dx

Fie F(m)_{SQSm(l)’ ii8§ig(x)_{ios(l), zig

a) Calculati f(z) := F'(x)
b) Aratati cd f nu e continua

c) Aratati ca g are proprietatea lui Darboux dar nu admite primitive.

Folosind metoda de integrare prin parti, calculati:
a) [Inzdx
b) [z?Inzdx

g) [xcoszdx
h) [2?sinzdx
i) [arcsinzdx

j) [arccosz dx
k) [arctgzdx

1) [2?arcctgx dx
m) [sin?zdx

n) [cos®zdx

)fsmx

p) f arccos dX

o
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5. Calculati integralele:
a) [(z% —x+1)e** dx
b) [(z%+ 1) cosz dx
¢) [(2z + 1) sin 2z dx
d) [e*cosbx si [e*sinbz, a,b#0
e) [ xe*® cos 3z dx

6. Calculati integralele:
a) f\/mdx
b) [V4z? +9dx
¢) [VA4—a22dx
d) fx2\/mdx
7. Calculati Iy, I, I si determinati relatii de recurenta pentru:
a) I, = [z"e" dx
b) I, = [ 2" coszdx
) I, = [2"sinzdx
d) I, = [In" z dx
)

o

¢

) In f (x2+a2)n d
) n f 2+a2 dx

g) n sin” x
h

-~

8. Folosind prima metoda de schimbare de variabila, calculati:
a) [(2z+3)1dx, u=22+3
b) [z(z? +4)5dx, u = 2%+ 4

c)f(wffg;ﬂ dx, u =2? + 3z +1

d) 1+S£S”%dx,u:cosx
e)fm4+1dx,u—:1:2
f)f%dx,u-em
g)f%\/fim,u:lnx
h) [122 ¢y =Inz
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,u=Inzx

J) f sh(ln z)

xT

k) [V gy 4 = +/sinz

cosxT

1) dx

cosb

d
m) f singm

dx d
Il) f \/1—962\/1+arcsin2 z x

o) [(x+1)Y (2?2 +2x+3)%dx

dx
p) | #are™

dx

q) f (1422)(arcctg z+3)
r) [2°Va? —4dx
) [

arct x n 2
) f g ;—Qx_:l(x +1) dx

9. Folosind prima metoda de schimbare de variabild, calculati: a) [ x—\g dx,

x =t

142 __ 42
b) s dx =t
) [eVFdx, x =12
d) f ﬁ, Tr = t6
e) fcosQfdx =t
£)J xmv T=7
g) li}éz’ xr=—Int
h) fﬂﬁdx x = 2sint

10. Calculati integralele urmatoarelor functii rationale:
a) f(l" + (@— 2)3 + :c+3)dX

) [ 2+2:v+4 dx

c) [ 2+bz+c, b2 —4c <0

) f (;7;2—ac-1-1)3 dx

=3

Q.

@

f (22+4)? +4

)
) f 23;+i+2) dx

—

x273x+2
g) z(z+2)2 dx
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11.

12.

13.

14.

h) [ 3

i J x3x32J;1+1 dx

DN = 1dx

k) [ 5 m6+1 dx

) [ ey dx, a € R

d
m)fx4 2>§C].

Il) f (z2— 2m+3)

p) f (z+1)( m2+5m+6) dx

dx

K

) | et

6
x
I‘) f o+t 42234222 42 +1 dx

Calculati: I = fmdx siJ = fm

Indicatie: T+ J = .. t—x—x—z,l J=. ::1:2+%.

Calcula‘gi urmatoarele integrale de forma [ R(u(z))dx:

a) [ 1% 1+2el dx, t = e”

b) f e§z+i dx

te2 241 _
)ftgi cdx, t =tgx

tg(2z)
d) f 1+gtg(2x)

¢}

2x+1 2x+1
e) [ w13 dx, t = /353

{2

Calculati integralele de forma [ R(cosz,sinz) dx cu schimbarea de vari-

abild t = tg 3:

d
a)fm

b) 5— 3cos:c

c) m

d) 5+4smx

Calculati integralele de forma R(—cosx,—sinz) = R(cosz,sinz) cu

schimbarea de variabila ¢t = tg x:
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15.

16.

17.

18.

19.

54

) f sin x cos x+2
b) [

) f a2cos2:v+6251n z’ ;@b 7& 0

) f sin :v+cos4ac

sin® z cos4 T

o

o,

Calculati integralele de forma R(—cosz,—sinz) =
schimbarea de variabila ¢t = sin x:

d
) CO:( T

b) [ cos? zsint rdx
) J S d
) fsm 2z cos3 x

Calculati integralele de forma R(—cosx,—sinz) =
schimbarea de variabila ¢ = cos z:

¢}

o,

) dx

sin x

b) fcos r sin® z dx
dx

¢}

) f sin  cos 2:)3)
d) f sin® z dx

costz

Calculati integralele de forma [ R(chz,shz)dx:

d _
a) QthJfSchx’ t_th%'
b)

t=thx

ch4 ’
C) fbh2.1}Ch:I,‘ t=shx

d)fCh Ldx, t =chax

shx

Calculati integralele de forma [(R(z, {/ %) dx, ad —

dx
2) | stvis v
b) [ 5
42 +1

f $+1

e

R(cosz,sinx) cu

R(cosz,sinzx) cu

be # 0:

Calculati integralele Euler: [ R(z, Vaz? + bz + ¢) dx, a # 0, A # 0:

2) [ e (0> 0)
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20.

21.

22.

23.

b)
c)
)

x 362+4x74’ (a s O)

[o¥

m, ((I<0,C>0

e a<0,c<0)

f(2x 3)\/4m 12’(

Calculati integralele binome [ 2:%(

a) [ va(Va? +1)2dx, (7 € Z)
b) [ Ya(Va? + 1)4dx, (7 € Z)
¢) [avVa?+ 1dx, (C“—Jrl €Z)
d) f\/xsid a+1 EZ)

fw\/x?’ 1dx, (O‘T'H—i-’yEZ)

¢

)
f) [2v3z — 22 — 2dx, (a < 0,¢ <0)
az® + b)Y dx:

)
£) [2°/ (2 +1)2dx, (*F* + 7 € Z)

Folosind [ \/lez—&-c Q(z)Vaz? +bx + c+A [ \/adxi, grad(Q) =

grad(P) — 1, calculati:

a) f\/%dx

502
b) [ s dx

x24bxt-c

dx 1 .

Calculati integralele de forma [ =

dx

a) f (z—1)Va2+z+1
dx

b) f (z+1)5Vz2+2x

Calculati integrale de forma [ R(z

Variabilat:x—i—%:
a) [ V3 —2x—m2dx

b)

c) f\/:v2—2:n—|— dx,

)f =zl

PN
e) [Va?+ xdx,
) | o=

o,

—

—a)"Vax2+br+c’ t= r—a’

,vVar? + bx + ¢), prin schimbarea de
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2.2 Integrale definite.

Definitia 2.2.1. Fiea < b € R. Se numeste diviziune a intervalului I = [a,b],

un sistem de puncte A = (a = x9 < w1 < --- < xy = b). Notam Di,y
multimea diviziunilor lui |a,b].

Dacd A € Do), norma lui A este numarul [|Al] = maxi_ (z; — z;-1).

O diviziune A se numeste echidistanta, dacd z; — x;—1 = =2, (V)i.

Fie & = (&)i, & € [zi—1,24), 1 < i < n un sistem de puncte intermediare
pentru A € D, y. Suma Riemann asociata functiei f, diviziunii A si lui §

este
n

oalf,6) ==Y f(&) (@i — zia).

i=1

Observatia 2.2.2. Fie f : [a,b] — [0, 00) continud. Subgraficul lui f este
pi={(z,y) €R* |z € [a,}],0 < f(z) <y}

Numarul f(&;)(z; — x—1) reprezinta aria unui dreptunghi cu baza de lungime
x; — x;—1 si inaltimea f(&;). Prin urmare, oa(f,€) aproximeaza aria lui I'y
prin suma ariilor unor dreptunghiuri.

Definitia 2.2.3. Fie f : [a,b] — R. Spunem ca f este integrabila Riemann
pe [a, b] si are integrala I := ff f(z)dx € R, daca se verifica una din conditiile
echivalente:

1. (V)e >0, (3)dc > 0 astfel incdt, (V)A € Dy p) cu ||Al] < 5 51 (V)E sistem
de puncte intermediare pentru A, avem |oa(f,&) — I| < e.

2. (V)Ay € Dy culimy, [|Ay]| = 0, (V)" sistem de puncte intermediare
pentru Ay, rezultd ca lim, oa, (f,&") = 1.

3 Vn>1, A, =(a=z9 <z <---<xn:b),xi:x0+(bi)i diviziune

n
echidistanta, (V)™ sistem de puncte intermediare pentru A, rezultd ca

lim, oa, (f,&") = 1.
Propozitia 2.2.4. Fie f: [a,b] — R. Atunci:
1. f integrabila = f marginitd.
2. f continud = f integrabila.
3. f monotonda = f integrabila.
Definitia 2.2.5. Fie f : [a,b] — R mdrginita si

A:(a:1‘0<l’1<"‘<$n:b)ep[a,b]'
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Notam m; = infoc(y, | 2 f(2) $i M = supyepy, 2 (). Numerele

sa(f) =Y milwi — 1), Sa(f) =Y Mi(a; — ;1)
i=1 i—1

se numesc suma Darboux inferioara, respectiv superioara, asociate lui f si /.

Observatia 2.2.6. Fie f : [a,b] — R marginita si A € Dy, ). Pentru orice §
sistem de puncte intermediare pentru A, avem sa(f) < oa(f,&) < Sa(f)-

Definitia 2.2.7. Fie f : [a,b] — R madrginita.

1. I(f) = SUPAEDY, 4 sa(f) se numeste integrala Darboux inferioard a lui

f-

2. T(f) = ianED[a,b] SA(f) se numeste integrala Darboux superioara a lui

f.

Teorema 2.2.8. (Criteriul Darboux) f : [a,b] — R e integrabila Riemann
& 1(f) = 1(). )
In acest caz, I(f) =1(f) = f;f(a:) dx.

Definitia 2.2.9. Daca I C R este un interval cu capetele a < b, lungimea lui
I este numarul £(I) =b—a. O mulfime A C R se numeste neglijabila (sau de
masurd Lebesgue nula), daca (VY)e > 0, (3)(In)n un sir de intervale deschise
cu ACUpsyIn §i 51 UIn) = limp (6(11) + -+ -+ £(1)) <e.

Exemplul 2.2.10. (1) Daca A este cel mult numarabila atunci A este negli-
jabila.
(2) Pentru un interval I = [a,b] C R, definim f(I) = [a, E22] U [22F2 9],
Cu alte cuvinte f(I) se obtine Impartind intervalui I in 3 intervale egale si
eliminand intervalul deschis din mijloc. Fie Cy = [0, 1], Cp41 = f(Cr),n > 0.
Multimea lui Cantor este C' = (1,~oCy. Fiecare C,, este o reuniune dis-

juncta de intervale inchise cu suma lungimilor (%)n Cum lim,, (%)n =0
rezultd ca multimea C' este neglijabila. Pe de altd parte, orice numar real
x € C are o scriere in baza 3 de forma x = 0, z1x223. .., cu z; € {0,2}. Asta

arata ca multimea C' e nenumarabila.

Teorema 2.2.11. (Criteriul Lebesque) Fie f : [a,b] — R. Atunci f este
integrabild Riemann < f e marginita si multimea punctelor de discontinuitate
a lui f este neglijabila.

Corolarul 2.2.12. Fie f,g: [a,b] - R, a € R.

1. Daca f e integrabila si multimea {x € [a,b] | f(z) # g(x)} este finita,
atunci g e integrabild si ffg(x) dx = f; f(z) dx.
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S NS

Daca f,g sunt integrabile, atunci f + g, fg sunt integrabile.

Daca f e integrabila, atunci af e integrabila.

Daca f e integrabila, atunci |f| e integrabila (reciproca e falsa!).

Daca f,g sunt integrabile, atunci max{f, g}, min{f, g} sunt integrabile.
Daca f, g sunt integrabile, f(x) > 0 pe [a,b], atunci f9 e integrabild.

Daca f e integrabila pe [a,b] si [a’,b'] C [a,b], atunci f e integrabila pe
[a,b].

Daca c € [a,b] si f e integrabila pe |a, ] si pe [c,b], atunci f e integrabila
pe [a,b].

Propozitia 2.2.13. Fie f, g : [a,b] — R integrabile, o € R, ¢ € [a,b]. Atunci:

1.

o

o

7.

8.

P (@) + g(x) dx = [2 f(x) dx+ [P g(x) dx.
JPaf(e)ds =a [°f(x)dx.
S @) dx = [¢ f(x)dx+ [P f(z)dx.

. Notam [, f(z)dx = —ff f(z)dx. Avem [ f(x)dx = 0.

Daca f(z) > 0,(V)x € [a,b], atunci fab f(z)dx > 0.

Daca f(z) > 0, (Y)x € [a,b] si existd zo € [a,b] in care f e continua si
f(z0) > 0, atunci fabf(ac) dx > 0.

Daca f(z) < g(x),(V)z € [a,b], atunci f; fz)dx < f;g(az) dx.

I pyax] < [ 1) dx.

Propozitia 2.2.14. 1. Dacd f : [—a,a] — R este impard, atunci [ f(z)dx =

2.

0.

Dacd f : [—a,a] — R este pard, atunci [*, f(z)dx =2 [ f(z)dx.

Teorema 2.2.15. (Formula Leibniz-Newton) Fie f : [a,b] — R o functie
integrabild si care admite primitive. Fie F o primitiva pentru f. Atunci:

b
[ @ ax=Fa)lt = F@) - Fla)
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Observatia 2.2.16. (1) Orice functie continua f : [a,b] — R admite primi-
tive i este integrabild. Reciproca nu este adevarata. f :[0,1] — R, f(x) =
2zsind —cosd, 2 €(0,1] z?sinl, z€(0,1]
0, z=0 0, z=0
de altd parte, f e integrabild, deoarece e marginita si singurul punct de di-
scontinuitate este 0 (f nu are limita in 0).
(2) Exista functii care sunt integrabile dar nu admit primitive. De exemplu

x, x € [-1,0)
f:[-1L1] =R, f(z) =
z+1, z€][0,1]
dar nu are proprietatea lui Darboux pe [—1, 1] (deci nu admite primitive).
(3) Exista functii care admit primitive dar nu sunt integrabile. De exem-

are primitiva F(z) = { . Pe

e monotona (deci integrabila)

22 sin -5 — 2cosl7 xz € (0,1
plu f : [0,1] — R, f(z) = @tz m (0,1] are primitiva
0, z=0
x?sin 4, 2 € (0,1]
F(x) = 0 z 0 Pe de alta parte, f nu e marginita, deci nu e
b xr =
integrabila.

(4) f:10,1] = R, f(z) =1 pentru z € Q si f(z) = 0 pentru = ¢ Q, e
discontinua in orice punct din [0, 1], deci nu e integrabilid. De asemenea, f nu
admite primitive.

Propozitia 2.2.17. (Formula de integrare prin parti) Daca f,g : [a,b] — R
sunt de clasd C*, atunci

b b
[ @@ ax = r@g@lt— [ s as

Propozitia 2.2.18. (Pm'ma schimbare de variabila) Fie f : I — R continud
s la,b) — I, u=u(z), de clasa C*.

/f dx—/u:j)f(u)du.

Propozitia 2.2.19. (A doua schimbare de variabila) Fie f : [a,b] — R con-
tinud,
o e, d] — [a,b], x = (t) bijectiva, derivabila si cu derivata continud i

nenuld. Atunci:
b )
[ t@ax= [T e,
a v~ 1(a)

Teorema 2.2.20. (de medie) Daca f : [a,b] — R este continuad, atunci existd
c € [a,b] astfel incat

b
[ @ax= -
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Numdarul 3— f f(z)dx se numeste valoarea medie a lui f pe [a,b].

Teorema 2.2.21. (de medie-varianta) Daca f,g : [a,b] — R sunt continue,
g(x) > 0,(V)z € [a,b], atunci exista c € [a,b] astfel incat

[ rwas =i [ owas.

Teorema 2.2.22. Daca f : [a,b] — R e continua, atunci F : [a,b] — R,
= faw f(t)dt, este primitiva lui f cu proprietatea ca F(a) = 0.
Aplicatii ale integralelor definite

1. Calculul limitelor unor siruri definite prin sume Riemann:

Daci existd f : [0,1] — R continud, atunci + hmn > orey f fo

De exemplu, > 1nk_12k 01+k fo 1+xdx-ln2

2. Lungimea graficului unei functii: Fie f : [a,b] — R de clasa C'.
Atunci lungimea graficului lui f este

:/b\/l—}—f’(:ﬁ)zdx.

3. Aria subgraficului unei functii: Fie f : [a,b] — [0,00) continua.
Subgraficul lui f este I'y = {(x,y) | € [a,b],y € [0, f(z)]}. Atunci

b
Aria(Ff):/ f(x)dx

I'; este domeniul cuprins intre graficul lui f , axa OX gi dreptele z = a,
x =0b. Pentru f : [a,b] — R, Aria(I'y) = f |f(x)|dx.

4. Aria domeniului dintre doua grafice: Fie f,¢ : [a,b] — R continue
astfel incat f(x) < g(x), (V)x € [a,b]. Fie I'yy = {(x,y) | © € [a,b],y €
[f(z),g(x)]}. Atunci

b
Aria(T's4) = / (9(z) — f(x))dx.

Daca nu cerem f(z) < g(x), atunci Aria(I'y,) = f lg(x (z)|dx.

5. Centrul de greutate pentru o placa omogena: Fie f, g : [a, b — R
continue cu f(x) < g(x),(V)z € [a,b]. Consideram placa omogena D =
I't 4. Atunci coordonatele centrului de greutate al placii D sunt:

C falg@) = f@)dx L [g()? = f(@)?) dx
- Aria(D) e = Aria(D) '
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6. Aria suprafetei de rotatie: Fie f : [a,b] — [0,00) de clasa C'.
Suprafata de rotafie obtinuta prin rotirea graficului functiei in jurul axei
OX este

Sp={(z,y,2) | y* + 2% = f(x)?,x € [a,D]}. Atunci

b
Aria(Sy) = 27T/ fx)/1+ f'(x)?dx.

7. Volumul corpului de rotatie: Fie f : [a,b] — [0, 00) continua. Corpul
de rotatie obtinut prin rotirea subgraficului functiei in jurul axei OX este

Cr={(z,y,2) | y* +2* < f(2)®,2 € [a,b]}. Atunci

Volum(Cy) = 7r/bf(ar:)2 dx.

8. Lucrul mecanic pentru miscarea rectilinie: Consideram un punct
material de masa m care se deplaseaza rectiliniu conform legii x = x(t)
sub actiunea unei forte F'(x). Atunci lucrul mecanic efectuat intre z; =
x(t1) §i x2 = x(t2) este

x2 to t 2 |t2 2,2
Ly :/ F(z)dx :/ F(z(t))v(t)dt = mv2( ) = m(v12 vQ)a
1 t1 t1
v(t) = 2/(t) este viteza, v1 = v(t1), va = v(t2).
9. Lucrul mecanic in termodinamica: Ly = ‘ZQ P(V)dV, unde V; este

volumul initial, V5 volumul final, P(V') = presiunea privita ca functie de
volum. Tinand cont de legea gazului ideal PV = vRT', unde R e con-
stanta universala a gazului ideal, T' e temperatura si v este numarul de
moli, putem calcula lucrul mecanic in cazul unor transformari termodi-
namice speciale:

e Transformarea izocora (V = constant): Lo = 0 (deoarece Vi = V3)

e Transformarea izobara (P = constanta): Lis = P(Va — V4).

: < < Vi
o Transformarea izoterma (7' = constantd): Liz = [’ vBLqy =

vz
VvRT In 7?

e Transformarea adiabata (PV7Y = k constant): Lis = %(V;f7 -

Vll_'y). Observatie: v = Cr oste exponentul adiabatic, ¢ numarul

Cy
gradelor de libertate ale gazului (i = 3 monoatomic, i = 5 molecula
biatomica etc.), Cy = % capacitatea termica la volum constant,

Cp = Cy + R capacitatea termica la presiune constanta.
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10. Lucrul mecanic pentru deplasarea pe o curba in spatiu: Pre-

supunem ca avem un punct material care se deplaseaza pe o curba pa-

—
rametrizata prin 7 (t) = (z(t),y(t), z(t)) sub actiunea unei forte F' =
(Fy, Fy, F.). Atunci lucrul mecanic efectuat in intervalul de timp [t1, t2]
este

Liy = / NP )2 () + F,(F (O () + Fu(F(6)2(1)) dt .

t1

Calculul aproximativ al integralelor definite

Fie f : [a,b] — R continua. Vrem sa aproximam valoarea f; f(z)dx.

1. Metoda dreptunghiurilor: Alegem A, = (a =20 <21 < ... < T =

b) diviziunea echidistanta cu x; —x;—1 = b_T“ si& =ax; pentrul <2 < n.
Atunci, pentru n > 0 (adica n suficient de mare), avem:

b n
| @) axmoa (5. = 3 fai) (o - i)
@ i=1

. Metoda trapezelor: Alege A, si £ ca mai sus. Fie { = z;_; cu

1 < i < n. Atunci:

N |

b
/ﬂ@ﬁwmmﬁ@+m$mﬂ

Metoda de interpolare Lagrange: Daca f este de clasa C"t! i
x0,T1,...,Tn € [a,b] distincte, atunci ()P, € R[X], grad P = d cu
Py(z;) = f(zi), (V)0 < i < n, care se numeste polinomul de interpolare
Lagrange de ordin n. Avem:

- X —x;
PuX) = 3 F@) LX), Litw) = [[ 22
i=0 j#i Tt J
. fnt) t) .
Mai mult, | f(z) = Pn(z)| < supyeq RSy (x—x0) - (x—xy)|. Atunci

/abf(a:) dx ~ /:Pn(a:) dx,

iar eroarea poate fi estimata din relatia anterioara.
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Exercitii
1. Calculati:
f12 r? — % + 2v/x2) dx
b) S (b + 2 — %) d
c) fo (cos(2z) + —L5=) dx
d) f (cos? x + sinz cos ) dx

e) 02 :rgill
0 J7 g
g) fo \/W
h) fy m
i) fy 2

j) f%?’ (tgx + ctgx) dx

2. Folosind metoda de integrare prin parti, calculati:
a) f12 z1n? 2z dx

d) \/52

h) [2 4z = 3dx
3. Folosind schimbari de variabila, calculati:
a) [ (2z + 3)% dx
b) fo (2z + )(ac2 +x—1)%dx

O

)1332

o,

) fO x2+2:c+3 dx

e) fO x4+1 dx
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f) 0Z 1+S(I:Ic1>s€:r dx
In2 2z
g i ﬁew dx
d
fl \/41n z+1 x
2
i) J, x‘ildx
4. Calculati integralele rationale si care se reduc la integrale rationale:
1
a fO x2+zr+1 dx
f 1 x3+8
¢ fO a:2+2)2
4 X
—Z 142coszx
3 d
e) 03 1+sin;:(cosa:
f) [x sin® z cos? x dx
6
2
f03 sinz+v/1 + cos z dx
_ Vr+2
f 1 l4z+va+2 dx
i fl V3 + 1dx
2 [oz—1
) /i 2or1 Ax
k) Jo Hﬁ
fl (2;v+3)\/4+z x2
m) [ Y dx
5. Fie I, = [ = fimzx dx. Calculati Iy, I;. Aritati ca lim, I,, = 0.
6. Fie I,, = fol Igil dx. Calculati Iy, I, I, Is. Aratati ca lim, I,, = 0.

a) ap :ZZ—ITLc
b) an = IZk 16n

c) ap =237 sin*T

d) an =341 2t
o n ‘/TLQ—kQ

. Calculati limitele sirurilor, folosind sume Riemann:
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£) an =35 \/ﬁ
8) an = 4 W
8. Calculati lungimile curbelor:
a)y=2>+x+1,z€[0,1]
b) y =chz, x € [0,1]
c) y=xzx, z €[0,2]
d) y =Incosz, z € [0, §]
e) C(O,r) = cercul de raza r si cu centrul in origine O.

9. Calculati urmatoarele arii:

a) Aria interiorului elipsei “Z—z + %—; = 1 (Pentru a = b se obtine aria
discului de raza a)
b) Aria domeniului méarginit de y =z, y = x% siz=2.

. . . O e . . . _ x2431-2
c) Aria domeniului marginit de y = x si y = &=
d) Aria domeniului méarginit de y =Inx si y = In?z

e) Aria domeniului marginit de y = /z si y = V1 — 22.

10. Calculati aria suprafetei de rotatie a functiei:
a) f(z) =%, 2 €0,1]
b) f(xz) =chz, z € [-1,1]
c) f(x) = cos2z, x € [0, F]

11. Calculati aria laterala a unui trunchi de con
12. Calculati aria unei sfere de raza r.

13. Calculati volumul corpului de rotatie al functiei:
a) f(x) =sinz, z € [0, 7]

b) f(z) =21 —z, z € [0,1]

c) flz) =e", ze[-1,2]
f) f(z) =by/1— 2—2, x € [—a,al.

14. Calculati volumul unui trunchi de con

15. Calculati volumul unei bile de raza R.
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16. Determinati centrul de greutate al unei placi omogene cuprinsa intre
graficele functiilor continue f, g : [a,b] — R:

2) f(z) = 22, g(x) = v, @ € [0,1]
b) f(z) ==z, g(x) = €*, x € [0, 2]
¢) f(z) =2 =, g(z) = 2%,z € [0,1]

17. Determinati centrul de greutate pentru sfertul de disc D = {(z,y) €
R? | 22 +y? < R?, 2,y > 0}.

18. Care este lucrul mecanic efectuat in 10 secunde de un mobil de masa
m = 2 care se deplaseaza rectiliniu cu acceleratia a(t) = 2t + 1, pornind
din repaos?

19. Care este lucrul mecanic efectuat in transformarile:

a) izocora: Vi = Vo = 10 litri.

b) izobara: Py = Py = 10 bari, Vi = 1m? si Vo = 2m3.

c) izoterma: Ty = Tp = 300K, V; = 1m3, Vo = 2m3, Py = 10 bari.

d) adiabativa: Py = 5 bari, V; = 1m3, P, = 10 bari, cu exponentul
adiabatic v = %

20. Folosind metoda dreptunghiurilor si metoda trapezelor, estimati inte-
gralele:

a) fol ﬁdx, cun=23,4,5.
1
b) [y 775 dx, n = 2,3,4,5.
21. Determinati polinomul de interpolare P de grad 4 pentru f(x) = w%ﬂ

s

si punctele xg = 0, 71 = 0,3, x2 = 0,6 §i 3 = 1. Aproximati 7, folosind
P.
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2.3 Integrale improprii

Am vazut in sectiunea anterioard, ca daca f : I := [a,b] — R este o functie
continua, atunci f este integrabild Riemann. Ce se poate spune insa daca
I C R este un interval necompact cu capetele a < b din R? Are sens sa

vorbim de integrala f; fz)dx?

Definitia 2.3.1. Fie f : [a,b) — R continua, spunem ca f;f(x) dx este
convergenta, dacd existd

li dx=/¢eR.
u%/a f(z)dx €

» ¢ b . g o
In caz contrar, spunem ca fa f(x)dx este divergenta. Daca exista

1““ ? (]X — 47 E R
SP'L”LC,}”/ ca fa ’ (.]:) (1X — 47.

Definitia 2.3.2. Fie f : (a,b] — R continua, spunem ca f;f(m) dx este
convergenta, daca exista

b
li dx =/ € R.
ul{{;/u fz) dx

2 o rb . v v . o
In caz contrar, spunem ca fa f(x)dx este divergentd. Daca exista

b
lim z)dx =/ € R,
i [

spunem cd f; flz)dx = ¢.

Definitia 2.3.3. Fie f : (a,b) — R continud, spunem ca f: f(z)dx este
convergentd, daca existd ¢ € (a,b), astfel incat fac flx)dx gi fcbf(:z;) dx sunt
convergente. In caz contrar, spunem ca fab f(z)dx este divergenta.

Dacd [7 f(x)dx =4, € R si fcb f(z)dx = {5 € R, definim

/abf(x)dxz /acf(:c)dx+/cbf(:c)dx:€1 + 0,

exceptie facand cazurile de nedeterminare oo — co.
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Exemplul 2.3.4. (1) Fie f: [1,00) = R, f(z) = 5. Atunci:

/ f(:c)dx—/ — dx = lim i2dX: lim (—1>
1 1 u—oo J1 T U—00 €T

deci integrala este convergenta.
(2) Fie f:[1,00) = R, f(z) = 1. Atunci:

/ f(a;)dx:/ —dx = lim —dx = lim Inz|{ = lim (lnu—1In1) = oo,
1 1 U—00

X U— 00 1 i U— 00

deci integrala este divergenta.
(3) Fie f: (1,2] = R, f(z) = ﬁ Atunci:

2 2
/ f(z)dx :/ _dx lim & _ lim | — !
1 1 (=12 w1, (x—=1)2 w1\ z-1

deci integrala este divergenta.

(4) Fie f:[1,2) = R, f(z) = 21_ . Atunci:

[\v]

i

2 2 u
d d
/ flz)dx = / X — lim S lim (—2v/2 — 2)|} = li/rr12(72\/2 —ut2) =2,
1 1 u u

2—x uw72)y 2—x /2
deci integrala este convergenta.

Observatia 2.3.5. Daca f : I — [0,00) este o functie continua, unde I
este un interval cu capetele @ < b € R, atunci f;f(x) dx € R (daca este

convergenta) sau f; f(z)dx = co (daca este divergenta).
Propozitia 2.3.6. Fica <beR gia € R. Avem:

(1) Dacaa > 0, atunci faoo gc% dx este convergenta pentru o > 1 g1 divergentad
pentru o < 1.

(2) fab (IE);)Q este convergenta pentru o < 1 st divergenta pentru o > 1.

(3) f; (bii;)a este convergentd pentru o < 1 §t divergenta pentru o > 1.
Demonstratie. Exercitiu! O

Propozitia 2.3.7. Fie f,g: 1 — [0,00) doua functii continue, unde I e un
interval cu capetele a < b € R. Presupunem ca f(z) < g(x), (V)x € I. Atunci:

(1) f:g(ac) dx convergentd —> f; f(z) dx convergentd.

(1) fff(:r) dx divergenta —> ffg(x) dx divergenta.
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Propozitia 2.3.8. Fie f,g: [a,b) — [0,00) doud functii continue. Presupu-

nem cd exista lim, s, % = /(€ [0,00]. Atunci:

(1) Daca ¢ € (0,00), integralele fff(:v) dx g1 f;g(x) dx au aceeasi natura.

(2) Dacat =0 si ffg(x) dx e convergenta, atunci f; f(x)dx e convergenta.

(8) Daca £ = oo si f;g@) dx e divergenta, atunci fff(a:) dx e divergentd.
In propozitia anterioara, a € R, dar b € RU {oo}.

Propozitia 2.3.9. Fie f,g: (a,b] — [0,00) doud functii continue. Presupu-
nem cd exista limg~ 4 % =/( € [0,00|. Atunci:

(1) Daca ¢ € (0,00), integralele f;f(x) dx g1 f;g(x) dx au aceeasi natura.
(2) Dacat =0 si f;g(a:) dx e convergenta, atunci f; f(x)dx e convergenta.
(3) Daca £ = oo i f;g(:c) dx e divergenta, atunci f;f(x) dx e divergentd.
In propozitia anterioara, b € R, dar a € RU {—o0}.
Corolarul 2.3.10. Fie f : [a,00) — [0,00) continua. Atunci:

(1) Daca existd o > 1 astfel incdt limg o0 x® f(x) < 00, [° f(z)dx e con-
vergentad.

(2) Dacd ezistd oo < 1 astfel tncat limy oo x® f(z) > 0, atunci [° f(z)dx e
divergenta.

Demonstratie. Se aplica Propozitia 2.3.8 pentru f si g : [a,00) — [0, 00),
g(z) = w% O

Corolarul 2.3.11. Fiea <beR gi f:[a,b) — [0,00) continua. Atunci:

(1) Daca exista oo < 1 astfel incat lim, ~,(b—x)* f(x) < oo, atunci ff f(z)dx
e convergenta.

(2) Daca exista o > 1 astfel incat lim, (b—x)* f(x) > 0, atunci f; fx)dx
e divergentad.

Demonstratie. Se aplica Propozitia 2.3.8 pentru f si g : [a,b) — [0, 00), g(z) =

1
(=SEE O

Corolarul 2.3.12. Fiea<b€eR gi f: (a,b] — [0,00) continud. Atunci:
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(1) Daca exista o < 1 astfel incdt limg 4(x — a)* f(x) < oo, f: f(z)dx e
convergenta.

(2) Daca exista oo > 1 astfel incadt limg o(z—a)® f(x) > 0, atunci f; fx)dx
e divergentad.

Demonstratie. Se aplica Propozitia 2.3.9 pentru f si g : (a,b] — [0,00), g(z) =
1

ek O

Teorema 2.3.13. (Dirichlet) Fie a € R sib € RU {o0} cu a < b. Fie

f i a,b) — R continud astfel incat exista M > 0 pentru care

x)dx

< M, (Y)u € [a,b).

Fie g : [a,b) — [0,00) continud astfel incat limy~p g(x) = 0.
Atunci f; f(x)g(x)dx este convergenta.
Un enunt similar se poate da pentru f : (a,b] — R si g : (a,b] — [0, 00).

sinx

Exemplul 2.3.14. Fie f:[0,00) — R, f(z) = 2%

1, din Corolarul 2.3.12 rezultd ca [,> #2£ dx e convergentd (1).
Pe de alta parte, pentru orice u > 7, avem

u
sin x dx
jus
2

Pe de alta parte, limy o0 + 2 = 0. Din criteriul Dirichlet, rezulta ca f

= )cosx]% = |cosu| < 1.

o0 sinx dX

este convergentii (2). Din (1) si (2) rezultd ca [;° SILT (x este convergenta

Vom demonstra in sectiunea urmatoare ca fo S”;‘” g

Teorema 2.3.15. (Criteriul integral Cauchy) Fie f : [1,00) — [0,00) o
functie continud, descrescatoare $i cu limgg_>Oo f(z)=0.
Atunci seria Y o2 | f(n) si integrala fl x)dx au aceeagi naturd.

Exercitii

1. Studiati Convergent;a integralelor:

Iﬁ fO (z— 2
b) I = f1 V-1
c) I = fo :c—l—l

d) I, e *dx,n >0
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e) I = [y zmae
1= /5=
g)I:fooo%ﬁg)dx

h) 1= [y gy dx
)1 = J e
ni= ooo%

k) I = [;° S2e dx

xT

2. Calculati:
a) I = [ e * cos(bx)dx, a>0,beR
b) I = [ e “sin(bx)dx, a >0

— [ zd
o) I=Jo 15a
tg(z)
d) = [0 2ts) gy
e) I = 1c><> arc;%(x) dx
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2.4 Integrale cu parametri

Definitia 2.4.1. Fie A C R gi [a, b] un interval compact. Fie f : [a,b]x A — R
o functie, cu proprietatea ca pentru orice y € A, functia f, : [a,b] — R
fy(x) = f(z,y), este integrabila Riemann. Functia

F:A—-R, F(y /fa:y

se numeste integrala cu parametru.

Propozitia 2.4.2. Daca f : [a,b] x A — R este continud, atunci integrala cu
parametru F : A — R, F(y) = f; f(z,y) dx, este o functie continud.
Propozitia 2.4.3. (Derivarea integralei cu parametru - cu capete fize)

Fie f :[a,b] x (¢,d) — R continua, astfel incdt exista derivata partiald gf

si aceasta este continud. Fie F : (¢,d) — R, F(y f f(z,y)dx. Atunci F
e derivabila si

b
-/ ‘2‘5@@ dx, (V)y € (c,d).

Propozitia 2.4.4. (Derivarea integralei cu parametru - cu capete mobile)
Fie f :[a,b] x (¢,d) — R continua, astfel incat exista derivata partiala %ch
i aceasta este continud. Fie cp @ZJ (c,d) — [a,b] doud functii de clasa C*.

Fie G : (¢,d) = R, G(y f¢ (x,y)dx. Atunci G e derivabild si

v of
G'y) = / OF (o, gy dx + £ (), )0 () — £ 9)' (), (D € (c,d).
o(y) Ay

Propozitia 2.4.5. Fie [ : [a,b] X [¢,d] — R continua, atunci

/ab (/jf(m,y)dy) dx:/cd </abf($,y)dx> dy.

Definitia 2.4.6. (Integrala cu parametru improprie) Fie A # 0 si f : [a,b) X
A — R (sau f : (a,b] x A — R) continud, astfel incat f;f($,y) dx este
convergentd, pentru orice y € A. Functia

F:A—-R, F(y /f:cy

se numeste integrala improprie cu parametru.
Daca f : [a,b) x A — R ca mai sus, integrala fff(:v,y) dx se numeste
uniform convergentd in raport cu y, pe A, dacd

be
(V)e >0, (3)b: € (a,b) astfel incat

f(x,y)’ <eg, (V)t e (be,b), y€ A
t
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Daca f : (a,b] x A — R ca mai sus, integrala fabf(w,y) dx se numeste
uniform convergentd in raport cu y, pe A, dacd

(V)e >0, ()ac € (a,b) astfel incat

/:f(x’y)‘ <e, (Mte(a,a), y €A

Propozitia 2.4.7. Fie f : [a,b) x A — R (sau f : (a,b] x A — R) continua,
astfel incat f;f(m,y) dx este uniform convergenta pe A. Atunci F : A — R,
F(y) = f:f(:(:,y) dx, este contind pe A.

Propozitia 2.4.8. Fie f : [a,b) X (¢,d) — R (sau f : (a,b] x (¢,d) — R)
continud astfel incat %@Jj eristd si este continud, integrala f;f(x,y) dx este

convergentd pentru orice y € (¢, d) si fb g—g(aj,y) dx este uniform convergentd

a
pe (c,d).
Atunci integrala cu parametru F(y) = f; f(z,y) dx este derivabila si
_ [Pof

F'(y) = gy &y dx (Vy € (e, d).

Propozitia 2.4.9. (Criteriu de uniform convergenta)
Fie f : [a,b) x (¢,d) — R continud. Presupunem ca existd g : [a,b) —
[0,00) astfel incadt

[f(z,y)] < g(z), (V)z € la,b), y € (c,d),
st fabg(x) dx este convergenta.
Atunci fab |f(z,y)|dx este uniform convergenta si, in particular, de aici
rezultd ca f; f(x,y) dx este uniform convergenta. Mai mult, avem:

/abf(w,y)dx s/ab|f<x,y>dx§[lbg<m>dx-

Teorema 2.4.10. (Formula lui Froullani) Fie 0 < a < b gi f : [0,00) — R

o functie continua si marginitd, astfel incdat integrala floo F@) qx este conver-

genta. Atunci: ‘
> f(bx) — flaz) . a
/0 #dX—f(O)lng.

Functiile I" gi B

Definitia 2.4.11. Fie a > 0. DI(a) := [;° 2% le " dx se numeste functia
(integrala) I' (Gamma), a lui Euler.
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Proprietatile functiei I':

1. T'(a) este convergenta, (V)a > 0.

2.
3.
4.

5.

6.

Definitia 2.4.12.

I'(1)=1.

I'(a+1) =al'(a), (V)a > 0.

I'n+1)=n!, (V)neN.

F'a)(1—-a) =

r(}) = V7.

Sinzriaﬂ')’ (V)a S (0, 1)

Fie a,b > 0. B(a,b) fl %71 (1 — a)*~tdx se numeste

functia (integrala) B (Beta), a lui Euler

Proprietatile functiei B:

1.

2.

B(a,b) este convergenta, (V)a,b > 0.

I'(b
B(a,b) = ((3+§))) 7

(Y)a,b > 0.

B(a,b) = 2[0% sin?*1 z cos® 1z dx, (V)a,b > 0.

=l

Exercitii

1.

2.

Calculati F(y) =
Calculati F(y)

Calculati F(y)

. Calculati F(y) =

. Calculati F(y)

Calculati F'(y) =

Calculati:

OOe

W dx, (V)a, b>0.

JoT e v e qx gy > 0. Aratati ca [ SRE

wm

= foﬂ/2 arcteWte) qy o > (0. Calculati fow/2 dx.

tgx tgx

_ foo arctg(zy) dx, y > 0.

0 z(1+x2)

fol ajctg(ﬂcy) dx, y € R.

:fooe_z oz dx y > 0, folosind [;* e~ dx = L.

0

oo In(1+22y?)
5 %d}wzo-

ar __

" dx i foowdx, unde a,b > 0.

x2
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8. Calculati I(a,b) = fol %dx i I(a,b) = fol x?;;fa cos(In ) dx, unde
a,b> 0.

9. Fie F(t) = [ 522 4x  Calculati F'(t).

t x
10. Fie F(t) = [* In(? + 2?) dx. Calculati F'(t).
11. Folosind functia Gamma, calculati:
a) I = [;°ate " dx,

b) I = [ 2% dx,

d) I = [T a?e= dx,
e)I= [ ame kdx, meN, k>0,

12. Folosind functia Beta, calculati:

oV @
c) I = f02 gix dx,
D) 1= [0 gy
e) I = foﬂ/Q sinf ¢ dt,
f) I = fOW/Q cost t dt,
g) I = foﬁﬂ sin*t cos® t dt,
h) I= [° 1114 dx,
i)I=[~ (111)6 dx
)= J5° iy dx
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2.5 Integrale curbilinii

Drumuri parametrizate

Definitia 2.5.1. Fie I C R un interval. Se numeste drum parametrizat pe I,
o functie continud v : I — R™. Notam v(t) = (x1(t), x2(t),...,xn(t)), t € I.
In cazul n = 2, notam v(t) = (z(t),y(t)), t € I.
In cazul n = 3, notam ~v(t) = (z(t),y(t), z(t)), t € I.

In mecanica, variabila t are semnificatia de timp, iar v(¢) este pozitia unui
punct material la momentul . Prin urmare, un drum parametrizat descrie
miscarea unui punct material intr-un interval de timp 1.

Definitia 2.5.2. Fie I = [a,b] C R un interval compact si v : [a,b] — R™ un
drum parametrizat.

1. y(a) si y(b) se numesc capetele drumului ~y.
2. v se numegte inchis daca v(a) = (b).
8. v se numeste simplu, dacd nu are autointersectii.
Echivalent, daca ty <ty siy(t1) = vy(t2) atuncity = a gi ty = 0.
4. 77 ta,b) = R™, v~ (t) = v(a+ b—1t), se numeste opusul drumului .

Exemplul 2.5.3. (1) Fie A, B € R? doua puncte distincte. Ecuatiile para-
metrice ale dreptei AB sunt

z(t) =za+ (zp —2a)t, y(t) =ya+ (yp —ya)t, t R
Prin urmare, segmentul [AB], parcurs de la A spre B, se parametrizeaza prin

x(t) =xza+ (xp —xA)t

. ., R2 = (x unde
70,1 = R, y(t) = (2(t), y(t)), und {y(t) =ya+ (yp —ya)t

Evident, Im(y) = [4, B]. In mod similar, daci A, B € R3, segmentul [AB] se
parametrizeaza prin

x(t) =x4+ (xp —zA)t
v:[0,1] = R?, () = (2(1),y(t), 2(t)), unde < y(t) = ya + (yp — ya)t
2(t) = za+ (2B — za)t

(2) Fie A € R?2, r > 05i C(A,r) = cercul de raza r cu centru in A. Cercul
C(A,r) este parcurs de un drum parametrizat simplu inchis

v :[0,27] — R?, ~(t) = (x4 + 7 cost,ya + rsint).
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Evident, Im(vy) = C(A, 7). In cazul particular A = O(0,0), avem parametriza-
rea:
T =rcost

C(O,r): { ) , t €10,27].

Yy =rsint

Definitia 2.5.4. Fie 1 : [a,b] — R" sivyy : [b,c] — R™ doud drumuri parame-
trizate, cu proprietatea cd v1(b) = v2(b). Drumul concatenat v U~z : [a,c] —
R™, este definit prin

m(t), t€ |a,b
(1 Um)t) = {W)’ (e

Definitia 2.5.5. Fie I = [a,b] C R un interval compact. Un drum parametri-
zat v : I — R™ se numeste neted, dacd «y este o functie de clasd C* pe (a,b)
517/ (8) # Ogn, ()t € (a,b).

Drumul ~ se numegte orientat pozitiv, daca v'(t) > 0, (V)t € (a,b).

Drumul v se numeste orientat negativ, daca v'(t) <0, (V)t € (a,b).

Un drum v : I — R"™ se numeste neted pe portiuni, daca v se obfine prin
concatenarea unui numdar finit de drumuri netede.

Definitia 2.5.6. Fie v; : I = [a,b] = R", v9: J = [¢,d] — R" doua drumuri
netede. Spunem cad 71 este echivalent cu vy, $i notdm ~1 ~ 7o, dacd existd
@ : I — J o functie bijectivd, strict crescdtoare, continud, de clasa C* pe (a,b),
astfel incat o' : J — I este continud, de clasa C* pe (c,d), siy2 =10 .

Propozitia 2.5.7. Fie vy : I = [a,b] — R", 7 : J = [¢,d] — R" doua
drumuri netede.

1. Daca y1 ~ 72, atunci Im(v;) = Im(72).

2. Presupunem cd Im(y1) = Im(v2).

a) Daca v1(a) = 72(c), 71(b) = 72(d) siv1(a) # y2(c), atunci y1 ~ v2.
b) Daca yi(a) = v2(d), 11(b) = 2(c) si v1(a) # 12(c), atunciyi ~ v, .
¢) Dacd y1(a) = y2(c) = 71(b) = 12(d), atunciy1 ~ 2 sau v ~ 7, .

Definitia 2.5.8. Fie «y : [a,b] — R™ un drum neted. Lungimea lui~y este prin

definitie
b
- [Iroa.

Dacan =2 gi~y(t) = (z(t),y(t)), t € [a,b], atunci

-/ IRE TR,
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Dacan =3 siy(t) = (z(t),y(t), 2(t)), t € [a,b], atunci

’ V' ()2 + /()2 + 2/()2dt .

Integrale curbilinii de prima speta

Definitia 2.5.9. Fie v : [a,b] — R™ un drum neted, D C R™ un domeniu
deschis cu Im(y) C D i f : D — R o functie continud. Integrala curbilinie
de prima spetd a functiei f pe drumul v este

/fds—/fxl,---, ds—/f DI (@] dt

Dacan =2 siy(t) = (z(t),y(t)), t € [a,b], atunci

/fxyds—/f )V BF + g/ (D2 dt

Dacan =3 siy(t) = (z(t),y(t), 2(t)), t € [a,b], atunci

/ F(,y,2) ds = / F(@(t), y(8), 2(0) VT2 + (O + 2 (02 ds.

Propozitia 2.5.10. Dacd 1 ~ 2 sau y1 ~ V5 , atunci f% fds= fw fds.
In particular, integrala curbilinie f7 f ds depinde doar de curba geometrica
Im(y), indiferent de drumul simplu v si de orientarea acestuia!

Definitia 2.5.11. Fie vy : [a,b] — R™ un drum neted pe portiuni. Presupunem
cary =yUyU-- Uy, undey; sunt drumuri netede. Fie D C R"™ un domeniu
deschis cu Im(y) C D i f : D — R o functie continuda. Integrala curbilinie
de prima spetd a functiei f pe drumul v este

Lfds— 71fds—i— fds+~-+/des.

Y2

Propozitia 2.5.12. (O interpretare a integralei curbilinii de prima spetd in
mecanicd,)

Daci C = Im(y) C R3 este un fir material cu densitatea f(z,y,2), atunci
masa sa este M(C) = j; f(x,y,2z)ds. Mai mult, coordonatele centrului de
greutate al lui C sunt

J,2f(z,y,2)ds JLuf(z,y,2)ds [,z f(z,y,2)

MOy YT T o) YT Mo &

rg =
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1-forme diferentiale

Definitia 2.5.13. Fie D C R™ un deschis si Py, ..., P, : D — R de clasd C*,
unde k > 0.
w:= P dx1+FPydxg+ -+ P, dx,

se numeste 1-formd diferentiald de clasd C* pe D.
De observat ca pentru fiecare a € D, w(a) : R™ — R, este o forma liniara.
Forma w se numeste exacts, dacd existd f : D — R de clasd C*T1, astfel
ncat w = df .
F inchisa, dacd 28 = 25 (v i. (A
orma w se numeste inchisi, dacd 0o, = owr (V)i # j. (Am presupus
kE>1)

Propozitia 2.5.14. Dacd w este o 1-formd exactd de clasd C', atunci w este
inchisa.
Demonstratie. Presupunem w = df = % dxy +-- -—1—% dx,,unde f: D — R

e de clasa C?. Prin urmare P; = %, in notatiile definitiei anterioare.
T
Fie i # j. Din Teorema lui Schwarz, rezulta ca

or,  of of P,

895]- N 8%8952 B 8%181‘] a 8581 '

O]

Reciproca este in general falsa. Totusi, in anumite conditii speciale, reci-
proca are loc.

Definitia 2.5.15. Un domeniu (o submultime) D C R™, n > 1, se numeste
stelat, dacd exista un punct A € D, astfel incat, pentru orice B € D, segmentul
[AB] este inclus in D.

Un domeniu D C R™ se numeste simplu conex, dacd pentru orice A € D si
orice 7 : [a,b] — D, drum simplu inchis cu y(a) = v(b) = A, exista o functie
continua

F :a,b]x[0,1] = D, cu F(t,0) =~(t),(V)t € [a,b], si F(t,1) = A, (V)t € [a,b].

Cu alte cuvinte, curba Im(y) se poate deforma in mod continuu la un punct,
trecand doar prin puncte din D.

Orice domeniu stelat este simplu conex, reciproca insa nu e valabila.

Exemplul 2.5.16. (1) D =R"™, n > 1, este stelat.

(2) D = {(x,y) € R? | z > 0} este stelat.

(3) D =R2\ {(0,0)} nu este simplu conex; un drum simplu inchis v care
"ocolegte” punctul (0,0) nu se poate deforma la un punct.

(4) D =R"\ {A}, n > 3, unde A € R", este simplu conex, dar nu este
stelat, pentru ca segmentul [BA] nu e inclus in D, oricare ar fi B # A.
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Teorema 2.5.17. Daca D C R" este un domeniu simplu conexr si w este o
1-formd inchisd de clasd C' pe D, atunci w este exactd.

Observatia 2.5.18. (1) Fie w = Pdx+Q dy o 1-forméa diferentiala de clasa

C! pe D C R?. w este inchisa daci si numai daca ‘?9? = %1; Pe de alta parte,

w este exactd daca si numai daca existd o functie f : D — R, de clasa C?,
astfel incat P = % si@Q = %' Conform teoremei anterioare, daca w e inchisa
si D e simplu conex, atunci w este exacta.

(2) Fie w = Pdx+Qdy+Rdz o 1-forma diferentiala de clasa C! pe
D C R3. w este inchisi dac# si numai daci gg = %}; , %g = 8y si g—f = %IZD .
Pe de alta parte, w este exacta daca si numal daca exista o functie f : D — R,
de clasia C', astfel incat P = aw Q = §1 R = % Conform teoremei

anterioare, daci w e inchisa si D e simplu conex atunci w este exacta.

Integrale curbilinii de a doua speta

Definitia 2.5.19. Fie~y : [a,b] — R™ un drum neted, y(t) = (z1(t),...,zn(t)),
si D C R™ un domeniu deschis cu Im(y) C D.
Fie w = Pydx; + -+ P,dx, o 1-forma diferentiabild pe D, de clasi C°.
Integrala curbilinie (de speta a doua) a formei diferentiale w, de-a lungul
lui vy, este:

b
/w = [ Pidxi+---+ P,dx, =/ Pr(y(t)xy(t) + - - - + Pa(y(t))a,(t) dt,
v vy a

Fie V = (Py,...,P,) : D — R"™, campul vectorial asociat formei diferentiale
w. Clirculatia lui V' de-a lungul lui v este fv V.dr = fv w, unde dr =
(dxq,...,dx,).

In cazul n = 2, daca (t)

= (z(t),y(t)), t € [a,b], w = Pdx+Qdy este o
—
1-forma diferentiald pe D gi V =

(P,Q), atunci

_) b

Vdr = = Pdx dy = P(x(t), a’ L), / dt.
L / [Y +Qdy / [P(x(t), y(£)2' () +Q(x(t), y(1))y ()] dt

In cazuln = 3, daca~y(t) = (z(t),y(t), z(t)), t € [a,b], w = Pdx+Q dy +Rdz
—
este o 1-forma diferentiala pe D si V = (P,Q, R), atunci

7 =
/Vdr :/w:/de+Qdy+Rdz:
v gl v

b
=/ [P(x(t),y(2), 2()2'(t) + Qa(t), y(1), (1) (t) + R(x(t), y(t), 2(2))2'(t)] dt .
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—

Daca F = (P,Q,R) este forta care actioneazd asupra unui punct material

care se deplaseazd pe un drum v : [a,b] — R3, atunci lucrul mecanic efectuat
—

este L = f7 Fd7.

Propozitia 2.5.20. (1) Fie 71 : [a,b] — R" i v2 : [¢,d] — R" doud drumuri
netede echivalente. Fie w o 1-forma diferentiala continud pe D, cu Im(v1) =
Im(y2) C D. Atunci [ w= [ w.

(2) Fie v : [a,b] — R™ gi w o 1-forma diferentiala continud pe D, cu
Im(y) C D. Atunci [ w=— [ w.

Definitia 2.5.21. Fie vy : [a,b] — R™ un drum neted pe portiuni. Presupunem
cary =mUyU-- Uy, undey; sunt drumuri netede. Fie D C R"™ un domeniu
deschis cu Im(y) C D si w o 1-forma diferentiabila continua pe D. Integrala
curbilinie de a doua spetd a formei w pe drumul v este

/wz/w%—/w—h--—i—/w.
il 71 2 Yr

Propozitia 2.5.22. Fie v : [a,b] — R"™ un drum neted, D C R™ un deschis
cu Im(y) C D si w o 1-forma ezactd conting pe D. Presupunem ca w = df,
unde f: D — R este o functie de clasd C'. Atunci

/ w=FO) = F((b)) — fv(a)),

deci nu depinde de drumul v din D, ci doar de capetele sale.
In particular, dacd v e un drum inchis, i.e. y(a) = v(b), atunci fww =0.

Observatia 2.5.23. (1) Daca w este o 1-forma diferentiala inchisa pe un
domeniu simplu conex D, atunci este si exacta, si putem aplica rezultatul
anterior.

(2) 1-forma diferentialda w = ﬁdx%—qufyg dy pe R?\ {(0,0)} este
inchisa, dar nu este exacta. Un mod indirect de a arata ca w nu e exacta,
este urmatorul. Consideram ~(t) = (cost,sint), ¢t € [0,27], un drum care
parametrizeaza cercul de raza 1, cu centrul in origine. Atunci

w:/ dx + dy =
[Y 7$2+y2 x2+y2

27 22 2 21

sin“t cos“t

—/ -+ —3 dt—/ 1dt =27 #£ 0.
o cos?t-+sin“t cos?t4sin“t 0

Deci w nu e exacta, altfel s-ar contrazice propozitia anterioara.
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Exercitii

1. Fie A(0,1), B(1,1) si C(1,0). Calculati [\ 4p(z + 2y)ds.

2. Fie A(1,0), B(0,1) si O(0,0). Calculati fv(x+2y) ds, unde y e reuninea
segmentului OA, arcului de cerc AB si segmentului BO. Determinati
coordonatele centrului de greutate a lui «, precum si momentele sale de
inertie in raport cu axele si cu originea.

3. Calculati lungimea arcului de parabold y? = 2z cu capetele O(0,0) si
A(2,2).

4. Calculati fv V2 + 32 ds, unde v este cercul 22 — 2z 4+ y? = 0.

: : _ 42, _ 243

5. Calculati fv(xy—z) ds, unde y are parametrizarea v = t, y = %, 2 = 5t°,
t e [0,1].

6. Determinati coordonatele centrului de greutate al curbei v cu parame-
trizarea x = a(t — sint),y = a(l — cost), t € [0, 27].

7. Calculati fv %, unde  are parametrizarea x = cost, y = sint,
z=t,te]|0,2n].

8. Calculati fv xyzds, unde v are parametrizarea v =t, y = t2, z = %t?’.

9. Fie A(0,1), B(1,0) si C(1,1). Calculati [, 4,50 (2 —y) dx+ydy.

10. Fie A(1,0), B(0,1) si O(0,0). Calculati f7 dx +xy dy, unde « e reuninea
segmentului O A, arcului de cerc AB gi segmentului BO.

11. Calculati fc(o 2) y2dx +xdy, unde C(0, 2) este cercul de raza 2 cu centrul
in origine.

12. Calculati fC(O,r) ;26132 dx +x§jZQ dy, unde C(O,r) este cercul de raza r
cu centrul in origine.

— —

13. Fie V = (22, zy). Calculati fﬁ/ V -di, unde dr = (dx, dy) si v : 2% — 2z +
y? =0.

14. Fie A(1,0,1) si B(0,1,2). Calculati [,z dx+ydy+zdz.

15. Calculati f7 ry dx +2zdy —2? dz, unde v are parametrizarea r = t, y = 12,
z=213,te0,1].

16. Calculati f,y y? dx 422 dy +22 dz, unde v e definita de ecuatiile 2% + 3% +

22 =2 2=1.
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2.6 Integrale duble

Definitia 2.6.1. Fie D C R? o multime compactd, astfel incit 0D este o
reuniune finita de drumuri netede (adica a imaginilor lor). Presupunem cd
D C [a,b] x [¢,d]. Fie 0y, 6, diviziunile

dp:a=20<x1 < -<Tp=0>b,0y: c=yo<y1 <---<yYm=d.

Multimea

A= {B: [Cl?i_l,xi] X [yj—layj] ‘Z: 17n7j = 17m7 BND #@}

se numeste acoperire cu dreptunghiuri a lui D. Notam Dp, multimea acope-
rirtlor lui D.

Daca B = [xi—1,x;] X [yj-1,y;], notam ||B|| := max{z; — xi—1,y; — yj—1}-
Norma lui A este ||Al| = max{||B|| | B € A}. Pentru fiecare dreptunghi
B e A, fie ég € BN D. Multimea & := {{p : B¢ A} se numeste sistem de
puncte asociat acoperirii A.

Fie f : D — R o functie. Suma Riemman asociatd lui f, acoperirii A si
sistemului de puncte intermediare € este:

Saelf) = f(¢) Aria(B).

BeA

Spunem ca f este integrabila Riemann pe D si are integrala I := ffD flz,y)dxdy €
R, daca: (Y)e > 0, (3)d: > 0 astfel incat, oricare ar fi A € Dp cu ||A]] < .
si oricare ar fi sistemul de puncte £ asociat lui A, avem ||Sa i (f) —I|| <e.

In aceasta sectiune, vom presupune implicit ca orice domeniu compact D
are frontiera 9D ca in definitia anterioara.

Teorema 2.6.2. Fie D = [a b] x [c, ] si f: D — R integrabila, astfel incadt
functia F : [a,b] — R, F(x f f(z,y)dy, este integrabila pe [a,b]. Atunci:
b/ pd (noty [ d
J[ reasay= [ (| f(x,y>dy) 1" [ax [ ay
Similar, daca G : [c,d] — R, G(y f f(z,y)dx, este integrabila pe [c,d],
atunci:

/Df<:c,y>dxdy=/ (/fwde> “/ dy/fxy
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Corolarul 2.6.3. Fie D = [a,b] X [¢,d] si f: D — R continua. Atunci:

/Df<x,y>dxdy=/abdx/cdﬂ:c,y)dy:/Cddy/abﬂx,y)dx

In acest caz, integrala dubla este un produs de doa integrale simple. In general,
acest lucru nu e valabil!

Corolarul 2.6.4. Fie D = [a,b] X [¢,d] si f : D — R, astfel incit f(x,y) =
o(x)Y(y), unde ¢ : [a,b] = R si 1 : [c,d] — R sunt functii integrabile. Atunci
f e integrabila si:

b d
| famasdy = [ o asay = [ ptwax [Cow)ay
Exemplul 2.6.5. Fie D =[0,1] x [1,2]si f: D — R, f(x,y) = ze™¥. Avem:
//fxy dxdy—/ dx/ xexydy—/ |2 dx =
— 2e” —1
:/O(e —ex)dX: 5 € —(6 )

0 2
Pe de alta parte, putem calcula integrala dubla si astfel:

_ zy |1
//f-rdedy—/dy/ ajexydx—/ (l‘yyzl)@
:/ (ey—1> dy_ey_l e2—1 (6_1)2.
1 Yy Y

= —(e—1)=
1 2
Definitia 2.6.6. O multime A C R? se numeste de mdsurd Lebesque zero
(sau neglijabila), dacd pentru orice e > 0, existd o multime numdrabila de bile
deschise (By), cu proprietatea ca A C \J,, Bn si Y, Aria(By) < e.

Teoremd 2.6.7. Fie D = [a,b] x [¢,d] C R? si f : D — R. Atunci f
este integrabila, dacd st numai daca f e marginita si multimea punctelor de
discontinuitate ale lui f este neglijabila.

Corolarul 2.6.8. Fie D un domeniu compact. Dacd 7 : [a,b] C D este un
drum neted (sau neted pe portiuni) si f : D — R este marginitd si contind pe
D\ Im(vy), atunci f este integrabila pe D.

Definitia 2.6.9. Fie D C R? un domeniu compact. Spunem cd D este simplu
in raport cu x, daca existd un interval [a,b] C R i doud functii continue
0, : [a,b] — R, de clasd C' pe (a,b), astfel incat p(x) < (x), (V)x € [a,b],
§t

D ={(z,y) e R* |z € [a,], y € [p(z),9(2)]}.
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Spunem ca D este simplu in raport cu y, dacd exista un interval [c,d] C R
si doud functii continue o, 3 : [c,d] — R, de clasd C* pe (c,d), astfel incat

a(y) < By), (Vy € [e,d], si
D={(z,y) eR? |y € [e,d], = € [a(y), B(y)]}-
Spunem ca D este simplu, dacd este simplu in raport cu x §i cu .

Teorema 2.6.10. Fie D C R? un domeniu simplu in raport cu x, ca in
definitia anterioara. Atunci

J[ st axay - /abdx/g) F (e, y)dy

Similar, daca D este simplu in raport cu x, atunci:

J[ fa sy - /abdx/;z) F e,y dy.

Demonstratie. (Schitd) Fie ¢ = mingep, ) p(7) si d = max,e(q ) (7). Atunci
D C [a,b] x [¢,d]. Consideram functia

Functia f e contind pe un compact D, deci este marginita. Prin urmare, f

este marginitd. Din Corolarul 2.6.8, rezulta ca f este integrabila i, mai mult,
avem

f (2, ) dxdy = feasay = [(ax [ Faaay= [(ax [ sy ay
//D //[a,b]x [c,d] /a B a o(x)

O

Exemplul 2.6.11. Fie 0(0,0), A(2,0), B(0,1) si D := triunghiul plin OAB.
Ecuatia dreptei AB este y =1 — %x Prin urmare

D:={(z,y) eR*|2€[0,2], y € [0,1—%]}

este un domeniu simplu in raport cu z. D este simplu in raport cu y, avand
scrierea

D ={(z,y) eR*|y€[0,1], z €[0,2 —2y]}.
Fie f: D — R, f(x,y) = y. Atunci, folosind schimbarea de variabila t = 2 —z,
avem:

2 1-z 2 y?
// ydxdy:/ dX/ ydy:/ =
D 0 0 0o 2

-3

1 [? 1 [? 1
dXZ*/ (2—$)2dX=*/ t2dt = =.
0 8 Jo 8 Jo 3
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In mod similar, putem calcula:

1 2—2y 1 2 3\ |1
Y Y 1 1 1
dxdy = d dx =2 1—y)dy =2 [ = — = =2|l=-=—=) ==
//Dyxy/oy/o ydx /Oy( y)dy (2 3>0 (2 3> 3

Propozitia 2.6.12. Fie D C R? un domeniu compact. Atunci aria lui D

este:
Aria(D) = // dxdy.
D

Propozitia 2.6.13. Fie Di,Dy C R? doud domenii compacte, astfel incat
D1 N Dy este neglijabila. Fie D = D1 U Dsy si f : D — R integrabild pe D.
Atunci

//Df(zv,y)dxdyz/le(x,y)dxdy+/D2 f(z,y)dxdy.

Propozitia 2.6.14. Fie D C R? un domeniu compact si f,g: D — R? doud
functii integrabile. Fie o € R. Atunci f + g st af sunt integrabile si

//D(f+g)dxdy=//l)fdxdy+//l)gdxdy, //Dafdxdy:a//Dfdxdy.

Teorema 2.6.15. (Schimbarea de variabila in integrala dubld)
Fie D,D’ C R? doud domenii compacte. Presupunem cd existd o aplicatie

®:D — D, ®u,v) = (z(u,v),y(u,v)), (V)(u,v) € D',

de clasd C' pe D'\ A, unde A C D este neglijabild, D\ ®(D’\ A) e neglijabild
$t
>0, (V)(u,v) € D"\ A.

’D(fc,y) g @
D(u,v) % 8—5

Fie f : D — R continud. Atunci fo® : D' — R este integrabild pe D’ si

J[ semaxas = [[ o] ey

Coordonate polare

dudv.

Fie D = D(O,R) = {(z,y) € R? | 22 + % < R?}, discul inchis de raza R, cu
centrul in 0(0,0). Fie D" := [0, R] x [0, 27]. Consideram

®: D" — D,®(p,0) = (z(p,0),y(p,0)), unde z(p,0) = pcosb si y(p,0) = psin,

pentru p € [0, R], 0 € [0, 27].
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Fie A = ({0} x [0,27]) U ([0, R] x {27}). D'\ A = (0,R] x [0,27) si
®(D'\ A) = D\ {(0,0)}. De asemenea, pentru orice (p,f) € D"\ A avem:

'D(ﬂf,y)’ _
D(p,0)

Prin urmare, daca f : D — R este continua, atunci:

//Df<x’y)dxdy:/OQﬂdQ/ORP'f(pCOSQ,psine)dp.

Exemplul 2.6.16. Fie D = {(z,y) € R? | 22+ 4> < R*}si f: D — R,
f(z,y) = 3. Atunci:

2
Aria(D //dxdy—/ d9/ pdp—27r%
2w 27r
//fxydxdy—/ d9/ p° sin Hdp—/ sin 9d9/ pldp =
0

_/2”1—(:08(20)d0 pj _ (0 sin(20) 2 R4 7TR4
—Jo 4, \2 4

2
Coordonate polare generalizate

cost) —psinf
sind pcosf

=p>0.

= R>.

o 4 4

Fie & = {(z,y) € R? | ‘2—; + g—z < 1} o elipsa plina. Fie D' = [0, 1] x [0, 27] si
®: D" — & 0(p,0) = (x(p,0),y(p,0)), unde z(p,0) = apcos b si y(p,0) = bpsin,

pentru p € [0,1], § € [0,27]. Similar cu cazul coordonatelor polare, daca
f € — R este contina, atunci:

2w 1
// f(z,y) dxdy :/ d9/ abp - f(apcos@,bpsinB)dp.
£ 0 0

Exemplul 2.6.17. Aria elipsei pline £ = {(z,y) € R? | % + Zé < 1} este:

2
Aria(€ // dxdy—/ d@/ abpdp = 27Tab/ pdp =
0

Aplicatii ale integralelor duble in mecanica

= mab.

Fie D un domeniu compacta. Daca privim D ca fiind o placa realizata dintr-un
material omogen cu densitatea constanta k, atunci:

1. Masa lui D este m = k Aria(D) = k:ffD dx dy.
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2. Centrul de greutate al placii D are coordonatele:

_ffDa:dxdy _fnydxdy
rGg = N y Yyg = A .
Aria(D) Aria(D)

3. Momentele de inertie ale lui D in raport cu axele Oz, Oy si cu originea
O sunt:

IOI—k// y? dx dy, on—k// 2?dxdy, Io = Iox + oy
D D

Daca privim D ca fiind o placa neomogena cu densitatea data de o functie
continua p : D — [0, 00), atunci:

1. Masa lui D este m = [[,, p(x,y) dxdy.

2. Centrul de greutate al placii D are coordonatele:

~ JJprp(z,y) dxdx _Jfpplz,y)ydxdy
- y Yg = .

m m

e

3. Momentele de inertie ale lui D in raport cu axele Oz, Oy si cu originea
O sunt:

IO,r = // p($7y)y2 dXdY7 IOy = // p(x’y)lﬂ dXdy, IO _ on _|_IOy'
p D

Integrale duble improprii

Fie D C R? o multime necompacti si f : D — R o functie contina. Vom
presupune ca exista un sir (Dy,)n>1 de multime compacte, astfel incat:

Dy C Dpy1, (V)n>1, | J Dn=D.

n>1

Consideram girul de integrale I, := fDn f(x,y)dxdy, n > 1. Daca sirul
(In)n este convergent, spunem cd integrala improprie [[, f(z,y)dxdy este
convergenta si definim

//D Fla.y) dxdy :=lim I,

Exemplul 2.6.18. (1) Fie D = [0,00) x [0,00) si a > 0. Consideram functia

continua )

(2% 4+ y? +a2)%.

f:D—R, f(z,y) =
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Fie D, = {(z,y) € R? | 22 +y? < n%, 2,y > 0}. Evident, D,, C D41 si
U,, Dn = D. Folosind coordonate polare, obtinem

B n "
p
fn:=/ f(w,y)dxdy:/ dﬁ/ ———dp =5 ———| =
Dn, 0 0 (p2+a2)% 2 /p2+a? o

Sirul (I,,), este convergent si avem

//Df(x,y)dxdy—h%n[ - 2%

De observat ca

//Dfm,y)dxdy:/fde/:o (pzfaz)zd”’

unde fooo ﬁdp este o integrald improprie convergenta. Aceastd identitate
pita®)2
se obtine formal prin transformarea in coordonate polare:

o [0, g] X [0,00) — [0,00) x [0,00), ®(p,0) = (pcosb, psin ).

Totusi, dorim sa evitam complicatiile unei teorii a schimbarilor de variabile in
integrale duble improprii.

(2) Fie D = [0,00) x [0,00) si f : D — R, f(z,y) = e %", Folosind
coordonate polare, obtinem:

// A dxdy = /2 d@/ e_p2pdp SIS
D 0 0 4

2
Pe de alta parte, ffD e~ v dx dy = fooo e dx fooo eV dx = (fooo e’ dx) ,

deci fooo e dx = @

o ™

0 4’

f(%y) = ;3 Pentru n > 2, fie D,, = {(a:,y) c R? ’ % < 224
(z2+y?)1 n

y> < 1,2,y > 0}. Avem D, C Dyy1 81 D = U,, Dn. Considerand I,, =
[, f(z,y)dxdy, n > 2, este usor de vizt ci (I), este convergent. Vom da
insa o metoda mai directa de calcul. Folosind coordonate polare, putem scrie:

1 27 1 q 1 q
dxdy:/ do | —pdp = 27T/ —dp = 4\ /p|§ = 4.
//D (xQ—l—yz)% 0 0 p% 0o VP VPlo

De observat ca fol %dp este o integrala improprie convergenta.
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Exercitii
1. Fie D =[0,1] x [0,2]. Calculati [[, ze™ dxdy.
2. Fie D = {(z,y)| #* + y* < 4,y > 0}. Calculati [/}, ydxdy.

3. Fie D := triunghiul plin AOB, A(2,0), B(0,1), O(0,0). Calculati
[[p zydxdy.

4. Calculati aria domeniului D, marginit de y = x si de parabola y =
1(z% + 22 — 3).

5. Calculati aria domeniului D din interiorul z? + y? = 16, marginit de
parabola 3% = 6z.

6. Calculati aria domeniului D marginit de dreaptele x = 2, y = 1 i de
parabola zy = 1.

7. Determinati centrul de greutate si momentele de inertie ale placii omo-
gene D = {(z,y) | 22 +y?> < R?, x,y > 0}.

8. Calculati [/}, e+ dx dy, unde D = {(z,y)|z? + > < 1}.
9. Calculati [[, /2% 4+ y? dxdy, unde
a) D = {(z,y)| * +y* <2z}, b) D = {(z,y)| 2* + y* <4, = > 0}.
10. Calculati [[, «dxdy, unde
a) D={(z,y) |2 +y* <2, 2 <y}, b) D= {(z,y)| 1 <2*+y* <9}

11. Calculati [[, ﬁdxdy, unde D = {(z,y) | 1 < 2® +y? <4, y > 0}.

12. Calculati [ [}, e~ (@+%) dx dy, unde D = [0, 00)2. Deduceti ci I e dx =

NG

3 -
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2.7 Integrale de suprafata

Suprafete parametrizate

Definitia 2.7.1. Fie D C R? un domeniu deschis (sau compact cu D un
drum neted). O suprafatd parametrizatd este o functie continud

U:D— R W(u,v) = (x(u,v),y(u,v), 2(u,v)), (V)(u,v) € D,

de clasi C pe D, cu proprietatea ci rang(Jg (u,v)) = 2 pentru orice (u,v) €
D. S :=1Im(¥) este o suprafatd deschisd (sau compactd) in R3.

In cele ce urmeaza vom presupune implicit ca orice domeniu compact D
are frontiera 0D ca in definitia anterioara.

Definitia 2.7.2. Fie D1, Dy C R? doud domenii deschise (sau compacte)
si Uy : D — R3, Wy : Dy — R3 doud suprafete parametrizate. Spunem
ca Vi st Uy sunt parametrizari echivalente daca exista ® : D1 — Do un
difeomorfism (o functie bijectiva de clasd C' cu inversa de clasd C') astfel
tncat W1 = Wy o ® pe lo)l. Daca Uy si Uy sunt echivalente, atunct se observa
ca S = Im(\lll) = Im(\Pg).

Spunem ca doud parametrizari ¥y st Wa echivalente au aceeasi orientare,
daca difeomorfismul ® are det(Jg) > 0 pe D;.

Spunem cd doud parametrizari Wy si Vo echivalente au orientare opusd,
daca difeomorfismul ® are det(Jgp) < 0 pe Dj.

O suprafata compacta S se numeste orientabila daca admite doud parame-
trizari echivalente cu orientari opuse. De observat ca o suprafatd orientabild
are doud orientari.

In cele ce urmeaza, vom presupune ca toate suprafetele S sunt orientabile.

Definitia 2.7.3. Fie D C R? un domeniu deschis (sau compact) si U : D —
R3 o suprafatd parametrizatd. Spunem cd U (respectiv S = Im(¥)) este ne-
singulara, daca pentru orice punct (u,v) € D, vectorii %—‘P( v) §i —(u v)
sunt liniar independenti.

In acest caz, planul determinat de vectorii 8 ( ,U) §i %—f(u, v), care trece
prin punctul ¥(u,v), se numeste planul tangent la S = Im(¥) in (u,v). Un

—

vectorul normal la acest plan este N (u,v) = ‘?9\5 (u,v) X %\I’ (u,v).

De remarcat ca daca Vi si Vo sunt doud parametrizari echivalente cu
aceeast orzentare ale unei suprafete nesingulare, atunci vectorii normali cores-

vy vy N il 23 vy

punzdtori Nl(u v) = Gt(u,v) x B (u,v) §1 No(u,v) = %2 (u,v) x o (u,v)
au aceeasi directie si acelasi sens. In particular, versorul normalei T (u,v) =

H]Nvigzvzgn = H%zg::z;” nu depinde decdt de orientarea suprafetei S.
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Fie U : D — R? o suprafata parametrizata, ¥(u,v) = (z(u,v), y(u, v), z(u, v)).
In cele ce urmeaza, pentru a usura scrierea, vom folosi notatiile ¥, := %—‘5,
. o¥ _ 0
\IJU = o0 Ty = ﬁ etc.

Exemplul 2.7.4. Fie S = S(O,R) = {(z,y,2) € R? : 22 +y? + 2?2 = R?},
sfera cu centrul in origine O(0,0,0) si raza R > 0. S admite parametrizarea:

T :[0,7] x [0,27] — R3, ¥(h, ) = (Rsinfcosy, Rsinfsinp, Rcosh).

In limbaj geografic, 6 este ”latitudinea” si ¢ este ”longitutinea”. ”Polul Nord”,

adica punctul (0,0, R), corespunde lui § = 0, ”ecuatorul” corespunde lui § = 5

2
iar ”polul sud”, adica punctul (0,0, —R), corespunde lui § = 7. Avem ca:
Uy x U, = R*sinf - 7 (0, ), unde 7 (0, ¢) = (sin 6 cos ¢, sin O sin ¢, cos §),

este un versor normal la S in punctul ¥(6, ), orientat spre exteriorul sferei

S.

Fie D C R? un domeniu deschis (sau compact) si ¢ : D — R o functie de
clasd C'. Consideram suprafata

S:={(z,y,2) €R® : (z,y) € D, z = p(z,y)}
Atunci S admite parametrizarea, numita carteziana,
U:D— R U(z,y) = (z,y, 0(z,y)).

Se observa ca

Oy Oy
\I]a? 9 - ]-a 9 ) 9 ‘11 ) - 71) 9 9 d = 3 = 5 -
(z,9) = (1,0,p(z,9)), Yy(z,y) = (0,1,4(z,y)), undep= >, ¢ 3y
Prin urmare,
. i S
N(z,y) = Vo(z,y) x ¥y(z,y) =1 0 p(z,y)| = (—p,y), —q(z,y),1)
0 1 gq(z,y)

este un vector normal la S in punctul (z,y, p(x,y)). Versorul asociat este

_ Ny _ Ny
IN@ Il VI+p@y)?+a,y)?

Exemplul 2.7.5. (1) Fie 7 : ax + by + cz+d = 0 un plan cu vectorul normal

(2, y)

=
N = (a,b,c) cu ¢ # 0. Atunci planul 7 are parametrizarea (nesingulara)

aw+by+d>

Cc

U :R? 5 R3, U(z,y) = <$,y,—
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Observam c&

ve) = (10.2). 0y = (01.2) o x wy o) = (2.20) = 1N

(2) Fie S = ST(O,R) = {(v,y,2) € R3 | 22 +y? + 22 = R?, 2 > 0},
semisfera superioara cu centrul in origine O(0,0,0) si raza R > 0. Din relatia
2?4+ +22 = R%si 2 > 0, rezulti cd 2 = /R2 — 22 — y2. Fie D = D(O,R) =
{(z,y) € R? | 22 +y? < R?}, discul cu centrul in origine O(0,0) si raza R.
Consideram functia

¢:D =R, p(z,y) =R —a? -y

Functia ¢ e continua pe D si de clasid C!' pe discul deschis D = {(z,y) €
R? | 22 + y2 < R?}. De asemenea

dp x dp Yy

P= %5z RQ—x2—y2§q oy R2 — 22 — 42

pe D.

Definitia 2.7.6. Fie D C R un domeniu compact si U : D — R> o parame-
trizare a suprafetei S = Im(W). Atunci, aria suprafetei compacte S este prin

definitie:
Aria(S) (’ﬁt)/da - // 1 (u, 0)] dudv
S D

Ezpresia do := Hﬁ(u,v)Hdudv se numeste element de arie. Definitia este
corecta, in sensul ca nu depinde de parametrizarea aleasd a suprafetei S. De
asemenea, in cazul cind ﬁ(u,v) nu este definit pe frontiera lui D, datorita
faptului ca U este continud, integrala dubld nedefinita [, Hﬁ(u,v)”du dv
este convergentd.

Definitia anterioara este justificata de urmaétoarea observatie: Este cu-
noscut faptul ca aria paralelogramului ABCD este Aria(ABCD) = ||A—B> X
C’—BH Pentru a calcula ”aria” unei suprafete S, ideea este de a aproxima
cu suma ariilor unor paralelograme cu varfurile ¥ (ug, vg), ¥ (ug,v), ¥(u,vp),
U (ug,v)+ U (u,vg) —2¥(ug, vo), unde (ug, vo), (u,v) € D. Atunci cand u — wy
si v — wg, putem aproxima W(u,vy) — ¥(ug,vo) prin W, (ug,vo)(u — ug) si
U (ug,v) — W (ug, vg) prin Wy (ug, vg)(v —vp). Prin urmare, aria paralelogramu-

lui anterior se aproximeaza prin ||(u — ug)(v — vo) N (ug, vo)||.

Definitia 2.7.7. Fie D C R un domeniu compact si ¥ : D — R3 o para-
metrizare a suprafetei S = Im(¥), ie. V(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)).
Consideram functiile continue B, F,G : D — R, definite prin

E = ||W,|]* = ai+yatan, F = (Yo, Uy) = 2u@ytyuliot2uze, G = || V| |* = 2l+y5+23.
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Functia EG —F? se numeste prima formd fundamentald a suprafetei S. Avem

ca:
do = ||W, x V|| = VEG — F2dudv.

Propozitia 2.7.8. Fie D C R? un domeniu compact si o : D — R o functie
continud pe D si de clasd C' pe D. Consideram suprafata S := {(x,y,2) €
R3 : (z,y) € D, 2 = ¢(x,y)}. Atunci, aria lui S este:

Aria(S):/da:/ V1+p?+ ¢?dxdy,
S D

Elementul de arie al suprafetei S este do = /1 + p? + ¢% dx dy.

Exemplul 2.7.9. Fie S = ST(O, R) semisfera superioara cu centrul in origine
Osiraza R > 0. Fie D = D(O, R) discul cu centrul in O gi raza R. Consideram
parametrizarea carteziana a semisferei S, data prin:

S={(z,y,2) | 2= VR?—2?—-22, (z,y) € D=D(O,R)}.
Elementul de arie este do = /1 + p? + ¢2 dxdy. Conform Exemplului 2.7.5,

z . Prin urmare

- 4§ = - —2=x
p= /R2 3242 $14 /R2 2242

x? y? R
da:\/1+R2 5+ yzdxdy: = dxdy .

Rezulta ca aria lui S este

Aria(S):/da:// R dxdy .
s D/ R? — 1?2 —y?

x = pcosb

Folosind coordonatele polare { ,unde p € [0,R] si 0 € [0,27],

y = psinf
rezulta ca

27 R R
Aria(S —/ da/ — P gy = 2rR(—/R? — p2)|E = 27 RR2.
( ) 0 0 \/m 14 ( P )|0

Prin urmare, aria unei sfere de raza R > 0 este Aria(S(0,R)) = 2 Aria(S) =
ATR2.
Integrale de suprafata

Definitia 2.7.10. Fie S C R® o suprafatd compactd, cu parametrizarea W :
D = R3. Fie f:U =U — R o functie continud pe S. Integrala de suprafatd
de prima speta a lui f pe S, este:

/S oy 2)do = [ /D F0(u, o))V (1, 0)] dudy.
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Dacd S este parametrizatd cartezian, i.e. S = {(x,y,2) € R® | (x,y) € D,z =
z(x,y)}, unde D C R? este un domeniu compact, atunci:

/ F(sy, 2)do = / / F(@,y, 2z, )V T P2 1 2 dxdy,
S D

unde p = % siq= %Z (In cele mai multe exercitii, se vor folosi parametrizari
carteziene!)

Observatia 2.7.11. Folosind proprietatile integralelor duble, se pot enunta
proprietati similare pentru integralele de suprafata. De exemplu, pentru o € R
si f,g:U — R continue pe S, avem:

/g(f+g)da=/sfda+/sgda, /Safdcr:oz/sfda.

Definitia 2.7.12. Fie S C R? o supmfa;fa compactd si orientatd si fie W un
camp vectomal unitar la S. Fie V S — R un camp vectorial de clasq C'.
Fluzul i V prin S este:

Fluxs(‘—/) = / V. wdo.
S

Aplicatii ale integralelor de suprafata in mecanica

Fie S o suprafata compacta. Daca privim S ca fiind o placa omogena cu
densitatea constanta k, atunci:

e Masa lui S este m = k Aria(S).

Centrul de greutate G al lui S are coordonatele

1 1 . 1
Y6 T Avia S /SZL‘dO‘, Y6 = Aria S /Syda S G T Aria S /SZdU'

Momentele de inertie ale lui S in raport cu planele xOy, 2Oz, yOz sunt

I:):Oy = k/ ZQdO', 1.0, = k/yzda, IzOy = ]{:/ z2do'_
S S S

Momentele de inertie ale lui S in raport cu axele Oz, Oy, Oz si cu originea
O sunt

IO:n = a:Oy"_I:cOzy IOy = zOy+IyOza IOz = sz+IyOz;IO = IzOy+Isz+IyOz~

Daca privim S ca fiind o placd neomogena cu densitatea datd printr-o functie
p(x,y, z), atunci:
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e Masa lui S este m = [ p(z,y, z)do.

e Centrul de greutate G al lui S are coordonatele

1 1 1
G = /Cvp(CU,y, Z)dO', YyGa = /yp(CC,y,Z)dO’, G = / Zp(£7y7 Z)dO'
m.Js m.Js mJs

e Momentele de inertie ale lui S in raport cu planele xOy, xOz, yOz sunt
IxOy - / P(%% Z)ZQdO', IzOz = / P(%% Z)y2d0'7 IxOy - / P(%?Jaz)z2d0-
S S S

e Momentele de inertie ale lui S in raport cu axele Oz, Oy, Oz si cu originea
O sunt

IO:C = xOy+Ix027 IOy = IxOy+IyOZa IOz = sz+IyOZaIO = IxOy+Isz+IyOz~

Exercitii

1. Fie S ={(z,y,2) |* +y+ 2z =3, x,y,z > 0}. Calculati [ xf;rz.
2. Fie § = {2* + y* + 2> = a?, z > 0}. Calculati [¢(x +y + z)do.
3. Calculati aria suprafetei S = {(z,y, 2) | 2% +y* = 2z, 2 € [0,2]}.
4. Calculati aria suprafetei S = {(z,y, 2) | 22 + v = 2%, z € [1,2]}.
5. Calculati aria suprafetei S = {(z,y,2) | 22 +y? + 22 = R?, 22 +3? <
yR,z > 0}.
6. Calculati fluxul lui ‘—/ prin S, unde:
a) S ={(z,y,2)|[r+y+2=3, x y,z>0} §i1_/>: (2z —z,y + x,32).
by S={a2+y?+22=R% 2>0t5i V = (., 2).
c) S={22+1y?+22=4, 2>0} §1V (22, =22y, 2).
A S={2+2 =2 2€[0,1]} s V = (22,42 22).
e) S = {2?+9y? = 22 26[12]}81V (y—z,2z—x,x—y).

) S
f) S = {2? + y? = a? 6[71,1]}§1V:(x,zfx,xfy).
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2.8 Integrale triple

Integralele triple se definesc in mod similar cu cele duble. (Desigur, aceste
notiuni se pot generaliza in oricate dimensiuni.)

Definitia 2.8.1. Fie K C R? o multime compactd, astfel incat OK este o
reuniune finitda de suprafete compacte. Presupunem ca K C [a,b] x[c,d] x]e, g].
Fie by, by, 0, diviziunile:

bp:a=xg <1 <--<Tp=",

Oy: c=yo<y1 < <ym=d,

0,re=z2<21 <<z =4g.

Multimea

A= {B = [xi—hxi]x[yj—lvyj]x[zkflvzk] | i=1,n,5=1,mk=1pBND ?é @}

se numeste acoperire cu paralelipipede dreptunghice a lui D. Notam Dp,
multimea acoperirilor lui D. Dacd B = [xi—1,%;] X [yj—1,Y;], notam ||B|| :=
max{z; — z;_1,y; — yj—1}. Norma lui A este |A|| = max{||B|| | B € A}.
Pentru fiecare paralelipiped dreptunghic B € A, fie g € BN D. Mulfimea
&:={&p : B € A} se numeste sistem de puncte asociat acoperirii A.

Fie f: K — R o functie. Suma Riemman asociatd lui f, acoperirii A si
sistemului de puncte intermediare € este:

Sae(f) =Y f(&p) Vol(B),

BeA

unde Vol(B) este volumul lui B. Spunem cd f este integrabila Riemann pe
D si are integrala I := [[ [ f(x,y,2z)dxdydz € R, dacd: (Y)e >0, (3)d: >0
astfel incat, oricare ar fi A € Dp cu ||Al| < d: si oricare ar fi sistemul de
puncte & asociat lui A, avem ||Sa i (f) —I|] < e.

O multime A C R?® se numeste neglijabild (de misurd Lebesgue zero),
daca pentru orice ¢ > 0, exista o acoperire numarabila cu bile deschise (B, ),
ie. A C Y, Bn, cu proprietatea ca ) Vol(B,) < €. O suprafata compacta
S C R? este o multime neglijabila.

La fel ca in cazul integralelor duble, avem urmatorul rezultat:

Teorema 2.8.2. Fie K un domeniu compact (ca in defintia anterioara) i
f i+ K — R o functie. Atunci f este integrabild dacd si numai dacd [ este
marginita st multimea punctelor de discontinuitate ale lui f este neglijabild
(are masura Lebesgue zero).

Teorema 2.8.3. Fie K = [a,b] X [c,d] X [e, f] un paralelipiped dreptunghic.
Fie f: K — R integrabila. Presupunem ca:
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(a) Pentru orice (z,y) € [a,b]x[c,d], existd integrala F(z,y) == [? f(x,y, 2
(b) Functia F: D — R, definita la punctul (a), este integrabild pe D.

Atunci avem:

///Kf(x,y,z)dxdydz://D (/:f(x,y)dz> dx dz "2 //Ddxdy/egf(x,y)dz

Proprietati similare se pot obtine, permutand rolul variabilelor x,y, 2.

Teorema 2.8.4. Fie f : K = [a,b] X [¢,d] x [e, f] — R o functie contina.

Atunct
b d f
J[[ f@vsaxayan= [ax [Cay [ popz)an -
K a c e
d b f
=/ dy/ dX/ f(x,y,2)dz =

Cu alte cuvinte, integrala tripla se calculeza prin trei integrale simple iterate,
in oricare din cele 3! = 6 ordini posibile.

Observatia 2.8.5. Daca u: [a,b] = R, v:[c,d] = R, w: [e,g] — R sunt trei
functii continue i f : K = [a,b] X [¢,d] X [e, f] = R, f(x,y, 2) = u(x)v(y)w(z),

atunci:
//Kf(w,y,z)dxdydz:/abu(a:)dx-/cdv(y)dy./egw(z)dz

Exemplul 2.8.6. Fie K = [0,1] x [0,2] x[0,3]si f: K — R, f(z,y,2) =
zy2e?. Atunci:

///fx% dxdydz—/ dz/ dy/ zy?e® dx =
v 2
/edz/ydy/xdx-e\o Y

X
2,
Teorema 2.8.7. Fie D C R? un domeniu compact cu frontiera 0D = reuniune
finita de curbe netede. Fie o, : D — R doud functii continue pe D i de
clasi C* pe D, cu o(z,y) < Y(z,y), (V)(x,y) € D. Consideram domeniul
(compact):

K = {(m,y, Z) € R3 ‘ (l',y) €D, z¢€ [Qp(may)aw(xvy)]}

Fie f: K — R o functie integrabila, astfel incat functia

= (1) 3

0

WP(z,y)
F:D— R, F(x,y):/ f(z,y, z)dz,
e(z,y)
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este integrabild pe D (aceste conditii se verifica daca f e continua). Atunci:

//Kf(x,y,z)dxdydz://DF(m,y)dXdy.

In particular, volumul lui K este:

Vol(K /// dxdydz.

Exemplul 2.8.8. Determinati volumul corpului K, marginit de (semi)conul
22 = 22 +y?, 2 > 0, si paraboloidul 2 — z = z? + y2. Pentru a determina
intersectia celor doud suprafete, rezolvam sistemul:

22:1’2—|—y2, z >0, 2—z:x2+y2.

Din relatiile de mai sus, rezultd 22 = 2 — 2, deci 2? + z — 2 = 0. Ecuatia are

solutiile z; = —2 gi 29 = 1, dar cum z > 0, rezulta ca z = 1. Prin urmare,
interesectia dintre con si paraboloid este cercul de ecuatii: z2 +y?> =1, z = 1.
Pe de alta parte, dacad z? + 9% = 22 i z > 0, atunci z = /22 +92. De

asemenea, din 2 — z = 2% 4 y?, rezulta z = 2 — 22 — 32,

Fie D = D(0,1) = {(z,y) | 22 + y* < 1} discul de razi 1 cu centrul in
origine. Din observatiile de mai sus, rezulta:
K= {(z,y,2) €R® | (z,9) € D, z € [Va? +¢%,2 — 2° — ¢y*]}.

Prin urmare, volumul lui K este:

2—z2 7y
Vol(K // dxdydz = // dXdy/ dz = // (2—2%—y®—/22 + y2) dxdy .
2+y D

Trecand la coordonate polare x = pcosf, y = psinf, p € [0,1], § € [0,27],
obtinem:

2 1 1
Vol(K) :/ da/ (2—p*—p)-pdp = 2”/ (2p—p*—pAdp=2m (1— 2 — L) = 2T
0 0 0 4 3
Teorema 2.8.9. (Schimbarea de variabila in integrala tripla)
Fie K, K' C R3 doud domenii compacte. Presupunem cd existd o aplicatie
d: K — K, ®(u,v,w) = (z(u,v,w),y(u,v,w)), (V)(u,v,w) € K',

de clasd C' pe K'\ A, unde A C K’ este neglijabild, K\ ®(K'\ A) e neglijabild
St
D(z,y,z)| _
D(u,v,w)|

W‘W‘Qz
INESH SRS
2

oz

7 >0, (V)(u,v0,w) € K'\ A

7 o , u, v, w )

ou Ov Ow

Fie f : K — R continud. Atunci fo® : K’ — R este integrabila pe K' st

///fa:y dxdydz_/K,f (u,v,w))

D(z,y,2)

dudv.
D(u,v,w) He
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Coordonate cilindrice

Fie @ : [0,00) x [0,27] x R — R3, ®(p,0,t) := (x(p,0,t),y(p,0,t),2(p,0,1)),
unde:

x = pcosb
(2,9, 2)

inf At |2
= . uncl |———
y=pem D(p,0,t)

z=1
Exemplul 2.8.10. Calculati volumul trunchiului de con:
K={(z,y,2) e R®| 22 =22 +42, 2 € [1,2]}.

Folosind coordonatele cilindrice, observim ci p? = 22 4+ 3% = 22 = 2, deci
p € [0,t]. Pe de alta parte z =t € [1,2]. De asemenea, 6 € [0,27]. Atunci:

27 27 t3
Vol(K // dXdde—/ d@/ dt/ pdp = / d@/ —dt—27r—
0

Coordonate sferice

Fie @ : [0,00) %[0, 7] x[0,27] — R?, ®(p,0,¢) := (z(p,0,¢),y(p,0,¢), 2(p, 0, ¢)),
unde:

2

1 3

x = psinfcosp ( )
x7y7z

2 .
= p“siné.
D(p,0,¢)

y = psinfsiny . Atunci

z = pcosf
Exemplul 2.8.11. Calculati volumul bilei cu centrul in origine si raza R > 0,
B(O,R) = {(z,y,2) e R® | 2% + 4 + 22 < R?*}.

Folosind coordonatele sferice, observim ci p? = z? + 32 + 22 < R?, deci
p € [0, R]. Pe de alta parte,f € [0, 7] si ¢ € [0,27]. Atunci:

27 T R
Vol(B(O, R)) :/// dxdydz:/ dgp/ dH/ p*sinfdp =
B(O,R) 0 0 0

3|1t AT R3

™ R P
= 27?/ sinH/ p*dp = 27 (—cos 0)[] =
0 0

3, 3

Coordonate sferice generalizate

Fie @ : [0, 00) %[0, 7] x[0,1] — R?, ®(p, 0, ¢) := (z(p,0,¢),y(p,0,¢),2(p,0, ¢))
si a,b,c >0, unde:

x = apsinfcosp
D(z,y,2)

y = bpsin 0 sin . Atunci
P 4 D(p,0,¢)

’ = abcp? sin 6.

z =cpcosb
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Exemplul 2.8.12. Calculati volumul elipsoidului plin,
2 2 2
B 3, % Y z

E={(z,y,2) eR ‘¥+b72+072§1}'

Folosind coordonatele sferice generalizate, obtinem:

2 I 1 4 b
Vol(E):///dxdydz:/ dgp/ d@/ abep? sinfdp = - - - = ”; °
& 0 0 0

Observatia 2.8.13. La fel ca in cazul integralelor duble, se pot enunta
proprietati similare pentru integralele de suprafata. De exemplu, pentru o € R
si f,g: K — R continue, avem:

///K(f—i-g)dxdydz:/dexdydz—i-/Kgdxdydz,

/afdxdydz:a/ fdxdydz.
K K

Aplicatii ale integralelor triple in mecanica

Fie K un domeniu compacta. Considerdand K un obiect solid realizata dintr-un
material omogen cu densitatea constanta k, atunci:

1. Masa lui K este m = kVol(K) = k [[[}- dxdy dz.

2. Centrul de greutate al lui K are coordonatele:

_ Hgzdxdydza  _ [ffiydxdydz _ []]j zdxdydz
CETNO(R) YT T VoK) YT Vol(k)

3. Momentele de inertie ale lui K in raport cu planele xOy, Oz, yOz sunt

Iroy:k/// 2% dxdy dz, o, :k/// y* dxdydz, I,0. :k/// z?dxdydz.
K K K

4. Momentele de inertie ale lui K in raport cu axele Oz, Oy, Oz si cu ori-
ginea O sunt

Ioz = mOy+IzOzaIOy = wa+IyOza Io. = sz+IyOz7IO = IxOy+IzOz+1yOz-

Considerand K un obiect solid neomogen cu densitatea data de o functie
continua p : K — [0, 00), atunci:

1. Masa lui K este m = [[[, p(z,y, z) dxdy dz.
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2. Centrul de greutate al lui K are coordonatele:

o= WPy, 2)edxdydz - [f]i p(z,y, 2)y dxdy dz
¢ m 7yG - m ,
2q = I p(x,y, 2)z dxdy dz
m

3. Momentele de inertie ale lui K in raport cu planele xOy, xOz, yOz sunt

IxOy = /// p(.fC,y, Z)ZQ dXddeJsz = /// p(l',y,Z)y2 dXdde,
K K

Io. = /// p(x,y, 2)2? dxdy dz.
K

4. Momentele de inertie ale lui K in raport cu axele Oz, Oy, Oz si cu ori-
ginea O sunt

Io, = a:Oy"‘LcOzy IOy = zOy+IyOzaIOz = :vOz"_IyOszO = IxOy+ImOz+IyOz~

Integrale triple improprii

Fie  C R? o multime necompacta si f : Q@ — R o functie continid. Vom
presupune ca exista un sir (K,)p>1 de multime compacte, astfel incat:

K, CEKni1, Mn>1, | J K, =Q.

n>1

Consideram sirul de integrale I,, := fffKn f(z,y,2)dxdydz, n > 1. Daca sirul
(In)n este convergent, spunem ca integrala improprie [[[q f(z,y, z) dxdy dz
este convergenta si definim:

/// flx,y, 2z)dxdydz := lim I,,.
(9] n

Exemplul 2.8.14. (1) Fie Q = {(x,y,2) € R3 | 224+y?+22 > 1} = exteriorul

sferei S(O, R). Fie f: Q =R, f(z,y,2) = m Definind compactii
1

Kp={(,y,2) eER* |1+ = <a® +¢y*+ 22 <n}, n>1,
n

avem K, C K,41 81 U,,>; Kn = Daca I, = fffKn f(x,y, z) dx dy dz, atunci
se poate ardta c sirul (I,), este convergent si deci I = [[[, f(z,y,2) dxdy dz
este convergenta. Vom calcula insa I, intr-un mod mai direct, folosind coor-
donate sferice:

x = psinfcosp, y = psinfsiny, z = pcosf.
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Daci (z,y, z) € Q, atunci p? = 22 +5?+22 > 1, deci p € (1,00). De asemenea,
0 € [0,7] si ¢ € [0,27]. Atunci:

2 sm@
I = =
/// x2+y +z dXdde / dgp/ de/
—27r/ sm@dH/ p =2n(—cosb)[g <—>
0 P

(2 )FleQ—{(x y,2) ER3|0< 2?2+ 92 +22<1}sif: Q =R, f(z,y,2) =
\/ﬁ Atunci, folosind coordonatele sferice, avem:
24y’ +z

= 4.
1

L p?sinf

2 s
///1dxdydz—/ d(p/ d9/ dp=---=2m.
Qa2 +y?+ 22 0 0 0 p

Exercitii
1. Fie K =[0,1] x [0,2] x [0,3]. Calculati [[[ zyze™* dxdy dz.

2. Fie K = {(z,y,2) |z +y+2 <3, >0,y >0,z > 0}. Calculati
ffszdXdydz.

3. Calculati volumul corpului K mirginit de 22 +%? = 3z si 22 4+9% = 4—2.
4. Calculati volumul lui K = {(=z,y, 2) | 2% + y* + 22 < 4, 2% + y* < 32}.

5. Calculati volumul lui K = {(z,y,2) | 22 +y2+22 <1, 22 +9? <22, 2 >
0}.

6. Fie K = {2? +y* <4, 0 < z < 1}. Calculati [[[(z*+1)dxdydz.
7. Fie K = {a? + y* < 2* | 0 < z < 2}. Calculati [[[,(2? + ¢?) dxdy dz.

8. Determinati centrul de greutate al corpului omogen K = {22 +14?+ 2% <
2
a®, z > 0}.
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2.9 Elemente de teoria campurilor. Formule inte-
grale

Definitia 2.9.1. Fie U C R3 o multime deschisd.

(1) Un camp vectorial de clasi C' este o aplicatie V.U - R3, vV =
(P,Q,R), unde P,Q,R: U — R sunt functii de clasd C'.

(2) Un camp scalar de clasi C' este o functie f : U — R de clasa C*.

(3) Gradientul lui f este campul vectorial

Vf=grad(f) = CZ?Z??) n@Vz(ijaay

(4) Divergenta lui V este campul scalar

OP 9Q OR

V-V =div(V
VAV =50 T ey T s

(5) Laplacianul lui | este Af = div(grad(f)) = gzé + ayf + 825

(6) Rotorul lui V este campul vectorial

— — —
VxV=rot(V)=curl(V) =

&~
Q&)
= §lo |

Observatia 2.9.2. (1) Daca suprafata S este definita de o ecuatie F(x,y, z) =
0, gradientul lui F, grad(F') este un camp vectorial normal la S.
—

(2) Divergenta unui camp vectorial V intr-un punct dat masoara canti-

—
tatea, ca sursa in punctul P, a lui V.
(3) Rotorul unui camp vectorial, masoara diretia gi viteza in care un camp
vectorial se roteste.

Teorema 2.9.3. (Jordan) Fie v : [a,b] — R? un drum parametrizat simplu si
inchis. Atunci multimea R? \ Im(v) are doud componente conexe:

1. Int(y) = interiorul lui vy (care e marginita).
2. Ext(vy) = exteriorul lui vy (care e nemarginita).

Desi, intuitiv, enuntul pare evident, demonstratia acestei teoreme nu este
deloc usoara!
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Propozitia 2.9.4. O multime D C R? este simplu conezd dacd si numai dacd
D este conexa si pentru orice drum simplu inchis v in D, avem Int(y) C D.

Definitia 2.9.5. Fie v : [a,b] — R? un drum simplu inchis. ~y se numeste
orientat pozitiv, dacd pe masurd cey e parcurs, interiorul lui vy este spre stanga
st exteriorul spre dreapta. (Ganditi-va la un cerc parcurs in sens pozitiv).
Drumul v se numeste orientat negativ, dacd drumul opus v~ este orientat
pozitiv.

Teorema 2.9.6. (Formula Riemann-Green) Fie D C R? o multime deschisd
simplu conexd st v un drum simplu inchis itn D, orientat pozitiv, de clasa
C' pe portiuni. Fie P,Q : D — R doud functii de clasa C*. Fie compactul
K :=Int(v). Atunci:

/de+Qdy—// (“981; >dxdy.

De observat ca integrala din stanga depinde doar de C' = Im(7), nu de drumul
v ales. Prin urmare, se poate folosi notatia fC Pdx+Qdy. De asemenea, este
evident ca C = OK. Prin urmare, formula Riemann-Green se poate rescrie

. Pdx+Qdy = @—8—]3 dxdy.
I8 NG

Exemplul 2.9.7. Fie C(O, R) cercul de raza R cu centrul in origine O(0,0).
Fie D(O, R) discul de raza R cu centrul in O. Evident, C(O, R) = 0D(O, R).
Fie P,Q :R?> - R, P(z,y) = y? si Q(x,y) = 22y — . Atunci:

/ y? dx +(2zy — 2)dy = // (2y — 1 — 2y) dxdy = Aria(D(O, R)) = nR?.
C(O,R) D(O,R)

Reamintim urmétoarea definitie:

Definitia 2.9.8. Fie S C R3 o suprafatd compactd si orientatd si fie m un
—
camp vectorial unitar la S. Fie V : S — R> un camp vectorial de clasd C.
—
Fluzul lui V' prin S este:

Fluxs(Y—/) = / V. Rdo.
S
Teorem3 2.9.9. (Gauss-Ostrogradski) Fie K C R3 un compact, S = 0K si

n un camp vectorial unitar normal la S orientat spre exteriorul lui S in raport
—
cu K. Fie V : K — R3 un camp vectorial de clasa C'. Atunci:

Fluxs /V nda—/// d1v V)dxdydz.
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Teorema 2.9.10. (Stokes) Fie S C R3 o suprafatd compactd, astfel incdt
v =08 e o curba inchisa. Consideram doud orientari compatibile pe S gi
(adica respecta “regula mainii drepte”). Flie 1_/ : S — R3 un camp vectorial
de clasa C'. Atunci

/Vd? = / rot(X_/) - do.
¥ S

Definitia 2.9.11. Fie U C R? deschis si ‘_/) : U — R3 de clasa C*.
— — —
(1) V se numeste irotational dacd rot(V) = 0.

(2) V ose numeste conservativ, dacd existd f_> U — R astfel incat V= grad(f). f
se numeste camp potential scalar al lui V.

(38) V se numeste solenoidal, if div(l_/)) =0.

Teorema 2.9.12. Fie U C R3 deschis stelat si 7 :U — R3 de clasd C*. U.A.S.E.:
(1) V este irotational.
(2) V este conservativ.

(3) Pentru orice drum inchis v C U, f“/ Vdr =o0.

Teorema 2.9.13. Fie U C R? deschis stelat si V.U —R3 de clasi C'. U.A.S.E.:
(1) V is solenoidal.

(2) Existd un camp vectorial WU — R3, astfel incat V= rot(W). W se numegte

camp potential vectorial al lui ‘_/>

(8) Pentru orice suprafata inchisa S C U, FluXS(Y_/)) =0.

Exercitii

— — —
1. Fie V = (x,zy, zyz). Calculati div(V') si rot(V).

: 1 _ 1 . .
2. Fie f(x,y,2) = = T Calculati grad(f) si A(f).
3. Aratati ca campul gravitational V= —(ig?, unde 7 = (z,y,2), r =

|| 77]|, este irotational si solenoidal.

4. Fie V = (2zy, 2% + 2, y). Aritati ca V este irotational si gasiti un cAmp
potential scalar f.

5. Fie V = (2zy, —y2,1). Aratati ca V este solenoidal si gasiti un cAmp
—
potential vectorial W.



CAPITOLUL 2. CALCUL INTEGRAL 171

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Calculati direct gi cu Riemann-Green: fq/(a:—i—y) dx —(z—y)dy si f7 y? dx +z dy,
unde v este frontiera domeniului D = {22 + y?> < 4, = > 0}.

Fie A(—1,0), B(1,1) si C(1,—1). Fie D triunghiul plin ABC si v = dD.
Calculati fy xdy — ydz, direct si cu Riemann-Green.

Fie C(0,r) = cercul cu raza r > 0 si centrul in origine. Fie P = x;fjrgz si
Q=5
x2+y2 .
a) Aratati ca %1; = %—Cj
b) Calculati | con P dx+Qdy.

c) Fievy o curba cu O ¢ ~. Calculati f7 Pdx+Qdy.

Fie K = {a? + y?> + 22 <4} 5i S = 0K = {2% + y* + 2?2 = 4}. Calculati
— — — —

Fluxg(V 1) si Fluxg(V3), unde V1 = (22,92, 2%) si Vo = (22, —22y, 23),

folosind formula Gauss-Ostrogradksi.

Fie S = {2? + y?> + 22 =1, z > 0}. Fie V= (22, —2zy, 2%). Calculati

—

fluxul lui V' prin S.

Fie K = {22 +y?2 < 2, 2 € [0,1]}, S = 0K = {22 +y?> < 2z, z €
— —

0,1} Uu{a?+9% <1, 2=0}si V = (22,92, 2?). Calculati Fluxg(V ).
>

—

Fie S = {22 + y? + 2% = R?, 0}, 7 = (v,9,2) si V = (y,—x,2).

z
Calculati Fluxg(7") si FluXS(X_/2

)-

Calculati fluxul lui V= (2zy, —y?,32) prin S(0, R).
Fie 7= (,y.2). r = [|fll, B = 5.
a) Calculati fluxul lui E prin S(0, R).

b) Fluxul lui E prin X, unde ¥ = 0K, K e un domeniu compact si
0¢%.

Fie S = {224+9? < 1}n{z+z =1}, C = 39S = {22+ = 1}n{z+2z = 1}.
Calculati [(y—z) dx +(z—x) dy +(x—y) dz, direct gi cu formula Stokes.

Fle'y {22 +y? + 22 —2z—1§1V (y — z,z —xz,x —y). Calculati
f Vdr direct si cu formula Stokes.

Fie C = {22 +y%+2? = a’}n{a+y+2 = a}. Calculati fC ydr+zdy+xdz,
direct si cu formula Stokes.

Fie V = (—y,z,2?%). Calculati fv V)d?, yi{a?+ P +22 =2, 2=1.
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2.10 Exercitii recapitulative

1. Studiati convergen‘ga integralelor improprii:
j‘ lnx
1 Va3-1

b) fl sin x d

T—1x2

o) {7 L dx,a>1.

d) oo arctg(z) CLZO

a

2. Calculati [j° M dx, unde a,b > 0, folosind [;° S22 dx =

s
T 2"

3. Calculati, cu ajutorul functiilor I' gi B, integralele:

a) [ 2% dx.
b) [5° 23e 27" dx.
c) f e~ dx.

d) [ e dx, p > 0.
e folnp( )dx, p > —1.

)
f) f sin® x cos? x dx, p,q > —1 astfel incat p+ ¢ =2k cu k € N.

g) fo de, n > 2.
h) - xglil

fO 1+:v4 7 dx,

Dy (14;52 dx.

4. Calculati fooo e~ cosx dx, folosind cosz = 7 ((_2711))7 z2",

5. Aratati ca F(y) = [ Sm(xQ) dx este continua pe R.
0 14z

6. Studiati continuitatea functiei F'(y fo ye " dx, y € [0,00).
7. Calculati integralele cu parametru:
a) F(y) =[5 e dr, y > 0.

b) F(y) = f5° 255 dx, Jy| < 1.

c) F(y) = f0§ In(cos? x + 32 sin? x) dx, y > 0.

d) F(y) = fi* n (Tt cloax fyl < 1.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

fllnlxy dX |y’<1

$21 /
f) F(a,b) = foo%dx,a,b>0§ia7éb.
Calculati [, ! lnﬁjﬁ ) dx, folosind integrala F(y) = [ lngljc;y) dx, y > 0.

Calculati J = fol x’}‘“ja cos(Inx) dx. (Indicatie: f ¥ dy = z—a® )

nr Inz

Calculati fol 2% dx cu o eroare £ < 1073, (Indicatie: 2% =Y >0 (xlzi,x)n)

Calculati lungimea curbelor:

a)v: {z=12y= 23t €[0,1].

b) v: {z=1t%y=32t3 te[-1,1],

c)v: {z=cos®t,y =sin’t, t € [-F,—Z].
Yy {z =32 y=26t e [-1,1].

Yy {x=cos?t,y =sin®t, t € [0,7/2].
B y:{e=ty=1*2=323te[-1,0].

o,

(§

Determinati lungimea arcului parabolei y? = 4z dintre O(0, 0) si A(1,2).
Determinati masa firului material v : {z = t,y = %tQ, z = %t?’,t € [0,1]

cu densitatea p(z,y, z) = /2y.

Determinati centrul de greutate al arcului de cerc v : {z = cost,y =
sint, t € [0,a], unde « € (0, ).

Determinati masa si centrul de greutate al firului material v : {zx =
t, y =cht, t € [0, 1] si densitatea p(z,y) = y.

Calculati:

a) fwmds unde v : {z = 2cost,y = 2sint,z = t,t € [0,2].
b) fvmds unde v : {x = cost,y =sint,z =t, t € [0,/3].

c) f yds, unde v : {2 =In(sint) —sin¢, y = £ sin(2t) t € 15> 1)
d) f zyds, unde v : {z=t|, y=v1—-12 t€[-1,1].

Calculati:

a) fC(o,R) xglz‘z dx+73 2+y dy.
b) fC(O 2) 2_T_y2 dX+$2+y2 dy.
c) f,y —i7 dx 4y dy, unde v este triunghiul ABC, A(2,0), B(0,0) si C(0,2).
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. 2 g2
d) f,y ydx —zdy, unde v este elipsa %7 + %2 =1.
e) fv(y—:n) dx+(z—2)dy +(z —y)dz, unde v : {22 +¢y>+ 22 =2,2 = 1.
— —
f) f,y Vdr,unde V = (—y,2,2%)siy: {22 +9%2 =1, z=1.

18. Fie P,Q : R? - R, P = 22 + 6y, Q = 3ax — 4y. Determinati a € R
astfel Incat w = Pdx+Qdy este o forma diferentiala exacta si apoi
determinati f € CY(R) cu w = df.

19. Fie forma diferentiala w = ydx +z dy.

a) w este inchisa? Dar exacta?
b) Calculati [ w, unde w e un drum cu capetele A(2,1) si B(1,3).
: . 2 _ _ _

20. Fie P,Q : R*\ {(z,y) | zy +1 =0} — R, P = ﬁ, Q = 1+$Ty
si w = Pdx+Qdy. Calculati fvw, unde 7 este un drum care uneste
A(—1,-1) si B(3,3) fara sa intesecteze hiperbola {(x,y) | zy + 1 = 0}.

21. Fie P,Q,R : {(z,y,2) | y,2 > 0} = R, P = 2% — yz — %er” Q =
Yy -z — %er?’ R=2>—2ysiw=Pdx+Qdy+Rdz.

a) w este inchisa? Dar exacta?
b) Calculati f7 w, unde w e un drum cu capetele A(1,1,0) si B(—1,1,0).

22. Calculati integralele duble:

a) [[pxcos(zy)dxdy, unde D = [0, 7] x [1,2].

b) [[pxydxdy, unde D = {(z,y) | y* < = < y}.

b) [[H(1+ V2 +y2)dxdy, unde D = {(z,y)| 22 4+ y*> < 4, > 0}.
) [[p(z+ /% +y?) dxdy, unde D = {(z,y)| 2* + y* < z, y > 0}.
d) [[p(2 = /22 +y?) dxdy, unde D = {(z,y)| 2* + y*> <4, y > 0}.
) Jp V2 4+ y2dxdy, unde D = {(x,y)| 22 + 3 < 2y}.

£) [Jp(1+2y/2% +y?)dxdy, unde D = {(z,y)| 2? + y* < 4y, z > 0}
8) [[p VA+a? +y? dxdy, unde D = {(z,y)| 2> +> < 1, y > 0}
h) [[,2?dxdy, unde D = {(z,y)| 1 < 2%+ y* < 9}.

D) [f, 1+ 22 +y2dxdy, unde D = {(z,y)| 1 < 2? + 3> < 9}.

i) [fp(1+ /22 +y?) dxdy, unde D = {22 + 2 < 22,y > 0},

k) [[5(2— /22 +y2)dxdy, unde D = {22 + ¢ < 2y,x > 0}.

m) [, 22"’ T dx dy, unde D = {z® + 32 < 1}.

—~

@
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2

w

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

. Calculati [[,(3z 4+ y)dxdy, unde D este domeniul plan marginit de
r=y’+1l,z=—y}y=-1y=3

Calculati [f D el dx dy, unde D este domeniul plan marginit de z+y =
;z+y=-3,y=0,y=3.

Calculati [}, In(z? + y?) dxdy, unde D este domeniul plan marginit de
x2+y2262,y:az\/§,x:y\/§,x20.

Calculati cu o eroare < 1072, [, lxy dxdy, unde D = [0, %] x [0, 1].

i+
Calculati aria domeniului D, unde:
a) D domeniul marginit de curba (22 +%2)? = a?(22 —y?), > 0, a > 0.
b) D e domeniul mirginit de curba (22 + 4?)? = 2a%zy, a > 0.
Calculati masa placii D = {(z,y) | 22 + y* < 2,2,y > 0}, cu densitatea
p(z,y) = zy.

Fie a,b > 0. Determinati centrul de greutate al placii omogene D =
{(z,y) | %; + Zé =1, z,y > 0}.

Fie @« € R si D = D(0,1), discul de raza 1 cu centrul in O(0,0).
Calculati [}, m si fRQ\D m

Calculati aria suprafetelor:

a) S ={(z,y,2) | z =222 +2y% : 2€10,1]}.

b) S = {(z,y,2) | 22 =222+ 4% : 2 €[1,2]}.

={(z,y,2) | 2?2 +y? + 22 =4, 2 >0} N {2? + y* < 2z}.

S
d) S ={(z,y,2) |22 =2 +y? : 2€[0,1]}.
e) S ={(z,y,2) | z = 32% + 3y?, 2 € [0,3]}.
) S={22+y>+22=4, >0} N {22+ < 22}
g) S={(z,y,2) | z =2+ 1% 2 €[0,4]}.
h) S ={(z,y,2) | z= 2" +¢* 2 € [1,3]}.

1) S = {(.’L‘,y,Z) ‘ Z:J)Q—l—yZ, $2+y2 Szy}

Calculati [¢ F(z,y, z) ds, unde:

a) S ={(x,y,2) [ 2? +y* + 22 =4, 2> 0}, F(z,y,2) = 2> + ¢*.
b) S ={(z,y,2) | 2* + 22 =% y € [0,1]}, F(x,y,2) = |zyz.

) S ={(z,y,2) | 2* +y* =62}, F(z,y,2) = y\/z.
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33. Determinati centrul de greutate si momentele de inertie in raport cu
axele de coordonate ale paraboloidului z = 22 4 42, z € [0, h].

34. Calculati fluxul campurilor vectoriale ¥ = (z,y, z) si vV = (y, —z,2%)
prin: a) 22 =22+ 42, 2€[1,2], b) 2 =22 + 42, 2 € [0,2]

35. Calculati fsv-ﬁda, unde V = (—y,2,1) 51 S = {2%+y?+22 = 1,2 > 0}.

36. Calculati: a) fs(o V3) 5zydy dz +(y? — z) dzdx 4+ (22 — 3yz) dx dy.

b) [gzzdydz+yzdzdx+(z 4+ y)dxdy, unde S = {(z,y,2) | 2* + ¢ =
a?, z € [0,h]}.

¢) [qxdydz+ydzdx+zdxdy, unde S = {(z,y,2) | 2* + 3> + 2* =
a?, z,y,z > 0}.

d) [qxdydz+ydzdx, unde S = {(z,y,2) | 2* +y* = 2%, z € [1,2]}.
37. Calculati aria sferei S(0, R) si volumul bilei B(0, R), R > 0.

38. Calculati volumele corpurilor marginite de :
a) z=a2+19% 56— 2=2a2+19%
b) 22 +y? + 22 = 1 51 y? + 22 = 22, unde = > 0.
c) 22 +y? + 22 =45i32z=22+y% unde z > 0.
d) 22 + 9?2 =225i 2 — 2 =22 +y? unde z > 0.

e) =2+’ si2®+y? +22=2, unde z > 0.

—

)
Y=o 49?52 —2z=22+9%

39. Calculati:
a) fffK(xQ—xyz) dxdydz, K = {(z,y,2) | t+2y+32 <6, z,y,z > 0}.

b) fff]{ ﬁdxdydz K = {([E,y7z) ‘ .’E2+% < 1, x2+y2 > 17 l',yz
0, = € [0,5])

3
) [ffi (1=a? —y? = 22) 2 dxdydz, K = {(z.y.2) | 2 + 9 + 2* <
4, y,2 > 0}

&) [ff zdxdydz, K = {(2,5,2) | (x = D)2 + (y+ 1)2+22 < 4, z > O},

40. Calculati masa corpului marginit de 22 = 22 + 9% si 2 — 2z = 22 + 3% cu
densitatea p(z,y,z) = 2.

41. Determinati centrul de greutate al corpului omogen marginit de z =
2—:1:2—y2, z:x2+y2.
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42.

43.

44.

45.

46.

47.

Fie f, g campuri scalare si 17, W/ campuri vectoriale pe R3. Aritati ca:
a) grad(fg) = fgrad( )+ ggrad(f).
b) div(fV) = fdiv(V) + V - grad(f).
i ) =W -1ot(V) — V rot(W).
frot(‘_/)) ~V x grad(f)

Fie 7= (z,y, z), r = ||7]|.
a) Calculati rotorul campului vectorial V= %(lg X ).
b) Calculati divergenta campului vectorial V =7+ C;'FF.
Fie V = (22 +y — 4, 3xy, 222 + 22).
a) Calculati F = rot(X_/).
b) Calculati fluxul lui F prin ¥ = {(z,y,2) | 22+ y* + 22 < 16, 2 > 0}.
Calcula‘gi
a) f Vdr unde V = (y,3zy) sivy:z? + 9% = 2.
b) f ydx 422 dy, unde v : 22 + 3% = 2y.
c) fC(O 1 (y + y?) dx +2zy dy.
d) f (2zy+y)dx +22dy, unde vy = 0D, D = {22 +y> < 2,2 > 0,y > 0}.

e)f:vydx—l— dy, unde v = {(z,y) | 22+ 9> =1, 2 < 0 < y} U
{(z,y) |z+y=-1,2 <0,y <O0}.

f) f y?dx+xdy, unde v este patratul cu varfurile A(0,0), B(2,0),
C(2,2) s D(0,2).

g) fC(O,R) e’y (—ydx 4z dy).

2
3

Calculati aria domeniului D marginit de curba 25 + y3 = ag, unde

a > 0. (Indicatie: Aria(D) = § [, zdy —y dx)
ﬁ

Fie V' = (—ﬁ»xzxfyz) si T = (z,y,2).

a) Calculati fc(o 2) Vdr.

b) Calculati fv Vdf’, unde v e un drum arbitrar inchis cu 0 ¢ Int(vy).
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48.

49.
50.
ol.
02.
53.
o4.

95.

56.

o7.

58.

99.

60.

Fie V = (22 + 22, —2zy,x +y + 32). Calculati fluxul lui v prin S =
{2? + 9% + 2% = 4},

— —

Fie V = (22, —2xy, 22 + ). Calculati fluxul lui V prin S(0, R).
— —

Fie V = (2zy, —y?,3z). Calculati fluxul ui V' prin S(0,1).

Calculati fluxul lui V= (22%y, —2y?x, 3z + z) prin S(0,1).

|

Calculati fluxul lui V = (2z,yz,z — 22) prin S(0, 2).

Calculati fluxul lui V= (2zy, —y? — 2,22 + 1) prin S(0, R).

Fie K = {22+ 42+ 22 <4, 2> 0} 52 = K. Fie V = (2 +
=

2%, —2zy,x + 32). Calculati fluxul lui V prin X.

—
T

Fie 7 = (¢,9,2), r = | 7|, E = £ %.
a) Calculati fluxul lui E prin S(0, R).

b) Calculati fluxul lui E prin ¥, unde ¥ = 9K, K e un compact cu
0¢X.

Fie ¥ = {(2,y,2) | 2 =3 -2 —y% 2 <1}U{(z,y,2) | 2® +1y* <2, 2 =
—

1}. Calculati fluxul lui V' = (y,z, —z) prin X.

Fie K un compact si ¥ = K. Aritati cd Vol(K) = £ Fluxy 7, unde

7= (r,y,2).

Calcula‘gi

—

)f Vdr unde V = (22, —z,2) siy: {2 =22+ 9%, 2= 1.
b)f Vdr unde V = (y—mz—z,0—y)siy: {22 +y?+22=4,2=1.
c)f rdx+(z+y)dy +(z+y+2)dz, unde v : {22+9? = R?, 2 =z +y.

d) [, ( y)dx +z2zdy —rydz, unde v = 95, S = {(z,y,2) | #* +y* +
22 = x,y,z > 0}.

e) fvy y—|—2z) dx +2z(y+2) dy +2ry dz, unde v : {22+y? = 22, 22+y% =
2x.

Fie a,b,c > 0, A(a,0,0), B(0,b,0), C(0,0,c) si v =[AB]U[BC|U[CA].
Calculati fv(z —y)dx+(x — 2)dy +(y — z) dz.

Fie ¥ o suprafata cu frontiera v = do. Fie 7l versorul normalei la X,
—
(x,y, z) gi €@ un vector constant. Fie V = (¢-7)r. Aratati ca

’[" =
[,V - dF = [ &7 x f)do.



Capitolul 3

Analiza complexa si
transformate integrale

3.1 Multimea numerelor complexe
Mutimea numerelor complexe este:
C:={zx+vyi|lz,y c R} ={(z,y) | z,y € R} = R%
Pe multimea numerelor complexe avem operatiile + si - definite astfel:
242 =(@+y)+ @ +yi)=(+2)+ (y+9)i,
22 = (@ i) () + i) = (02! — yy) + (o + 2y,

(C,+, ) are structura de corp comutativ, care extinde corpul numerelor reale
(R,+,-). In particular, C are structura de spatiu vectorial real cu dimg C = 2,
o baza fiind {1,4}.

Fie z = x +yi € C. Partea reald a lui z e Re z = x, iar partea imaginard e
Im z = y. Conjugatul lui z este Z = x — yi. Modulul lui z este |z| = /a2 + y2.
Proprietati utile:

1. |2 >0, |2 =0« 2z=0.

2. 27| = |z||7], (V)z,2 €C.

3. lz+ 72| < |z| + 17|, (V)z,2' € C.

4. |z 422+ |z = 22 =2(]2]2 + |7]?), (V)z,2 €C.
5. z-z2=|2%, z+2z=2Rez, (V)z€C.

(V)z e C* =C\ {0}.

o

1
6. 1=,

Rl
|

179
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Observatia 3.1.1. Fie (A,+,-) un inel (comutativ unitar). O submultime
nevida I C A se numeste ideal, daca (V)z,y e [ = x+y e l, Max el ac
A = za € I. De exemplu, nZ = (n) = {nk | k € Z} este un ideal in (Z, +, ).
Daca f € K[X] este un polinom, atunci (f) = {fg : g € K[X]} este idealul
generat de f.

Fie A un inel gi I C A un ideal. Relatia ~ definita prina ~b< b—a € [
este o relatie de echivalenta pe A. Multimea cat se noteaza A/I = {a | a € A}.
Pe A/I se definesc operatiile a+b = a/+\b, a-b=a-b, (V)a,be A/I. (A/I,+,)
are structura de inel comutativ unitar. De exemplu, Z,, = Z/nZ.

Teorema 3.1.2. (Teorema fundamentald a algebrei) Corpul (C,+, ) este alge-

bric inchis, adicd, orice polinom f € C[X] neconstant are cel pulin o radacing
complezxa.

Corolarul 3.1.3. Daca f € C[X] e un polinom de gradn > 1, f = a, X" +
cota1 X +ag, atunci f = apn(X —21)(X—22) - (X —2,), unde z1,...,2, € C
sunt radacinile lui f, nu neapdrat distincte.

Corolarul 3.1.4. Orice polinom f € R[X] se descompune in produs de poli-
noame de gradul 1 g1 2 (cu A <0).

Observatia 3.1.5. Corolarul 3.1.4 nu poate fi folosit pentru a arata ca orice
polinom de grad impar f € R[X] are cel putin o radacina reala, deoarece
aceasta proprietate este folosita implicit in demonstrarea teoremei fundamen-
tale a algebrei. Nu exista o demonstratie pur algebricd a teoremei fundamen-
tale a algebrei! O demonstratie care face uz de analiza complexa va fi data
ulterior, in sectiunea 6.

Numaérul complex z = x4+ iy € C are forma trigonometrica z = |z|(cos 6 +
isinf). Argumentul lui z este multimea

Argz={0 € R : z=|z|(cosf + isinf)}.
Argumentul principal al lui z este numarul arg z definit prin
ArgzN (—m, ] = {arg z}.

Se verifica ugor ca Argz = arg z + 27Z.
Daca z = |z|(cos @ + isinf) i 2/ = |2|(cos @' + isinf’), atunci:

z- 2 = |z|||(cos(6 4+ 0") + isin(6 + 6")),
2" = |z|"(cos(nh) + isin(nh)), (V)n > 1.

Ecuatia 2" = w = |w|(cosf + isinf), n > 1, are n radacini complexe:

%+ 6 2%k + 6
o = c/\wy(cos(”T*) +isin(7rT+)), 0<k<n—l1.
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Exercitii

1. a) Aratati ca multimea {(_xy '7;> | z,y € R} € M2(R) are structura
de corp comutativ, izomorf cu (C, +,-).
b) Aritati ca R[X]/(X? +1)=C.

2. Determinati automorfismele f : C — C, invariante pe R, cu alte cuvinte
flz)=z, (V)z eR.

3. Fie U, = {z € C| 2" = 1} = {cos(ZE) + isin(2ZE) |0 < k < n—1}.
Aratati cad (Up, ) = (Zn, +).
4. Rezolvati ecuatiile:
a) 22 +224+5=0
b) 22 = -3 — 4i
c) (14+1i)z2 —=2iz+(1—4)=0
)2t =22 4+1=0

)
f)
g

o,

¢

28
z3+2—2z—0
) 24 =8 —8i.

h) 2% —1=0.

5. Reprezentati grafic multimile:
a) |z| =2

b) |z —1+2i| <3
c)1<|z—22\<2

d) Im(z) >

e) {Rez<0}ﬂ{1mz>0}

) |z — 2i| = |2z + 1]

g) |z —2| < 2|z —1]

h) |z—1|+|z+1]=4

i) |z —2i] — |2+ 2| =2

j) Re(2?) < 4.

-~

6. Fie z1, 29, 23, z4 € C distincte.
a) Aratati ca z1, 22, z3 sunt coliniare < (22 — 21)(zZ3 — z1) € R.

b) Aratati ca (Zl,Zg)J_(Zg, 2’4) = (2’2 — Zl)(§4 — 53) € iR.
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3.2 Siruri si serii de numere complexe.

Definitia 3.2.1. O functie z : N — C, z(n) = z,, se numeste sir de numere
compleze (sau functie aritmetica). Notam sirul prin (zp)n>0-
Spune ca sirul (zp)n converge la z € C, daca:

(V)e > 0, (I)ne € N, astfel incat (V)n > ne, |z, — 2| < e.

Un sir care nu este convergent se numeste divergent.
Spunem ca limy, z, = 0o dacd lim, |z,| = co.

Observatia 3.2.2. Multimea C = C U {co} se numeste sfera lui Riemann.
Terminologia este dat# de faptul ca C poate fi pusa in bijectie cu o sferd prin
proietia stereografica din polul nord N(0,0,1) al sferei S? = {22 +y*+22 = 1}.
Notam @ : $? — C si o definim astfel: Dat un punct P € S$?\ {N}, dreapta
PN intersecteaza planul {(x,y,0) |z,y € R}, identificat cu C, intr-un punct
unic determinat Q). Definim ®(P) = Q. De asemenea, ¢(N) = co.

Propozitia 3.2.3. Fie (z,), un sir de numere complexe. Notam z, = x, +
Ynt, n > 0. Atunci (z,)n este convergent dacd si numai dacd (Tn)n $¢ (Yn)n
sunt convergente. Mai mult, in acest caz avem: lim, z, = lim, x,, + i lim, y,.

Definitia 3.2.4. Fie (zp)n>0 un gir de numere compleze. Sirul sumelor
partiale asociat (Sy)n este definit prin Sy, = > p_q 2k, n > 0. Se numeste serie
de numere compleze, perechea ((zn)n, (Sn)n), pe care o notam priny > zp.

Spunem ca seria Y - 4 zp este convergentd dacd girul (Sy), este conver-
gent. Altfel, spunem ca seria e divergentd.

Spunem cd seria Yy .~ 4 zp are suma S € C, dacd (3)1lim, S, = S. Notim
S =302 %n. Observatie, notatia > "z, are doud intelesuri diferite, care
rezultd din context.

Propozitia 3.2.5. Fie z, = x,, + yni, n > 0, unde x,,y, € R. Atunci, seria

7% o 2 este convergentd dacd si numai dacd seriile Y oo o Ty §TY oo sunt
n=0 ~n > g g n=0 <N B n=0 yn

convergente. In plus, in acest caz avem Y > qzp =D 0" 0 Tn + 1D 0" o Yn-

Demonstratie. Rezulta imediat din Propozitia 3.2.3. ]

Definitia 3.2.6. Fie (zp)n, zn € C, un gir de numere complexe. Spunem cd
(zn)n converge la z € C, daca (¥Y)e > 0, (I)n. € N astfel incat (Y)n > ne,
|zn, — 2| < €.

Propozitia 3.2.7. Fie (2p)n, 2n = Tn +iYn cU Tn,yn € R. Atunci (z,,)n este
convergent < (n)n $i (Yn)n sunt convergente. Mai mult

lim(zy,) = lim(x,, + iy,) = limx,, + i lim y,,.
n n n n
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Definitia 3.2.8. Fie (zp)n, n > 0, un gir de numere complexe. Consideram
(Sn)ns Sn = D peg ks strul sumelor partiale asociat. Perechea ((zn)n, (Sn)n) se
. - % o0 .
numeste serie de numere compleze §i se noteazAa cuy ) Zn. Seria se numeste
convergentd, dacd (sy)n converge la s € C. In acest caz, s se numeste suma

seriet, si notdm s =y o7 Zn.

Propozitia 3.2.9. Fie (zp)n, 2n = Tn + iYn U Tp,y, € R. Atunci Y 2 2
e convergenta < Z;O:O Ty §U ZZO:O Yn sunt convergente. Mai mult

Dm0 #n = Dmeo(@n T iYn) = 3070 Tn + D0 0 Yn-
Definitia 3.2.10. Spunem cd seria ).~ 2z, este absolut convergenta, dacd
Yoo o lzn| este convergenta.

Propozitia 3.2.11. Daca Y .z, este absolut convergenta (AC), atunci ea
este convergentda. Reciproca nu e adevarata, in general.

D 3
Yo |#n| este convergentd (criteriul raportului), deci si seria > 7 z, este
convergenta.
2) Fie 2, = TG > 1. A = / de = Y, yp =
(2) Fie z, = =5, n > 1. Avem z, = o, + iy, unde z, = -5, Yy =

Exemplul 3.2.12. (1) Fie z, = "2 1 > 0. Avem |z, = n <ﬁ>n Seria

D Cum > o2, @y, (armonicd) si Y ooy, (alternantd) sunt convergente,

N < < 2 :
rezultd cd Y o0 | 2, este convergentd. Pe de alta parte, |2,| = Yb™= > 1 deci
> o2, zp nu este AC.

Exercitii

1. Calculati:

n+in? sin( ;- L)

a) lim,, —5-
b) lim, [(520)™ + (27 — L)nl.

2. Studiati absolut convergenta si convergenta seriilor:
a) Yoo(rim)"
b) Yol [ns + (1) sin .

) 2o %

d) 3ont 2;3’ :

e) Zn 1 n+21

) S b

o

8) Do 1#%
h)2n1n7 GC
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3.3 Functii complexe. Functii olomorfe.

Reamintim c& folosim identificarea C 3 z = x + yi = (z,y) € R%. Fie f: D C
C — C o functie de variabild complexi. Putem considera f : D C R? — R2.
Avem

f(z) = f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) = w(z,y)+v(z,y)i, (V)z = 2+yi = (z,y) € D,
unde u,v : D — R. Notam:

e Re f(z) = u(x,y) = partea reala a lui f,

e Im f(z) = v(x,y) = partea imaginara a lui f.
Presupunem ci f € C*(D), adici u si v au derivate partiale continue. Definim:

° g—i = % + %i, derivata partiala a lui f in raport cu x.

° % = %Z + g—Zi, derivata partiala a lui f in raport cu .

° %J; = %(% — g—ii) derivata partiala a lui f in raport cu z.

° % = %(ﬂ + %Z) derivata partiala a lui f in raport cu z.

Definitia 3.3.1. Fie f : D C C — C ¢i z9 € D. Functia f se numeste
C-derivabila in zy daca exista

i £ = f(a0)

z—z0 zZ— 29

= fl(Zo) e C.

f'(z0) este derivata lui f in zg. Functia f se numeste olomorfa (C-derivabila)
pe D daca este C-derivabila in orice punct din D.

Propozitia 3.3.2. (Relatiile Cauchy-Riemann) Fie f : D C C — C, f =
u+vi € CHD), sizo € D. UA.S.E.:

1. f este C-derivabila in zy (olomorfa pe D).
0 o) 0 0 0 0 0 0
2. 52(20) = 3 (20), 3y (20) = =53 (20) (55 = 55+ By = — /-

Propozitia 3.3.3. Fie f: D CC — C, f =u+vi € CY(D). Atunci:

1. fafeste C-derivabila in zo (olomorfa) dacd si numai daca %(zo) =0
=L =0).
0z

2. Dacd [ este olomorfd, atunci f' = % = % = i%.
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8. Daca f este olomorfa, atunci u si v sunt armonice, i.e. Au= Av =0,
unde A este Laplacianul.

Propozitia 3.3.3 admite urmatoarea reciproca:

Propozitia 3.3.4. Fie D C C un domeniu simplu conex. Daca v : D — R,
u € C?(D), este armonicd, atunci exista f : D — C olomorfd astfel incdt
Re f =u.

Similar, dacd v : D — R, u € C*(D), este armonicd, atunci existd f :
D — C olomorfa astfel incat Im f = v.
Teorema 3.3.5. Dacd f: D C C — C este olomorfd, atunci f' : D — C este
olomorfa.

Propozitia 3.3.6. Similar cu cazul functiilor de o variabild reald, avem:
1L (f+9)=f+4.
2. (f-9="fg+fqg.

/ ! /
32 (g) _ fgngg‘

4- (go f) =(g' NS
De asemenea, operatorii a%’ 8%, %, % au proprietatile uzuale ale unor derivate
partiale cu perechile de variabile (z,vy), respectiv (z,%) independente.
Functia exponentiala exp : C — C* se defineste prin:
exp(z) = e* = e”(cosy + isiny).

Propozitia 3.3.7. Functia exp : (C,+) — (C*,-) este un morfism surjectiv

de grupuri gi Ker(exp) = 2miZ. De asemenea, avem identitatea lui Fuler:
e +1=0.
Functiile trigonometrice cos, sin, ch,sh : C — C se definesc prin:
1 (%1 —iz : 1 iz —iz
cosz = —(e”+e ,Slnz = —(e” —e ,
] ) = )
1 z —Zz 1 4 —Zz
chz=_—(e"+e %), shz=—(e —e 7).
2 2
Pentru cos z # 0, se definegte functia tangenta tg z = 23;‘2 .
Pentru sin z # 0, se definegte functia cotangenta ctgz = .
Similar se definesc tangenta si cotangenta hiperbolice, th z = f}ﬁ—z, cthz = gﬁ—;

Propozitia 3.3.8. Functiile trigonometrice complexe verifica aceleasi pro-
prietdti cu cele ale functiilor reale corespunzdtoare, i.e. cos®z + sin®z = 1,
sin(z + w) = sinzcosw + cos zsinw, (sinz) = cosz etc. In plus, avem de
exemplu identitatile:

cosz =cosxchy —isinzshy, sinz =sinxzchy + icoszshy.
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Functii multiforme. Ramuri continue (olomorfe).

O functie multiforma, este o functie F' definita pe un domeniu D C C pentru
care F'(z) este o submultime in C. De obicei, F'(z) este o multime discreta (fi-
nita sau numarabila fara puncte de acumulare). O ramura continua (olomorfa)
a lui F este o functie f : U C D — C continua (olomorfa) cu f(z) € F(z),
(V)zeU.

Functia multiforma argument este definita prin:
Arg(z) = {0 e R | z = |z]e” = |2|(cosf + isinh)}, z € C*
Argumentul principal arg : C* — (—m, 7| este definit prin Arg(z) N (—m, 7] =
{arg(z)}. De observat ca arg nu este continua pe C*, dar restrictia sa pe

domeniul U = C \ R_ este.
Functia multiforma logaritm este definita prin:

Ln(z) =1In|z| + 7 Arg(z), z € C".

O ramura olomorfa a logaritmului este In : C\ R_. — C, In(z) = In|z| +
iarg(z), care extinde functia logaritm natural uzuald definita pe (0, 00) si are
proprietati similare.

Cu ajutorul functiei multiforme logaritm, se pot defini urmatoarele functii
multiforme:

1. 2% := e unde a € C si 2z # 0. (functia putere)

2. Yz:= e%L“Z, z#0si ¥/0 = 0. (functia radical)

3. Arcsin(z) = —iLn(iz = V1 — 22),z € C.

4. Arccos(z) = —iln(z £ v22—1),z € C.

5. Arctg(z) = —%Ln(ﬂ—j),z € C\ {£i}.

6. Arcctg(z) = %Ln(i—;ﬁ), z € C\ {£i}.

7. Arcsh(z) = Ln(z + V22 + 1),z € C.

8. Arcch(z) =Ln(z +v22—1),z € C.

9. Arcth(z) = %Ln(%), z € C\ {£1}.

10. Arccth(z) = 3 Ln(2), 2z € C\ {#1}.
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Definitia 3.3.9. O functie f : C — C de forma f(z2) = ‘Cljig cu a,b,e,d e C
la b

e d
f(=4) = co.
9 —~ —d ‘. Y] . —1
[ este olomorfda pe C\ {=*}. [ este bijectivd si f~ este o transformare
omograficd.

# 0 se numeste transformare omografica. Observatie: f(oo) = 2 si

Exercitii
1. Determinati domeniile de definitie ale functiilor tg, ctg, th, cth.

. 2 . . . . . Of

2. Flea}f(Z) = 2° +iz — 1. Determinati Re(f(z)) si Im(f(z)). Calculati 57

3. Si se determine a, b, c,d astfel incat f(z) = 22 + axy + by? + i(cx? +
dxy + y?) si fie olomorfa.

4. Fie f : C — C, f(z) = |z|. Aratati ca f nu e C-derivabild in nici un

punct din C si calculati %, %7% si %.

5. In ce puncte, functia f : C — C, f(z) = |2|* este C-derivabili?

6. Fie f : C — C, f(2) = 22 + 22 — 22 4+ 22 — 2. Determinati punctele in
care f este C-derivabila.

7. Folosind relatiile Cauchy-Riemann, aratati ca urmatoarele functii sunt
olomorfe si calculati derivatele lor:

a) f(z) =22 —iz+1peC
b) f(2) =z~ 1 pe C\ {0}
c) f(z) = e + 22

8. Fie u(x,y) = €2* cos(2y) + xy. Aratati cd u e armonica pe R? si gasiti
f = u+ vi olomorfa cu f(0) =1+ 1.

9. Fie v(z,y) = 2® — 3xy?. Gasiti f = u + vi olomorfa cu f(1) = 1.
10. Fie u(x,y) = e¥sinx + 22 — y2. Gasiti f = u + vi olomorfa cu f(0) = i.

11. Fie v(z,y) = ®(2? — 3?). Determinati ® € C?(R) pentru care v e
armonica pe R? si gésiti f = u + vi olomorfa cu f(0) =1, f(1) = 1 +1.

12. Fie v(z,y) = m, x> 0. Gasiti f = u + vi olomorfa cu f(1) = 2.
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13. Fie u(x,y) = In(2% + %) + 22 —y, > 0. Gasiti f = u + vi olomorfa cu
f1)=2.

14. Fie u(w,y) = arctg(}), »,y > 0. Gésiti f = u+ vi olomorfa cu f(1) =1.
15. Fie v(z,y) = e®siny + ﬁ Gasiti f = u+wvi olomorfa cu f(1) = e+1.
16. Fie u(z,y) = e*(x cosy—ysiny). Gasiti f = u+wvi olomorfa cu f(0) = 0.

17. Fie u(z,y) = = + x < 0. Gasiti f = u+ vi olomorfa cu f(1) = 2.

T _
x2 +y2 )

18. Fiev(z,y) = zy— y < 0. Gasiti f = u+wi olomorfa cu f(—i) = 3i.

z2+y2’
19. Calculati:

a) sin(1 + 1)
b) tg(% — 2i)

20. Rezolvati ecuatiile:

a) e =—-2i+1

b) cos(z) = =2
c) sin(z) = iv/3
Q) ch(z) = 1+

21. Fie D = {|z| < 1} §i H = {Imz > 0}. Determinati o transformare
omografica f : C — C cu proprietatea ca f(D) = H.
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3.4 Serii de puteri si Laurent. Reziduuri.

Definitia 3.4.1. Fie z9p € C si (an)n>0 un gir de numere complexe. Se
numeste serie de puteri centratd in zo, o serie de forma Y o2 an(z — 20)",
unde z € C.

Raza de convergentd R a seriei y oo an(z — 2)"

este definita prin

1
= limsup {/|a,| sau, echivalent, prin:
n

R = tim 19l iy € [0, 400],

in caz ca limitele respectiva existd.

Teorema 3.4.2. (Abel) Fie > o2 jan(z — z0)" o serie de puteri cu raza de
convergentd R. Atunci:

1. Seria este A.C. pe |z — zp| < R.
2. Seria este divergenta pe |z — zy| > R.
3. Seria este uniform convergenta pe K C {|z — zo| < R} compact.

4. Suma seriei f(z) = Y " gan(z — 20)" defineste o functie olomorfa pe
|z — 20| < R. Mai mult, f'(z) = >°°  nan(z — 20)" ! pe |z — 20| < R.

Propozitia 3.4.3. Daca f: D C C — C este olomorfad in zg, i.e. olomorfa
pe U deschis cu zg € U, atunci f este analitica in zg, adica exista R > 0 astfel
incat:

f(”)(zo)

n!

f(z)= Zan(z —20)", (V)z cu |z — 20| < R, unde a,, =
n=0

Mai mult, putem presupune cd R = raza de convergentd a seriei de puteri. In
particular, dacd R = 400, egalitatea are loc pentru orice z € C.

Teorema 3.4.4. (Teorema de identitatea a functiilor olomorfe) Fie D C C
un deschis conex si fie f,g : D — C doud functii olomorfe. Prespunem ca
erista S C D o submultime care contine cel putin un punct de acumulare
(adica exista w € D gi un gir (zn)n cu zn € S, zn # a, (V)n > 0, astfel incat
lim,, z, = w) astfel incat f(z) = g(2), (V)z € S. Atunci functiile f si g coincid
pe D.
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Observatia 3.4.5. Analiza complexa este fundamental diferita de cea reala.
Daca o functie reala f este derivabila, este posibil ca derivata sa sa nu fie
nici mécar continudi. Insd derivata unei functii olomorfe f este la randul siu
olomorfa, ba, mai mult, analitica. Exista functii reale de clasda C'°° care nu

, +#0
0, z=0
C* in 0, dar nu este analiticd in 0. Avem f(™(0) = 0, (V)n > 0, deci seria
Taylor a lui f in jurul lui 0 este T'(z) = 0. Prin urmare, f(z) = T(z) < = = 0.

_1
e 2

sunt analitice. de exemplu f: R — R, f(x) = { , este de clasa

Definitia 3.4.6. Fie zg € C. Se numeste serie Laurent centratd in zg, o serie
de forma

L(z) = Zanz—z() :Zz—zo —l—Zanz—zo).

n=-—00 n=1 =0

Prima serie din dreapta P(z) se numeste partea principald iar cea de-a doua
T(z) se numeste partea Taylor, a seriei L(z).

r = limsup,, {/|a—,| € [0,00] si R = %\/7 sunt razele de convergenta

limsup,, ¥/ |an|

pentru P(z), respectiv T(z). Avem r = lim, ‘a*" 1‘ = lim, {/|la_n| $i R =

la—

lim,, lan—a] _ 1 , in caz ca limitele respectzve exista.
lan| limy, Y/|an|
< . _ " - n : i
— mn . .
Teorema 3.4.7. Fie L(z) =) " an(z —20)" o serie Laurent. Atunci

1. L(z) este absolut convergenta pe r < |z — zo| < R.

2. L(z) este divergentd pe |z — zo| <1 i |z — 20| > R.

3. L(z) este uniform convergenta pe compactii din r < |z — zp| < R.
L(z) defineste o functie olomorfa pe r < |z — zo| < R.

Definitia 3.4.8. Fie f: D C C — C o functie olomorfa. Un punct zg € C se
numeste punct singular izolat pentru f, daca exista U C D deschis cu zyg € U
astfel incat f este olomorfa pe U\ {z0} si f nu este definita in z.

Fie zg un punct singular izolat al lui f. Atunci:

o 2 este pol, daca lim,_.,, f(z) = oco.
o 20 este pol aparent, daca lim,_.,, f(z) =w € C.
o 2 este singularitate esentiald, dacd nu ezistd lim,_,,, f(z).

Propozitia 3.4.9. Fie f : D C C — C o functie olomorfa.
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1. zy € C este pol pentru f daca $i numai daca exista R > 0 astfel incat

A—m a_
f(z) = m+"'+z_

oo
. +Z an(z—20)", (V)z cu 0 < |z—20| < R.
0 =0

Daca a—p, # 0, m se numeste ordinul polului zg.

2. Cel mai mic numdr natural m pentru care lim,_,,,(z — z0)™f(z) € C
este ordinul polului zg al lui f.

3. Daca zg este un pol aparent pentru f, atunci f se poate prelungi olomorf
m zg.

4. 2o este singularitate esentiald dacd si numai dacd exista R > 0 astfel
incat
o0

f(z)= Z an(z —20)", (V)z cu 0 < |z — 20| < R,

n=—o0o
cu o infinitate de termeni a_,, n € N, nenuli.
Definitia 3.4.10. Fie f: D C C — C o functie olomorfa si zog € C un punct

singular izolat pentru f. Se numeste reziduul lui f in zy, coeficientul a_1 din
dezvoltarea Laurent a lui f in jurul lui zg. Notam:

Rez(f(2),20) :==a_1.

Daca exista > 0 cu {|z| > r} C D, reziduul lui f la infinit este
1 .1
Rez(f(2), 00) := —Rez( 5 f(),0).
Propozitia 3.4.11. Fie f : D C C — C olomorfa si zg un pol a lui f. Atunci:

1. Daca zg e pol de ordin m > 1, atunci Rez(f(z), z0) = ﬁ lim,_.,, ((2—

20) " f(2))" Y.

2. Daca f(z) = % cu g,h olomorfe in zo, g(z0) # 0, h(z0) = 0) si
h'(20) # 0, atunci zg este pol de ordin 1 al lui f si Rez(f(2),20) = 9(z0).

Exercitii

1. Fie f(z) = m. Determinati dezvoltarea in serie de puteri a
lui f in jurul lui zp = 0 si dezvoltarea in serie Laurent a lui f a) in jurul
lui 21 =1, b) pe 1 < |z] <2, ¢) pe 2<|z| <3,d) pe |z| > 3.
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2. Fie f(z) = (Z_l)z(%. Dezvoltari pe a) |z] < 1, b) 1 < |z| < 2, ¢)
|z| > 2. Rez(f,00)?

3. Dezvoltarea in serie Laurent pentru f(z) = sin(y%;), in jurul lui z; = 1.
Rez(f,1) =?

4. Dezvoltarea in serie Laurent pentru f(z) = ze=1/7 in jurul lui zp = 0.
Rez(f,0) =?

5. Fie f(z) = #n(z) Calculati Rez(f,0).

6. Fie f(z) = ﬁ n > 1. Calculati Rez(f,) si Rez(f, —i).

7. Fie f(z) = ﬁ Calculati Rez(f,0).

8. Fie f(z) = (Z_% n > 1. Calculati Rez(f, c0).

)(zr=1)?
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3.5 Integrale complexe si teorema reziduurilor

Fie 7 : [a,b] — D C C o curbé de clasa C!. Fie f : D — C o functie complexa
continud. f = u + vi. Atunci integrala lui f de-a lungul lui ~ este:

[yf(z)dz = L(u+u¢)(dx+idy)=L(udx —vdy) + L(vdx—i—udy)

Daca v(t) = (x(t),y(t)) = x(t) + y(t)i, atunci:

/f M—/f

Teorema 3.5.1. (Cauchy) Fie D C C un domeniu simplu conez si f : D — C
o functie olomorfa. Fie~y : [a,b] — D o curba simpld inchisd, i.e. y(a) = y(b).

Atunci:
[ #da =
¥

Demonstratie. Se aplica teorema Riemann-Green si relatiile Cauchy-Riemann.
O

Teorema 3.5.2. (Formula integrald Cauchy) Fie D C C un domeniu simplu
coner gt f : D — C o functie olomorfa. Fie v : [a,b] — D o curba simpla
inchisa, parcursd in sens direct trigonometric. Atunci pentru orice punct a
din interiorul lui v sin > 0 avem

f(n)(a):n!./f(z)dz.

27i )., (z —a)ntl
Definitia 3.5.3. O functie f : C — C olomorfa se numeste functie intreaga.
Pentru zg € C si R > 0, notam
D(z0,R) = {z € C| |z — 20| < R},
discul deschis de raza R, cu centrul in zg. De asemenenea, notam
D(z0,R) ={2€C ||z — 2| < R},
discul inchis de raza R, cu centrul in zg.

Lema 3.5.4. Fie f : D(z, R) — C continud si olomorfd pe D(zg, R). Pre-
supunem ca f este marginita, i.e. exista M > 0 astfel incdt |f(z)] < M,
(V)z € D(z0,R), si scriem f(z) = > o7 qan(z — 20)", (V)2 € D(z0, R), unde

_ f™(20)

n . Atunci:

M
£ o)l < Ty (M2 0, Jaa] < Ty (V0 > 0.
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Demonstratie. Avem:

i 1)
v LG/
27 /|z—z0|=R (z — zo)"t! z

n! M n!N
= o e T R

[/ (20)] =

|
< n/ ’Lﬂ dz] <
27 |z—z0|=R (Z - Zo)n

O]

Teorema 3.5.5. (Liouville) Orice functie intreagd marginita este constantd.

Demonstratie. Fie f: C — C intreagd si marginitd. Fie M := sup,c|f(2)| €
[0,00). Fie R > 0. Cum f este olomorfa pe D(0, R), conform Lemei 3.5.4,

. M
f(2) ngoa 2" cu |ay,| 7

Cum R poate fi ales oricat de mare, rezulta ca a,, = 0, (V)n > 1, deci f(2) = ag
pentru orice z € C. O

Teorema 3.5.6. (Teorema fundamentald a algebrei) Orice polinom P € C[X]
neconstant admite cel putin o radacina complexd.

Demonstratie. Presupunem prin reducere la absurd ca P(z) # 0 pentru orice
z € C. Atunci f : C — C, f(z2) = ﬁ, este o functie intreaga. Cum
lim, o f(2) = 0 rezultd ca f este marginita, deci, conform Teoremei 3.5.5,
este constanta. Rezulta P este constant, contradictie. O

Teorema 3.5.7. (Mica teoremd a lui Picard) Daca f este o functie intreaga,

atunci f ia toate valorile din C cu exceptia a cel mult uneia. De exemplu
pentru f(z) = e, Im(f) = C*.

Teorema 3.5.8. (Teorema reziduurilor) Fie f : D C C — C o functie olo-
morfa. Fie v : [a,b] — D o curba simpla inchisa parcursd in sens direct
trigonometric. Presupunem ca z1,..., 2, sunt puncte singulare izolate ale lui
f continute in interiorul curbei . Atunci:

/f(z) dz = 27riZRez(f(z),zk).
v k=1
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Aplicatii ale teoremei reziduurilor:

1,1
1. f027r R(cost,sint)dt = f‘z|:1 R(ZJFTZ, 222.2 )« dz, unde R e o functjie rationald.
(z = e't)

—

este o

2. [ R(X)dx = 2mi 2 Im(z)>0 Rez(R(2), z), unde R(z) = ng)
functie rationald cu Q(z) 7é 0, (V)z € R, si grad(Q) > grad(P) + 2

[

este

3. [0 € R(x) dx = 270 Y12y 50 Rez(€ R(2), 21,), unde R(z) = P(z
rationala cu Q( ) #0, (V)z € R, si grad(Q) > grad(P) + 1.

~

4. Dacd in cazul anterior R(z) are un pol simplu in 0, atunci la suma din
dreapta se adauga mi Rez(R(z)e'?,0).

Exercitii

1. Calculati fﬂ/ 22 dz, unde 7 este segmentul care uneste 1 cu 1.
2. Calculati f,y(z2 + Z)dz, unde v = 90D, D = {|z| < 4,Im(z) > 0}.

3. Folosind teorema reziduurilor, calculati:

a) Jio—it1= A 9%

(x2/2)
b) f\z—i—2i| =2 CO(SZ—H)4 dz,
c) f\Z|=\f ctg(mz) dz,
) fz| 2 ?1 Sf)g dz,
e) f 82 dg,

|z|=2 22

£) f|z| =2 1 z > dz.

&) Jio—z=1 W dz,

h) f\z|=4 ﬁ dz,

) flevil=vs 7 i
j) fIZI=rde r> 2.

) f.o mripey Az r > 0sir £ 2.

1) f|z\:2 e 4% n 2 L

o,
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4. Calculati integralele trigonometrice:
) Y i S—

0 5+3sint
b) m dt,
C) (2-i—c0st)2 dt,
d) f T 5-&C-%Sc?)tst dt’
€ fo%r ﬂiiféi dt,

)

D) J3 s At
5. Calculati integralele rationale:
I (1+z2)3 dx,

a)
b)
5 dx,

6. Calculati integralele:

f Ccos T d
0 (x2+1)(z2+4)

o0 rsinx
b) 0 243

Vo = S‘5f4

d) (e 9] SIH CLJ?

o

dx, a > 0.
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3.6 Serii Fourier

Rea mintim cateva definitii din liceu. O functie f : R — R se numeste:
e para, daca f(—t) = f(¢t), (V)t € R.
e impard, daca f(—t) = —f(t), (V)t € R.

e periodica, daca exista T > 0 astfel incat f(t+ 1) = f(t), (V)t € R. T se
numeste perioadd. Cea mai mica perioada Ty, daca existd, se numeste
perioada principala. Daca f are o perioada principala Ty, atunci T > 0
este o perioada < T = kT, pentru un k € N*.

Observatia 3.6.1. Produsul a doua functii pare este o functie para, produsul
a doud functii impare este o functie para, produsul dintre o functie para si una
impara este o functie impara.

Exemplul 3.6.2. Functia f(t) = t", n € N, este para pentru n par si
impara pentru n impar. Functia cost este para, sint este impara, ambele
fiind periodice cu perioada principala 27. tgt si ctgt sunt impare, periodice
si cu perioada principala 7. Partea fractionara {t} e periodica, cu perioada
1, €Q

0, teR\Q’
siorice T € Q, T > 0, este o perioada, insa f nu are o perioada principala.

principala 1. Functia lui Dirichlet f(t) = t € R, este periodica
Propozitia 3.6.3. Fica >0 gi f: [—a,a] — R integrabild.

1. Dacd f e pard, atunci [ f(t)dt =2 [ f(¢)dt.

2. Dacd f e impard, atunci [¢, f(t)dt = 0.

Definitia 3.6.4. Fie f : R — R functie periodica, cu perioada 2¢, unde £ > 0.
Presupunem ca f e integrabila pe [—£, ] (De exemplu, f are cel mult un numdr
finit de puncte de discontinuitate pe [—¢, ] de speta 1). Definim:

o a, = %ffef(t)cos”%tdt, n > 0.

o b, = %ffzf(t)sin”%tdt, n > 1.

Functia S : R — R, definita prin

- t t
S(t) :%—F (ancosn%—kbnsinn%),

n=1

se numeste seria Fourier asociatd lui f.
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Daca f este para, atunci:
an, é/f COSTdt Mn=>0,b,=0, (V)n>1, S(t +Zancos

Daca f este impara, atunci:

2 [t ¢ > t
an =0, (V)n >0, b, = 6/0 £(t) sin%dt, V)n > 1, S(t) = nzlbn Sm%.

Daca f : [0,/] — R e integrabila, o putem prelungi prin paritate (im-
paritate) la [—¢, /], definind f(—t) = f(t) (respectiv f(—t) = —f(¢t)), (V)t €
(—¢,0). Prin periodicitate, prelungim f la R. Seria Fourier asociata se numeste
dezvoltare in cos (respectiv in sin).

Revenind la cazul general, dacd £ = m, atunci:

an =L [T f(t)cos(nt)dt, n >0,
by =21 [T f(t)sin(nt)dt, n > 1
S(t) =% +> 72 (an cos(nt) + by, sin(nt)).

Forma armonicd a seriei Fourier este: S(t) = Ao + Yoo, Ay cos(ZE + ¢p),

unde A, = /a2 + b2, iar pentru A4,, # 0, ¢, € (—7, 7| este argumentul lui
2¢y, = an + bpi, n > 1. Forma complexa a seriei Fourier este:

s inmt 1 ¢ inmt

Z cpe ¢, unde ¢, = — e ¢ f(t)dt, n € Z.
2 ],

n=—00

De observat ci ¢, = %(an—l—z’bn) pentrun > 0sic_, = ¢, = %(an —iby,) pentru

n > 1. Reciproc, a, = 2Re(¢,), (V)n > 0si b, = 2Im(c,), n

Teorema 3.6.5. (Dirichlet) Fie f : R — R periodica, cu perioada 2¢ > 0.
Presupunem cd f e mdrginitd si de clasd C' pe portiuni, adicd f e derivabild
st cu derivata continua pe (—{, L) cu exceptia unui numar finit de puncte. Mai
presupunem ca f nu are puncte de discontinuitate de speta a 2-a, i.e. existd
limite laterale in orice punct. Atunci

SUE+0)+ 7 -0), (VR

unde f(t+40) = limy~, f(y), f(t —0) = lim, ~ f(t) sunt limitele laterale ale
lui f. In particular, dacd f este continud in punctul t € R, atunci f(t) = S(t).

S(t) =

Propozitia 3.6.6. (Identitatea lui Parseval) In conditiile teoremei Dirichlet,

avem
a?
0 2
2—1—51(1 +0;) /f
n=
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Propozitia 3.6.7. (Formula integrald Fourier) Daca f verifica conditiile te-
oremei Dirichlet, atunci

_ ;/Ooodz/(: F(u) cos(z(u — £)) du.

Exercitii
1. Dezvoltati in serie Fourier f(t) = t,t € (—m,n]. Deduceti sumele unor
serii numerice, explicitand S(%) si identitatea Parseval.
2. Dezvoltati in serie Fourier f(t) = [t|,t € (—2,2]. S(0) =7.
3. Dezvoltati in serie Fourier f(t) = ( ), t € (—=¢,£]. S(0)=?
4. Dezvoltati in serie Fourier f(t) =t°,t € (—1,1]. S(0) =7, S(1) =?
2t te (1,0
5. Dezvoltati in serie Fourier f(t) = ( ) . S(0) =?
t, t€[0,1]
6. Dezvoltati in serie Fourier fi(t) = sin(2t), fo(t) = cos(2t), f3(t) = €2l
t e (—m,ml.
1, tef0,1 .
7. Dezvoltati in sin gi cos functia f(t) = [0,1] Calculati
~1, t e (1,2
Yoo (2; 421 Folosind identitatea Parseval, calculati 7 W
1, te[-2,—1]
8. Fie f(t) = ¢0,te (—1,1) . Dezvoltati in serie Fourier. Folosind
1, t € [1,2]
identitatea Parseval, calculati Y 7 m
9. Dezvoltati in sin si cos functia f(t) =n —t, t € [0,7). S(0) =?
. . 2,te]0,1)
10. Dezvoltati in sin si cos functia f(¢) = . S(1) =2,
§ 3 tia f(t) {2—t,te[1,2) (1)
t2,te0,1)
11. Dezvoltati in sin si cos functia f(t) =< 1, t € [1,2)
4—t te(2,3)
12. Dezvoltati in sin si cos functiile fi(t) = cos(kt), fa(t) = sin(kt), f3(t) =

et t e [0,7), k € N*.
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3.7 Transformata Fourier.

Definitia 3.7.1. Notam L'(R) = {f : R — C | |f| integrabild pe R}. Se
numeste transformata Fourier a functiei f € L*(R), functia:

Flf): R—C, F[f / ft)e ™" dt.
Dacd f € LY(R) este pard, atunci

Flfl(w) = 2/000 f(t) cos(wt) dt, (YV)w € R,

se numeste transformata Fourier prin cos a lui f.
Dacd f € L'(R) este impard, atunci

FIf](w) = —2i /0  F(t) sinwt) dt, (V)w € R,

se numegte transformata Fourier prin sin a lui f.
Teorema 3.7.2. (Formula de inversare Fourier) Fie f € L*(R) astfel incdt
Flf] € LY(R). Atunci:

= % /_Z Flfl(w)e“tdw, ()t € R.

Proprietatile transformatei Fourier
Presupunem ca f(t) < F(w) si g(t) < G(w). Fie a, 8 € C, tg,wp € R.
1. af + Bg < aF(w) + fG(w). (liniaritate)
2. F(t) < 2nf(—w). (formula de inversare)
3. flat) < ﬁF(g) (schimbare de scala)
4. f(t —tg) < F(w)e ™w, (translatia timpului)
5. €0l f(t) «» F(w —wp). (translatia frecventei)
fM(t) < (iw)"F(w). (derivarea in raport cu timpul)
(—it)"f(t) < F™(w). (derivarea in raport cu frecventa)
f(t) & F(-w). (conjugarea)

(f*9)(t) ;—’ F(w)G(w), (f*g)( f f(m)g(t — 7)dr. (produsul de
convolutie

© ® N o
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10. f(t)g(t) < 5= (F * G)(w). (inversarea convolutiei)

1,t>0
Exemplul 3.7.3. (1) Fie u(t) := {0’ t ~ g ol > 0sif() = ultto) ult—to)
Atunci: . . (o)
/" le ™t sin(wtg
= — w d = — 0 g
AN =y [ e
] 6—at7 t > )
(2) Fie f(t) = {0 . ~ ,unde a > 0. Atunci:
0 ) —at—iwt 1 a w
F — —at ,—iwt dt = € 00 __ — -
) /0 c a+iw Y T a+iw w?4+a® wl4a?
Exercitii
1. Sa se calculeze tranformata Fourier a functiei:
a) f(t) =e 9 a >0
b) f(t) _ e*7|t+4\
o) f(ty=e"
d) f(t) =te ™ a >0
o) (1) = !
11— o<
— T7 )
) ar(t) {07 gt

2. Calculati transformata Fourier a functiei f(t) = 1(sgn(t + to) — sgn(t —
to)), unde ty > 0.

3. Sa se calculeze transformata Fourier a functiei:

@ﬂw:{mgmm<m

0,|t] > =
e, [t <1
b) f(t) =13 lt|=1
0,t] >1
—e t te(-1,0)
c) f(t)=qe', te(0,1)
0,[t] >1

d) f(t) = Z1, t€R.
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4. Calculati transformata Fourier a functiei f(t) = m si scrieti repre-

zentarea sa integrala.

5. Calculati transformatele Fourier prin cos si sin si scrieti reprezentarile
integrale corespunzatoare:
1, t€[0,a)
a) f(t) =43 t=a
0,t>a

t—1, tel0,1],
0,t>1

o) £(t) {sint, t €[0,m],

0,t>m

6. Sa se rezolve ecuatiile integrale, cu formula de inversare Fourier:

a) [o° y(t) cos(wt) dt = o
1—t, te(0,1],

b) [Zo F(w) cos(wt)dw = i(t), unde (t) = {0 t>1
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3.8 Transformata Laplace.

Definitia 3.8.1. O functie f : R — C se numeste functie original Laplace
daca:

(a) f(t) =0 pentrut < 0.

(b) f este derivabila pe portiuni, adica multimea punctelor in care nu e
derivabila este discreta.

(¢) Ezista M > 0 si o9 > 0 astfel incat |f(t)| < Me?t, (V)t > 0, adicd f
are o crestere cel mult exponentiald.

oo se numeste indicele de crestere al functiei f.

0, t<0
leu(t) =<5, t=0. Daca j veriica s1 (c¢), atunci u- f este origina
F. %7 D v .ﬁ v b . . o . 1
1, t>0

Laplace.
Definitia 3.8.2. Fie f : R — C o functie original Laplace. Transformata
Laplace a lui f este

F =L[f] : {Res > so} — C, F(s) :/Ooof(t)e_Stdt.

Se arata ca F este olomorfa pe {Res > sp}.

Exemplul 3.8.3. Pentru Res > 0, avem:

Clu()](s) = /O Tty =

—st

e o 1

—S g S

Teorema 3.8.4. (Mellin-Fourier) Fie f : R — C original Laplace cu indicele
de crestere oy si F = L[f]. Atunci:

1 1 a+100
—(f(t+0)—f(t—0)) = / F(s)ettds, (V)t >0,
2 278 Jo—ico

unde o > o e arbitrar. In punctele in care f e continud, putem scrie f(t) in
partea stangd.

Corolarul 3.8.5. Fie f : R — C original Laplace si F = L[f]. Presupunem
ca F(s) admite o prelungire olomorfa in C\ {s1,...,Sn}, tar si,...,sy sunt
puncte singulare izolate pentru F(s). Mai presupunem cd lims_,o |F(s)| = 0.
Atunci:

F(t) =) Rez(F(s)e™, sp)ult).
k=1
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Proprietatile transformatei Laplace

Presupunem ca f(t) < F\(s) si g(t) < G(s). Fie a,tp € R, «, 5 € C.

1.

2.

3.

10.

af + g « aF(s) + fG(s). (liniaritate)
f(at) < L1F(2). (aseméanare)
f(t —to) « F(s)e ', (intarziere)

e 10 f(t) < F(s+ so). (deplasare)

" f(t) < (=1)"F ™ (s). (derivarea imaginii)

fM(t) & s"F(s) — s" 1f(040) — s" L f/(04+0) —--- — f=1(0 4 0).
(derivarea in raport cu timpul)

fo T)dT @ (integrarea originalului)

@ o fpoo F(u)du

(f * 91)(t) )<—> F(s)G(s), (f*g)t) = [ f(T)g(t — 7)d7 (produsul de
convolutie

f) -l-fo g (t —71)dr < sF(s)G(s).

La punctul 3, se subintelege f(t — to)u(t — to).

Transformatele Laplace ale unor functii importante

1.

2.

3.

. sin(wt)u(t) <«

u(t) < 1, Res > 0, vezi Exemplul 9.3.

t"u(t) < %, Res > 0.

e“tu(t) < Res > w.

s— w’
cos(wt)u(t) < 7z, Res > 0.

Res > 0.

52+ 2

ch(wt)u(t) < "=, Res > |wl.
sh(wt)u(t) < =%, Res > |w|.

siiiy(t) < arcctg(s), Res > 0.

$(sint — tcost)u(t) < G 2+1)2, Res > 0.
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Exercitii

1. Calculati imaginile Laplace pentru urmatoarele functii:
a) f(t) = (€3t —sint + 2t — 3)u(t).
b) f(t) = “Fru(t).
(

c) f(t) = at(ﬂ + bt + c)u(t).

d) f(t) = e Lsin(t — Du(t — 1).

e) f(t) = cos*(Tt)u(t).

f) f(t) = (at) sin(bt)u(t), a,b € R.

9) f(t) = cos(3t) costu(t)

h) f(t) = cos(wt)u(t), weR.

i) f(t) = tsh(3t)u(t).

§) f(t) = [y T*cos(2(t — T))dr.
2. Determinati functiile original ale caror tranformate Laplace sunt:

a) Fs) = iz

b) F(s) = R

c) F(s) = 34,

d) F(s) = 225505

e) F(s) = %4

f) F(s) = 15

8) F(s) = g

h) F(s) = 2555

D) F(s) = #°7u1s

) Fs) = 5

k) F(s) = 8 — 357

D) F(s) = %75

m) F(s) = 3% + 500

n) F(s) = #5

o) F(3) = Gty

827
p) Fls) = k.
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3. Rezolvati urmatoarele ecuatii si sisteme, folosind transformata Laplace:

a) 2" + 62’ + 9x = 9¢3, (0) =0, 2/(0) =0
b) 2" — 3z + 2z = 4, x(0) = =3, 2/(0) =5
0 {az’—x+2y=0

x4+ 2y =2 — cos(2t)
q {l’l+5l’—2y:€t

y —x+ 6y = et

) x(t) — 2 [ a(r)dr = 1(1 — cos(3t))

£) x(t) =t +4 [3(t — 7)a(r)dr
a(t) = tcos(3t) + [o sin(3(t — 7))a(r)dr
x(t) = cost + fg(t —71)et"Tx(T)dT

. Calculati I = fom%dx. (Indicatie: Calculati transformata functiei

I(t) _ Ooo sini;(tx) dX)

5. Rezolvati ecuatia cu argumente intarziate y(t) —y(t — 1) =t¢t, t > 0.
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3.9 Transformata Z.

Definitia 3.9.1. Se numeste semnal discret, o functie z : Z — C. Notam
x = (Tn)nez, oltfel spus, x, = x(n). Notam S multimea semnalelor discrete.

Se numeste semnal discret cu suport pozitiv, un semnal discret x cu x_, =
0, (Y)n > 1. Notam Sy multimea semnalelor discrete cu suport pozitiv.

1, n=k
Ok(n) := 0 n#k’

mentul k. § := .

Daca z,y € S astfel incat exista (x*y)(n) :=> po  Tn_kyr € C pentru
orice n € Z, atunci x xy se numeste produsul de convolutie al semnalelor x
$1Y.

Observatia 3.9.2. (1) (S;,+,*) are structurd de domeniu de integritate
(inel comutativ unitar integru). Elementul neutru la produsul de convolutie
este 0. De fapt, S = C[[t]] = inelul de serii formale, izomorfismul fiind dat
de z— Y 0 jant™.

(2) Daca x € S i k € Z, atunci (z * §;)(n) = z(n — k), (V)n € Z.

n € 7, se numeste impulsul unitar discret la mo-

Definitia 3.9.3. Fie x € §. Se numeste transformata Z a semnalului discret
s, seria Laurent

Ly(z) := Z z(n)z™"
X(2) := La(2) este o functie olomorfa pe domeniul r < |z| < R, unde r =

lim sup,, T\L/m st R = m. Vezi Definitia 4.6.
Propozitia 3.9.4. Fiex,y e S, o, € C si k € Z. Atunci:
1. Logypy(2) = aLg(2) + BLy(2).
2. Lasy(2) = La(2) Ly (2).
3. Lipwsy (2) = 27 Lo (2).
Propozitia 3.9.5. Fie x € S un semnal cu suport pozitiv. Atunci L,(z) =

X (z) este olomorfa pe |z| > r, unde r = limsup,, ¥/|z(n)| = lim, ‘x&:)l‘) )

daca exista cea dea doua limita. Mai mult, daca p € (r, R), atunci:

1
z(n) = — 21X (2)dz, (V)n € N.
2mi |z|=p
Presupundnd ca X (z) admite o prelungire olomorfa pe C\ {20, 21,...,2n} cu
20 =0 g1 {20, 21, ..., 2n} puncte singulare izolate pentru X (z), atunci:

z(n) = ZRez(z"_lX(z), zk), (V)n € N.
k=0
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Formule asemanatoarele pot fi obtinute si daca renuntim la ipoteza ca
x e cu suport pozitiv. O altd metoda posibila este aceea de a scrie direct
dezvoltarea in serie Laurent a lui X(z). (pentru x semnal pozitiv, scriem
dezvoltarea pe domeniul |z| > 7, astfel incat toti polii lui X (z) sunt in |z| < r;
dacd x nu e pozitiv, putem avea si alte domenii)

Lista cu transformatele Z ale unor semnale uzuale din S,
1. 6k = 2, 2# 0,k € Z
2. 1o F5 2] > L

3. nHﬁ, ’Z’>1

4. n? ézj)lg, |z| > 1.

5. a" < Z-, |z[ > a,a>0.

z(z—cosw)

6. COS((JJTL) e 22— 2zcoswtl’ ‘Z| > 1.
7. sin(wn) < %’ |z| > 1.

Exercitii

1. Determinati semnalul € &4, cu transformata Z:

a) X(Z) — _ 2243

22—52+6
b) X(2) = 7t
¢) X(2) = ey
d) X(z) = ( —1)2(§2+z—6)
e) X(2) = moaar: 0> 0.
1, n>0

— . Rezolvati ecuatia y * a = z, unde:
0, n<0

2. Notam u(n) = {
a) a=09_9+30_1+ 20, z, =5-3"u(n), n € Z.
b) a=06_9—36_1+6, z, =cos(m(n+1))u(n+1), n € Z.
)a=0_9—40_1+ 39, z, = 2u(n), n € Z.

)a=06_1—20, v, = (n?—2n— 1)u(n), n € Z.

)

[o¥
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3. Determinati expresia sirurilor recurente:
a) Tpto = Tpyl + Tp, xo =0,z = 1.
b) pt2 — 3Tpt1 + 22, =0, z9=4,21 =6.
C) Tpy2 — 4Tpi1 + 3, =2, x9=0,21 = 1.
d) pio + xpy1 — 62, =n, x9=0,21 = —1.
€e) Tpia — 3Tpt1 + 22, = 2", x9=0,21 =0.

f) xpyo — brpe1 + 6z, =4-5", x9=0,21 = 1.

4. Aratati ca semnalul x € S;, x, = 2”2,n > 0, nu admite transformata Z.
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3.10 Exercitii recapitulative

1. Rezolvati ecuatiile:
a) 22 — V32 +i=0.
b) 23 — 2+ 2i = 0.
c) 28 +24+2=0.
d) 212 =1.

2. Reprezentati grafic domeniile:
a) 1 <2z —3i| <2.
b) |z — 2i| + |z — 2i| = 6.
c) {Im(z?) <4} N{Rez > 0}.
d) |22 — Im(2?) = 1.

3. Demonstrati identitatile:
a) |sin z|? = sin? x + sh?y, unde z = z + yi.

b) | cos z|? = cos? x + sh?y, unde z = = + yi.

4. Scrieti A = %ﬁz‘/ﬁ sub forma trigonometrici. Calculati Ln A, A% gi v/A.

5. Calculati:
a) el=07,
b) sin(1 + 7).
c) tg(§ +iln2).
d) cth(§ +iIn3).

6. Calculati:
a) (—1)1+2,
b) Ln(2 + 2i).
c) V(1 +4)1+),
d) Arcctg (‘[%’)

7. Rezolvati ecuatiile:
a) sinz +ishz = 0.
b) ctgz =1+1.
c)chz—shz=1+1i.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

d)Inz=(2— %)

e) cos(2z) = 2i.

f) e* = 2i.

Determinati a, b, ¢,d € R pentru care functiile urméatoare sunt olomorfe:
2) }(2) = 2+ ay +i(ba + )

b) f(z) = 2% + axy + by? + (ca?® + dxy + y?)i.

¢) f(z) =cosz(chy + ashy) +isinz(chy + bshy).

Fie f(z) = z - |z|%. Calculati %, %?];’ % si %.

Aratati cad f : C — C, f(z) = |z + 1|, nu e olomorfa in nici un punct.

Aratati ca f : C — C, f(2) = /|22 — 22|, este continud in zg = 0,
satisface relatiile Cauchy-Riemman, dar nu este olomofa. (Indicatie:
Re f(z) nu e diferentiabila in (0,0)).

Determinati punctele in care functia f(z) = 22 + 2|2|? — 222 + 32 + 22
este olomorfa si calculati derivatele in punctele respective.

Determinati functia olomorfa f : C — C, f = u + vi cu u(x,y) =
sin(2x) - ch(2y), f(0) = 0.

Determinati functia olomorfa f : C — C, f = u + vi cu u(x,y) =
e** cos(2y) +y* — 22, f(0) = 1.

Determinati functia olomorfa f : Q@ = {z € C : Re(z) > 0} — C, cu
(Re f)(w,9) = — 5 51 £(1) = .

Determinati functiile olomorfe f : {Rez > 0} — C, f = u + vi cu
v(z,y) = 3In(2? + y?) + = — 2y.

Fie u(z,y) = m Determinati v(z, y) astfel incat f(z) = u(z,y)+
v(z,y)i este olomorfa i f(0) = —i. Calculati f/(0).

Determinati functia olomorfa f : C — C cu (Re f)(x,y) = e*(zcosy —
ysiny) si f(0) = 0.

Determinati functiile olomorfe f : C — C, f = u + vi, cu u(x,y) =
o(ax + by), a,b € R constante, ¢ € C2, f(0) = 0.

Determinati functiile olomorfe f : C — C, f = u 4+ vi, cu proprietatea
ca v(z,y) = p(x? —y?), unde p € C?(R).
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21. Determinati functiile olomorfe f : C — C, f = u + vi, cu proprietatea
ca u(z,y) = zo(z? — 3y?), unde p € C?(R).
22. Determinati discurile de convergenta pentru seriile de puteri:
a) 3o %,
b) >o2, a™ 2", |a| < 1.
oo (2=3i\" An
c) Zn:0(5+i> (z—1+4+1d)™.
. n
Q) oo (L)
23. Dezvoltati in serie de puteri si in serie Laurent in jurul lui z; = 1, functia
f(z) = cos %5
24. Dezvoltati in serie Laurent functia f(z) = iﬁitig":i in jurul punctelor
20:0, 21:1, 22:—1.
25. Dezvoltati in serie de puteri functia f(z) = m si in serie Laurent
pe domeniile a) 1 < |z| < 2si b) |z| > 2.
26. Dezvoltati in serie Laurent functia f(z) = m pe domeniile a)
|z <1,b) 1< |2| <2, ¢) |2 >2.
27. Determinati punctele singulare, natura lor si reziduurile pentru:
4_
a) () = 2zt
o ch(iz)
b) f(Z) T (2%244z+5)2%"
c) f(z) =5
d) f(z) =sinZ.
©) f(2) = 2%e=
_ .3 1
f) f(z) = 2z° cos
_ 1
g) f(Z) 2z sin 22
h) f(z) = (22_11_1)717 n>1
28. Calculati reziduurile functiei f(z) = ﬁ in punctele singulare si co.
29. Calculati fwz\ dz |, unde pentru z = ¢(t), |dz | = |p(t)| dt si:
a) v este cercul |z| = R.
b) 7 este segmentul care uneste punctele 1 i i.
30. Calculati f|z\=1 1dz i f| Z% dz.

z|=1
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31. Calculati:

3z

a) f|z\:1 % dz.

44
+322+1
b fz—f—z\ =3 (2+1)3 dz.

C) f 3—” zsmzdz'
)fz| 1 ZZ_SE dz.

o,

tgz
'yz %

)
f) f7 dz unde v este semicercul |z| = R,Imz>0si R >0, R # 1.

g) 2= % dz, r # 1,2. Discutie dupa r.

@

dz, unde 7 este triunghiul cu varfurile 0, 1 4+ 2¢ gi —1 + 2i.

1
32. Fie f(2) = 257.

a) Determinati punctele singulare si natura lor.
b) Calculati reziduurile functiei in punctele respective.
c) Calculati flz‘_ﬁ f(z)dz.

=32

. /2
33. Fie f(z) = Z;fil .

a) Determinati punctele singulare gi natura lor.

b) Calculati reziduurile functiei in punctele respective

c) Calculati ﬁz‘:% f(z)dz

34. Calculati fv %dz unde a) v: |z =3/ =0,b) v:|z+i| =2,5ic)

v e un drum inchis situat in semiplanul Im(z) > 0.

35. Calculati integralele trigonometrice:

) OZWmdt unde 0 < a < 2.
2r 1 t
b) Jo" Fremt db.
c) f (Q—ﬁglsntt)2 dt.
d) 5+4smt) dt.

36. Calculati integralele rationale:
a) Jo it dx.
b) J2% m4+16 dx.

) Jo 2+1)3 dx.

d) fO wdx, a> 0.

o
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Calculati integralele:

a) Jy- (x2+clo)?§2+9) dx.

b) fy* 2y dx.

o0 rsinx
) 2% ro04+10 0%

S} T CosT
d) ffoo z2422+10 dx.

e) I = [ cos(x?)dx si J = [; sin(z?) dx.

sin((2n—1)t)

cr e o _ 4o
Aratati ca sgnt = — > ¢ | 5

pentru t € (—m, 7).

1, t €]0,1],
—1, t € (1,2]

Fie f(t) = {

a) Dezvoltati f in serie de cosinusuri.

b) Calculati 3,7, % '

Dezvoltati f(t) = cos(at) + sin(bt), a,b > 0, dupa cosinusuri si sinusuri.
Dezvoltati in serie Fourier functiile, scriind totodata forma complexa si
armonica:

a) f(t) =|cost|, t € (—m, ).

b) f(t) =7 — 2, t € (=, pi).

C) f(t) = ﬁ, tGR

1, te-2,-1u(,2],
) 7(0) = {0, te(=1,1)

e) f(t)=eltl, t € (—m, 7).

Calculati > >, 7714’ folosind identitatea Parseval pentru seria Fourier

asociati functiei f(x) = 22, x € (—, 7).
Fiea > 05 f(z) =™, x € (—m, 7).

a) Scrieti dezvoltarea Fourier a lui f.

oo (=D"

b) Deduceti sumele seriilor y > ﬁw s1 D000 prraz-

c¢) Deduceti dezvoltarile in serie Fourier ale functiilor g(x) = sh(ax) si
h(z) = ch(az) pe (—m, ).

Deduceti identitatea 5% = %~ Sin("x)7 z € (0,2n). Calculati >2°° sin(2nz)

i j :OO 1 S n-+ )I)

pentru z € (0, 7).
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45. Dezvoltati in serie de sinusuri functia f(t) = t(m —t), t € (0, 7).

asint +bcost, te[0,7]

46. Dezvoltati in serie de sinusuri functia f(t) = ) ,
asint —bcost, te[§,7]

unde a,b > 0 si a® + 0% = 1.

47. Calculati transformatele Fourier ale functiilor:
a) f(t) = e " 4 bte— .

sin(2t) t;«éO
_ t
b) £(t) = {2’ e
e t>0
) (1) = {0’ -
d) f(t) =u(t —a) —u(t —b), unde u(t) = {l’t >0 sia<b.
0,t<0

e) f(t)=1t—1|—2[t|+ [t +1].

48. Rezolvati, cu ajutorul transformarii Fourier, ecuatiile integrale:
o0
a) [y x(t)cos(wt) dt = {

w, welo,1],
0, w>1 .

o 1=t te(0,1),
b) [;° X (w) cos(wt)dw = {07 e (1,00
b) [5° x(t)sin(wt)dt = e, w > 0.

¢) Jo  x(t) sin(wt)dt = w > 0.

1
402497
49. Determinati transformatele Laplace ale functiilor:

a) f(t) = sin?(wt)u(t), unde w > 0.

b) f(t) = ((t + 2)e3 + 2e~t cos(2t) )u(t).

c) f(t) = cos(at) cos(bt)u(t), unde a,b > 0.

d) f(t) = (sh(at) cos(bt) — ch(bt) sin(at))u(t), unde a,b > 0.
e) f(t) = te* sin(3t)u(t)

f) f(t) = fo T2eTdr

g) f(t) = [y r2e2tTdr

h) f(t) = Ch(tm)u(t), unde w > 0

i) f(t) = e—2t2u(t).

D) =@t-1)%ut - 1)
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50. Determinati functiile original ale caror imagini Laplace sunt:
a) F(s) = 7(82+9)5(82+1).
b) F(s) = Grriss—sn (si5o052560)
C) F(S) 52— 25+5 + (8526-"-15)2'
5s2—15s+11
d) F(s) = o F)(s=2)2"
51. Calculati, cu ajutorul transformarii Laplace, integralele:
00 ain 2
a) [°sine? gy
foo smzx
0
) Jio eontis )dx £>0.
52. Rezolvati, cu ajutorul transformarii Laplace, ecuatia cu argumente intarziate
3y(t) —4y(t—1)+y(t—2)=t t>0.
53. Rezolvati, cu ajutorul transformarii Laplace, ecuatiile diferentiale:
a) " + 32’ + 2z = 4e7t, 2(0) = 1, 2/(0) = 0.
b) 2" + 62’ + 9z = e3¢ 2(0) = 0, 2/(0) = 0.
C) x//+21’ +x = t-;l’ IIT(O) = O, SU/(O) = 0
d) 2" — 32" + 32" —y = t2%e!, 2(0) = 1, 2/(0) = 0, 2”(0) = —2.
e) 2" — 22’ + 5x = e’ cos(2t), z(0) = 1, 2/(0) = 1.
f) te” + 22" =t —1, 2(0) = 0.
g) 2" —x =tht, (0) =1, 2/(0) = —1.
54. Folosind tranformata Laplace, determinati solutia sistemelor:

! — t =1
a) T=yte , >0, 2(0)
Yy =—x+et y(0) =0
3 2 =1 0) =
o’ + 2z 4y >0 z(0)
' +4y +3y=0

{ (0)
{x+5:ﬁ—2y—e ’t>0{x(0):1
Yy —x+6y=e* (0) =

1 2 :t 0 — /0:
oty —y=e ¢ > 420 =2'0)
42—y +y=e?
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95.

56.

o7.

98.

59.

60.

Rezolvati, cu ajutorul transformarii Laplace, ecuatiile integrale:
a) x(t) = cos(2t) fo (t —7)et"Tx(r)dT.

b) z(t) = tcos(3t) + fo sin(3(t — 7))z(r)dr.
o) at >—t+4fo r)(t — 7)dr.
d) o/ fo )cos(t — 7)dr, x(0) = 1.
)smt—t—i—f T)(t — 7)dT.
Determinati semnalul z € S; a carui transformata Z este:
a) X(2) = o5 o
2241
) X(:) =
c) X(z) =
d) X(2) = oo

Calculati transformata Z a semnalelor:

a) xp, =u(n —2) —2u(n — 1) +u(n), n € Z.

b) ,, = sin®(wn)u(n), n € Z.

¢) n = (sh(wn) + ch(2wn))u(n), n € Z.

Cu ajutorul transformarii Z, determinati semnalul y € S, care verifica
ecuatia y * a = x, unde:

a) a=0_9+46_1 + 39, z, = 2u(n), n € Z.

b) a=09_1+26, z, = (2n% + 2n + 1)u(n), n € Z.

Determinati, cu ajutorul transformarii Z, termenul general al sirului
(2 )n definit prin:

a) Tpyo —4rpi1 + 3z, =2n,n €N, 2o =0, 1 = 3.
b)

C) Tpy2 + Tpy1 —6x, =n,n €N 29 =0, 27 = —1.

Tn42 — 3xn+1 + 2-/1:77, == 2”, n e N, To =1 = 0.

oL

) Tnyo — BTpt1 + 6z, =4-5", neN, oy =0, 21 = 1.

¢

) Tnyo — 2Tpt1 + 2 =2,n €N, 29 =0,21 = 1.
f) xpio + 22041 — 2 =2, 1 >0, 29 = —1, 21 = 3.
8) Tnta — 2Tpg1 + 22, =27 N >0, 29 =0, 31 = 1.
h) zpt2 + 2241 +2p=n+1,n>0,20=0, 21 = 1.
Determinati termenii generali ai sirurilor (an)n>0, (bn)n>0 care verifica:

n—1+ Tan +by, =0, bpy1 +an+5b, =0, neN, qp =1, bg=1.
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Capitolul 4

Solutii si indicatii

4.1 Exercitii din capitolul 1

Pagina 16

1. b) Este o tautologie (are doar valoarea 1).

2. 3z, (VyP(z,y) st Qz,y).

3. Evident x ~ z. Daca x ~ y, atunci cosx = cosy, deci cosy = cosz, de unde
rezulta y ~ x. Fie x,y,z € R, astfel incat = ~ y g1 y ~ z. Atunci cosx = cosy
si cosy = cos z, de unde rezulta cosx = cos z, deci © ~ z. Rezulta c§ ~ este o
relatie de echivalenta pe R.

Avem /g\ ={z R cosz =cos(%)} = {+% +2k7 | k € Z}.

4. Se rezolva similar cu 3. 1/—1—\2 = multimea solutiilor ecuatiei 2> = 1 + 1.

5. (P(X),A) e grup comutativ cu elementul neutru §; AAA =, deci A e opusul
lui A. (P(X),N) e monoid comutativ cu elementul neutru X. De asemenea,
AN(BAC)=(ANB)A(ANC).

6. Se expliciteaza modulele.

7. Din {a} + {b} =a+b—[a] — [b] = 1 rezultd a + b = [a] + [b] + 1 € Z. Daci
a,b € Z, atunci [a] 4 [b] = 0.

8. |2528|<26 2< 3B <26 4<3r-5<41<3x<9szcls, 3
Deci A=[1,3]si B=ANZ={0,1,2,3}.

9. a) 224+2=0% 22 = -2 deci 212 = +ivV2. b) 21 =2, 203 = —1 +iV/3, ¢)
21,2 = :|:Z7 23,4 = :tl\/g

10. Se foloseste (1 +4)" = > p_, Chi*.

219
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Pagina 19

1. a) Dacd y € f(AUB), atunci existd x € AUB cuy = f(z). Dacd z € A, atunci
y € f(A), iar dacd z € B, atunci y € f(B). Prin urmare z € f(A) U f(B), deci
f(AUB) C f(A)U f(B). Incluziunea f(A)U f(B) C f(A U B) este evidenta.
De asemenea, e evident f(AN B) C f(A) N f(B).

2. Varful parabolei y = f(z) = 2% + 3z + 2 este V(—3, —1). De aici rezultd ci f
este strict descrescitoare pe (—oo, —%], strict crescatoare pe [—%, o0) siIm(f) =
[—1,00). Atunci flimg o) [—3,00) — [—1,00) este bijectiva (injectivitatea
rezulta din faptul ca f e strict crescatoare).

6. Observam ca f(x + 1) = {2z + 2} + {3z + 3} = {22} + {3z} = f(x), deci
To = 1 este o perioada. Presupunem ca T > 0 este o alta perioada. Atunci
f(0)=0={2T}+{3T}, de unde {27} = {3T} = 0. Deci 2T,3T € N*. Cum 2
si 3 sunt prime intre ele, rezulta T' € N*. Deci Ty = 1 este perioada principala.

7. f impara, g para, h nici para, nici impara.

Pagina 22

1. Multimile A, B, F, H, I, K sunt numaérabile, multimile D, G sunt finite si
multimile C, E, J, L sunt nenumarabile.

k, n =2k

, este bijectiva.
—k—1, n=2k+1

2. Functia f : N —Z, f(n) = {

Pagina 29

1. Orice punct = € (0,1) este interior, deoarece (§,1) C A este o vecinatate a sa.
0 nu este punct interior, pentru ca orice vecinatate V' a lui 0 contine un interval
de forma (—¢,¢), cu e > 0, care nu e inclus in A. 2 este punct izolat, deci nu
poate fi interior. Prin urmare A= (0,1). 1 € A, deoarece orice vecinitare V
a lui 1 contine un interval de forma (1 —e,1 4+ ¢€), cu € > 0, care intersecteaza
multimea A.

2. a) Avem 0 < z, =
parte,

% <1, (V)n > 0. Deci (zp), este marginit. Pe de alta

_ 2n+2 2n 4
243 2n+1 (2n+3)(2n+1)

Tpt1 — Tn >0, (V)n >0,

deci (x,, ), este strict crescator.
b) marginit, nu e monoton, ¢) nemarginit, crescator, d) marginit, descrescator,
e) nemarginit, crescator, f) marginit, crescitor, g) marginit, descrescator,

h) marginit, crescitor, i) marginit, crescator.
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3(2n+1)—2(3n+2)

3(3n12) ’ 9n+6 < g, rezulta 9n 46 >

3. a) Fiee > 0. Din‘%Jrl -2l =

3n+2 3
%, adica n > %(é — 6). Fie n. := [% (é —6)} + 1. Atunci, pentru n > ne,
avem gZi; - %‘ < ¢, deci lim, % =2
— 1 1 e 1 5

4. a) 1Avem mnl = o T 1n2+2 +ot e < \/W Pe de alta parte,
S ST S S n i im.
st st T > T Cum lim,, \/7 = lim,, = 1,
din criteriul clegtelui rezulta ca lim,, x,, = 1.

5. a) Din [$22 — 0 |Sm”‘ < Lsilim, L =0, rezulta lim, 2% = 0, conform

criteriului majoraru
6. a) Avem 1 <@y =1t g+ -+ <ldqg++oipp=1+7 -5+
=L =24 L <2 (V)n > 1, deci sirul (2,,),, este marginit. Pe de alta
parte, Tpi1 — Tp = ﬁ > 0, deci (z,,), este crescator.

. n(l+1) 1+ . .
7. ) limy, gy = N, gty =l gapiny = lim, 57 = 0,0) 3, ) J5,
d) 00, €) —o0, f) 4, 8) 3, h) 5, 1) §,§) V4, k) 00,1) 5
8. a)hmn(n —n—l—l)—hmn 2(1—%4-”*12):007
) o0

b) 00, ¢) 00, d) 3, ¢) 3,1) 1, 8) 3

. il 3n+1 . 3n+1 . 1 —(n+2) %
9. a) lim, (n+2> = lim,, (1 + n+2) = lim,, (1 + n+2) =

e 3, b) Ve ¢)2,d)0,e) —1,f) 1, g) In2, h) In3, i) 3.

o V24m Vntl — qiy (D 4nvnZin 2
10 a) 0, b) hmn 7"17"1_ hmn m = hmn (n+1)—3_n3_ =3
C) 07 d) 07 e) Oa f) 3 g) 1 h) L.
11. a) lim,, W:Hmn("%)—l b) 1, ¢) lim, \nﬁ—hmn v 7%:
. n ! n" . n n" .
= hmn % T = hmn % = hmn (nT_&l)'n = %7 d) 4.
12. a) Fie n,p > 1. Atunci |zp4p — @] = (n+1)2 + (n+2)2 +- +W <

1 1 1 1 _
n(n+1) + (n+1)(n+2) +ot (n+p— 1)(n+p) n n+p — n" Cum hmn n O
rezulta ca (z,,), este Cauchy. b) |z,1p—zn| = n+1 +o m > 45 Alegénd
p = n, avem ci |xo, — Tn| > % Prin urmare, pentru € = 2 si n > 1, alegand

P =n avem |Tp4p, — Tp| > €. Prin urmare, girul nu este Cauchy,

d) sir Cauchy, e) gir Cauchy, f) gir Cauchy.

Pagina 37

. 223242 (z—1)(x—=2) _ 7. z—2 __ _ 1
1. 3,) hmxﬂl 31 hmz*d m = hmz*d Pra+l 3 b) 5,

) ¥2,d)2,e) L, f) 2 g) 0, h) 12

2. f e continua pe R*, dar lim,_, f( )= % # 0= f(0), deci f nu e continud in 0.

3. f([0,1]) trebuie s fie un interval compact.
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Pagina 45
1. a) f/(z) = (2" 1) = 2/ 1 4 a(e” F1) = (1 +222)e” 1, b) f'(x) = Z£L.
2. a) f'(z) = ae®®, f"(x) = a®e™ etc. Deci f(™(z) = a"'e®®, n > 1, afirmatie

care se demonstreazi prin inductie, b) f((z) = %11()"”1)!, n>1,

Cos T, n = 4k

—sinz, n=4k+1
—cosx, n=4k+2’
sinx, n=4k+3

f) f(z) = -5 — —L1, g) Se foloseste (x2e7)(™) = 7 Ck(a2)(n=F) (e7)(k),

xT xT

i) @)= (z+4)77.

&) F) () = &) (@) = (1) e, n > 1,

1

1_7
3. a) limg_g = lim,_.¢ 3“;22“ = lim,_.¢ m = %, b) 0, ¢) 0, d) oo

e)0,f)oo,g) 1, h)e 2

4. a) Avem f'(z) =naz" ' — (n+1)2" = 2(n — (n + 1)z). Ecuatia f'(x) = 0 are
solutiile 21 = 0, z2 = A5, ' >0 pe (0, ;57) si f* <0 pe (5%, 1]. Rezultd ca

r—arctgx
3

Ty = 5 este punct de maxim local pentru f.

5. a) Avem f'(z) =32® — 4z +1si f"(z) =6z —4. f' >0 pe (—o0,3) U (1,00) si
f' < 0pe (3,1). Deci f este strict crescitoare pe ( 00, 3], strict descrescitoare
pe [%, 1] i strict crescitoare pe [1,00), deci 1 = = e punct de maxim local si

r9 = 1 e punct de minim local.
f" < 0pe (—o0,2)sif”>0pe(%,00), deci f e concavi pe (—oo, 2] si convexa
pe [2,00).

Pagina 51

1. a)an:m:% (%*m) deClSn*Zk 1ak*32k 1(%7%-&-3) nz

: 1 1 1 1
L Demsn:g(ZZ:m—Zk:lm)— (1+ +*—nT1—nTz—n+3)~
Prin urmare S = lim,, S,, = % (1 + % + g) = %é este suma seriei, ¢) S = —In2,

d)S:ZZOOnI:67

o 3"+ 4"+1 00 n
e) Zn 0 ( - Zn 0 (%) 4271:0 (7%) = 1_1% - 1ﬁ§ = 7%7 f) 17
g) o0

2. a) Nu exista lim,(~1)", b) lim, (57) = L #0, ¢) lim, 242t = 2 20,

_ _n+42 n 1 : o0 1 : e : oo
3. a) x, = T > = 7 Seria Y ", N divergenta, deci ) ", x, e
. o o 1 . oo 1 v . oo
divergenta, b) z,, = n2+n+3 > 5. Seria ) ", -5 e convergenta, deci ) ", x,
s _ 2" _ 2232 L (2\n—2 o (2\n—2
e convergentd, c) z, = 2 = 22322 < 2. ()77 Cum Y .7, (%) e

convergentd, rezultd ¢cd Y, x,, e convergentd, f) convergenta, g) convergenta,
h) divergentd, i) divergenta, j) convergentd, k) convergentd, 1) divergenta,



CAPITOLUL 4. SOLUTII ST INDICATIIL 223

\/n+ —vn _ 1 1

m) Avem 2, - ncwmwﬁ) T ey T
Deoarece lim,, 2 = lim, A\F 1€ (0,00), rezulta 3,z ~ >, yn. Pe

de alta parte, ) ¥, e o serie armonica, convergenti pentru o > ; si divergenta
a< 1 . Deci Z T, € convergenta pentru a >1 5§ divergenta pentru a < 1

7W~%:n—12:yn. Cumlimnx: 2 € (0,00) 81>, yn €

convergenta rezulta ca ) x, e convergenta.

n) T, =

p) - Yn3Fn2— Vn3—n _ n’+n
" 1 (nF+1)({/ (03 4+n2)2+ /(0% +n2) (0 —n)+ §/(n®—n)?)
L = y,. Avem limn% = % € (0,00), deci >, xn ~ Y . Yn. Pentru

nr+
k<0, y, > % si deci lim,, yn # 0. Prin urmare )y, e divergenta. Pentru
k

> 0, yn ~ nik = z,. lim, ¥ =14l >, #n € convergenta pentru k > 1 si
divergentd pentru k € (0, 1].
_ n* _ 0324 Va0 ) e 1
Cl) Tn = n3+n Ind—n 2n ~n T on—k-1 7T
Yn. lim, ;—" = 2 si Zn Yn € convergenta pentru —k —1 > 1 gi divergenta pentru
—k —1 < 1. Deci ), x, e convergenta pentru k < —2 si divergentd pentru
k> -2
4. a) x, = (:T' Avem ¢ = lim,, Z+' = lim,, n— =0 < 1, deci seria ) z, €
convergenta,
b) ¢ = 0, deci seria e convergenta, ¢) £ = i, deci seria e convergents, d)

¢ = 2. Pentru a > e, seria e divergenta, pentru a < e seria e convergenta.

Pentru a = e se foloseste criteriul necesar si formula Stirling pentru a arata ca
Tl . v . . v

> o este divergentd. e) £ = £ < 1, deci seria e convergenta, f) £ = 0,

deci seria e convergentd, g) £ = %, deci seria e convergenta, h) £ = £, deci seria

e convergentd, i) ¢ = a, seria e convergenté pentru a < 1 si divergenta pentru

a > 1. Pentru a = 1, avem ,\Llﬁ > 1 deci seria ., \ﬁ e divergenta.
2n—1)!! ; n T 2n—1Il  (2n+2)!!
5. a)xn:%. Avemf:hmnn(xfﬂ )—hmnn(%.%—l)
= lim, n (ggﬁ - 1) =lim, 5.5 = %+ < 1, deci seria > | @, e convergenta.

b) Pentru a > 2, seria e convergentd, pentru a < 2 seria e divergenta, ¢) Pentru
a < 4, seria e convergentd, pentru a < 4 seria e divergentd, d) Pentru a < 1,
seria e convergenta, pentru a > 1 seria e divergenta.
n -
_ (2n*4+3n+1 T n 1 2n’4+3n+1 _ 2 .
6. a) z, = ( Sy ) - Avem £ = lim, /z, = lim, #5205 = 5 < 1, deci
seria ) | x, e convergentd, b) £ = 0, deci seria e convergentd, ¢) £ = %, deci
seria e convergenta, d) £ = §. Daca a < b, atunci seria e convergenta. Daca
a > b atunci seria e divergenta. Daca a = b, atunci seria e divergenta din
criteriul necesar, €),f),g) se rezolva similar cu d).

In(1/z,) In((Inn)™™) — lim Inn-In(lnn)
Inn Inn n

Inn =00 >

L o . In(1
1, deci seria Y ° | z,, e convergentd, b) x, = a™", { = lim, w —Ina.

Daca ¢ > 1 < a > %, atunc1 seria e dlvergenta Daca a < 7, atunci seria e
convergentd. dacd a = L, atunci z, = =, deci 0" | @, e dlvergenta ¢) Seria

7. a) T, = £ = lim,, = lim,,

1
(Inn)mn

Inn
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10.

e divergentd pentru a > 1 gi convergentd pentru a < 1, d) Seria e divergentd
pentru a < e gi convergenta pentru a > e.

a) Fie f : [l.oo) — [0,00), f(z) = & = 27°. Dacd s > 1, atunci [, f(z)dx =
[Tamtdx =

P} 0o

—s+1 1

J;° f(z)dx e convergentd. Cum f( ) =L n> 1 rezultd ca > -

convergenta. Daca s <1, atunci .- > n, deci Zn 1 ns e divergenta.

)
1 ——F 1 1 1 3
T (s—Dazs—1 1 - hml_’oo (s—1)xs—1 + s—1 = s—1 < o0, deci

nln*e

1

b) Vom exemplifica, folosind cr1ter1u1 de condensare Cauchy: Din xn = wan)a

rezulta ca y, = 2"xon = Qn(lﬁ';n)a = n“(li}Q)a' Cum seria Zn 1 F e conver-
gentd pentru a > 1 si divergentd pentru a < 1, rezultd cd > o

aceeagsi proprietate.
(= )
7

n—=2 W verifica

a) T, =

, deci |z,,| = 5. Cum seria ) -, - este convergentd, rezulta cd

_(1)

> CO este A. C dec1 si convergenta b) Serla eAC.,c)z, = . Avem
a

77/
— 1 =n"
n = |2n| = = > L, deci seria > | 2

nu este absolut convergenté. Pe
de altd parte, a,, > 0, (ay), descrescdtor si lim, a, = 0, deci seria Y~ (lnlgln
e convergentd, b) Seria e convergentd, dar nu e A.C., e) Seria e convergenta,
dar nu e A.C., f) Seria e convergents, dar nu e A.C., g) Seria este A.C., i) Seria
e convergentd, dar nu e A.C., j) Seria e convergentd, dar nu e A.C., k) Seria e
convergentd, dar nu e A.C., 1) Seria este A.C., m) Seria este A.C., n) Seria este

convergenta, o) Seria e convergentd, dar nu e A.C.

An41 1
an ~ (n+1)2°

L Fie a,, = Cum sirul (o), e descrescator, rezulta

a) an = n-n!
1
o o an _ _(nnZ 1
capentrun > 1,avem 0 < S — 5, < ap = ol = P 2n)mnl

l1—ap

1
T (n+1)?
Conditia m < 107 = 1355 € echivalentd cu (n® + 2n?) - n! > 1000 <
n>4 Deci S~ Sy =a+a+as+aq, g) a, = n,% Atunci |[S — S,| <
Ant1 = W Inegalitatea W < ﬁ se verifica pentru n > 4.

Deci, S =~ —a1 +ag — as + ay.

Pagina 57

1
a) Avem f(fE) = hmn " = {O’ S [07 )
1, z=1

fn, m > 1 sunt continue, dar f nu este continud. Rezulta ca sirul (f,), nu
converge uniform la f.

b) Avem f(z) = lim,, f,(x) = lim, (2" — 2?") = 0, (V) € [0,1). De asemenea,
F(1) = lim,, £, (1) = lim,, (1" — 12") = 0. Deci f,, <5 0 pe [0,1].

Avem |f,(z) — f(2)| = fu(z) = 2" — 2. Pentru n > 2, f/(z) = na" ! —
2nx?"~t = na" (1 — 22"). Ecuatia f!(z) = 0 are solutiile 0 si ”%/5 Cum
fl(x) > 0 pe (0, 21/5) si fr(x) < 0 pe (%ﬁ,l], rezultd ca sup,epoq) fo(2) =
fn(%ﬁ) =1-1=1 deci (f,)n nu converge uniform.

. Deci f, LA f pe [0,1] Functiile
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¢) Ca in cazul b), se verifica usor ca f, L€ 0 pe [0, 1]. Avem |fn x) — f(ac)| =

folx) = 2™ — 2™ Pentru n > 2, fi(z) = na" ! — (n + 1)a" = 2" (n —
(n+1)z). Ecuatia f;,(z) = 0 are solutiile 0 si 5. Cum f () > 0 pe (0, 57)

i f(2) < 0 pe (523, 1], renulti e sup,epo) () = fu(iy) = 57 (537) -

n
Deoarece lim,, %—&-1 (Tﬂ) =0-1=0, rezultd ci f, U0 pe [0, 1].

d) Sirul (f,), converge uniform la f(z) = |z|, dar girul derivatelor converge
doar punctual la g(z) = sgn(z).
e) Sirul converge punctual, neuniform, pe [0, 00) si uniform pe [1, c0).

f) Sirul converge punctual, neuniform, pe [0, 1] si uniform pe [1, c0).

g) Sirul converge uniform la 1. lim,, fo TN x = fol ldx=1.

T4n+1
h) f(z) = lim, fo(z) =0, (V)z > 0 si f(0) = lim,,0 = 0. Deci f, £C 0 pe
[0, 0).
|[fn(x) = f(2)] = fu(z) = Tz Cum ﬁ < 1 pentru orice a,b > 0, nu

ambele zero, rezultd cd |f,(z) — f(z)| < ﬁ . 1+E§f$)2 < 7 5 0. Deci

fa RSN pe [0, 00).

i) Sirul converge punctual, neuniform, pe R si uniform pe [a, 00).

j) Sirul converge uniform, k) Sirul converge uniform

1) Sirul converge punctual, neuniform, pe (0, c0) si uniform pe [1,00).

m) Pentru z € (0,1], f(z) = lim, 2%~ = lim,, % W =0, f(0) = lim, 0 = 0.
Deci f <.

[fa(z) = f(@)] = fulz) = 2?7, fi(z) = (2 —na®)e™™ = 0=z =0or
T = % Daci n > 3, atunci f, e crescitoare pe [0, %] si descrescatoare [%, 1],
deci sup,epo,q) | fn(2) — f(2)] = fa(2) = 2. Cum lim, —5 = 0, rezulta ca
£, %o,

n) Pentru z € (0,1], f(z) = lim, ze " = lim, —tz =0, f(0) = lim,, 0 = 0.
Deci f <.

Fa(®) = F@)] = fal@) = ze™™. fi(@) = (1= 2na®)e ™™ =0 =z =001

_ 1 < y
T = = Daca n > 3. f, e crescatoare [0, \/TTI] si descrescatoare pe [\/T’ 1],
deci sup, o471 fn(z) — f(2)| = fn(\/%) = zlm Cum lim,, \/7 = 0, rezulta

v cU
ca f, — 0.
0) Avem f(z) = limy fu(z) = 2, (9)z € [0, 00), dect fu 25 f.

: nx 4 :

Fie g, (2) := | fu(2) — f(2)| = |15 — 2| = {955+ Deoarece lim, .o gn(z) =

00, rezultd cd Sup,e( o) 9n () = 00, deci sirul (f,)n nu converge uniform.

Pagina 59
1. a) Avem f,(z) = 2" —xp_1,n > 1,deci Sp(z) = > p_, fu(z) =2 —1. S(z) =

lim,, S, (z) = {_1’ z€(0,1)

0 L deci Y07 (z™ — 2™~ ') converge punctual (la
’ T =
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S). Cum functiile S,,, n > 1, sunt continue, dar S nu e continud, rezultd ca
3 oo n __ ,n—1 if
seria Y~ (2" — 2"~ ") nu converge uniform.

b) Seria converge punctual la S(z) = —sinz pe R, dar nu converge uniform.
Seria converge uniform pe [0, 1].

e) Seria nu converge pentru z < 0, converge punctual, dar neuniform, pe (0, co)
si converge uniform pe [1, 00).

1 1
— z+n? < n2?

2. a) Avem ’(71)71377”

z+n?

(V)z € [0,00). Deoarece seria " | - este

v v v . . —1)"3~
convergenta, rezulta ca seria de functii fo:l %

convergentd pe [0, 00).

este (absolut) uniform

3. Fie f,(z) = n‘l(i;;) Avem |fu(@)] € iy (o € R Cum 307, i este

convergentd, rezultd ca seria y. -, fn(x) este (absolut) uniform convergenta

pe R. Avem f)(z) = %\7;) Similar, se aratd c¢& Y.~ fr(z) este (absolut)

uniform convergenti. Rezultd c& seria > - | fn(x) poate fi derivata termen cu
termen, adici (3207, fu(z)) = 3200, f1(2).
4. Fie f,(z) = SZ;(%). Seria > " | fn(2) este uniform convergentd, dar seria de-
)

rivatelor Y20 f4(2) = Y200 fa(2) 2220 ny este nici mécar punctual con-

vergentd. Rezultd c& seria Y~ | fn(x) nu poate fi derivatd termen cu termen.
3 5(3"x n .
Cos(n 2 Avem |f,(z)] = ‘Coséin”“)l < & = (3)". Cum seria
rezultd ca Y fn(z) converge uniform pe R.

5. Fle fn(x)
1
~o(5)"
Avem f/(z) = Smg%x) Ca mai sus, EZO:O f/(z) converge uniform pe R.

Rezulti it §'(z) = 200 fi(x) = — 3200, 22870 prin urmare,

n

, T > sin(3" 1) . T V3
TR W .
n=0
deoarece sin(mk) = 0 pentru orice k € Z.

6. Similar cu 5.

Pagina 63
1. a) a, = (—2)". Raza de convergentd este R = lim, ‘J:ﬂl = lim, 23% =
3. Pentru z = 1, seria de puteri devine 7 | (=2)"5% = Y77 (—1)", care

— 1
2 . . .
este dlvergenta (c 1ter1u1 necesar) Pentru x = —3, seria de puteri devine

S (=2 (- % 1 1, care este divergenta. Rezulta ca domeniul de

convergen‘ga este D = (,l l).

272
b) a, = % Raza de convergenta este R = lim, ﬁ . QT” = 1.

1 . v . PR
x = 1, seria de puteri devine ) ° | 5, care e divergentd (seria armonici).
_ (—1)" o
Pentru x = —1, seria de puteri devine Zn:l 55, > care e convergenta (criteriul

Leibniz). Domeniu de convergentd este D = [—1,1).

Pentru




CAPITOLUL 4. SOLUTII ST INDICATIIL 227

¢)R=1,D=[-1,1,d) R=0, D= {0}, ¢) R= o0, D =R,
f) a, = (#_1) , R = limn%\/afn = lim, =1 = 1, Pentru z = +1, seria e
divergentd (criteriul necesar), deci D = (—1,1), g) R=3, D = (-3, 3),

h) Notam a,, = (7\})". Se obtine R = 1. Pentru x = +1, seria de puteri devine

> (\})”, care este convergentd. Deci D = [—1,1],
i) Notdm y = z—2. Seria de puteri Y -, - 27, y™ are raza de convergenta R = 2
si domeniul de convergentd D, = [-2,2). Cumz =y+2,y€ D, & —2<y<
2®0<y+2:x<4@>w€ [0,4). DeciD:[0,4).
j) Notam y = ?, k) Notam y = 1+§.
2. a) Domeniul de convergenta este D = (f%, 52 Pentru x € D, suma seriei este
S(a) = 30lo(=3)"2" = 307 (=32)" = 1—gay = 173
. co  (=1)"z"t! oo (—z)" —z
b) R = o0, deci D =R. Avemznzo% =xy 0%::176 ,
¢) D = (=1,1). S(z) = Y0  na™ = x>~ nz" ' = x> (a") =

!/
r(Se) = (5) =
d) D = (=1,1). S(z) = Yoy n*a™ = w X0 nlen) = 2 (252, na") =
!
x (ﬁ) (folosind punctul c).

e) D =[-1,1). Pentru z € (—1,1), avem S'(x) = (ZOO ﬁ) _ 200 (&™) _

n=1 n n=1 n
Yoo anh =3 et = 1:»5' Cum S(0) = 0 si S e contind pe D, rezulta

cd pentru & € D, avem S(z) = fxﬁdt = —In(1 -t|§ = —In(1 — 2), 1)
D= [ 373)a S( ):—311’1( - )

0 z2m)’ [} n—
g) D = (~1,1). Pentru z € (-1 > S'(x) = Soly Gk = St et Tt =
Y00 2D = g 30 a2 = (z) = —3In(1 —2?).

h) D = (—1,1). Pentru z € (— , ), S'(x) = Yo a® = 792. Rezultd

S(x) = —%ln ZT_-} = %ln}f—i.
i) D =[-1,1]. Pentruz € (-1,1), 8"(z) = >, % =3 (=1)mz?n
=3 (=) = 1% Rezultd ca S(z) = arctgz, pentru z € D.

3. f(x) = (z+4)2, f'(2) = F(@+d) , f(w) = **($+4)" (@) = (a+4)73.
Deci Ty (z) = £(0)+ f'(0 )a:+f O 2 =24 L1y~ La2 VA5 = f(0.5) ~ T»(0.5).
Exista ¢ € (0,0.5) astfel incat eroarea | Rg (0. 5)\ = 7l (C)l 053 = —3— <

8-6-8(ct4)” 2
< 1

2833 = 109"
4. Scriem f(z) = (z +4)"2 si folosim aceeagi metodi ca la 3.

5. Avem f( ) ln(m_‘_l) ( w+17 f//( ) = (:v+1 fm( ) = (zfl)'&’ f(4) (-T) =
=0, Atunci T3(z) = () (0) 2_|_f (0) 3—x_902:+%
0,0

) =
f(0) +

(z+1)*
In(1,2) = £(0,2) ~ T5(0,2) = 0,2 + 2 ?,’08. Existd z € (0;0,2) astfel incat
eroarea |Ry(0,2)| = 4(; 1(0,2)* < %
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6. Similar cu 3. si 4.

7. Consideram futiile f(z) = sinx, respectiv f(z) = cosz, f(x) = e* i aproximam
valorile lor in 0, 2, respectiv 0,2, —0, 5.

8. Se aplicd formula lui Taylor. Pentru a doua parte, avem P(X) = T3(X).

= (1—|—x)*% =y ( 2)'(—%7)1'!“(—2";1)xn _

9. a)Pentruz € (—1,1), f(z) =

1+m n=0
ZZO:O %x" Identitatea are loc de fapt pentru z € (—1,1], deoarece
(=1, 1] este domeniul de convergenta al seriei de puteri,

2n 0o 2n+1

b) ch(x) = Y50, om, o) shia) = Y0 e,
fl sint dt = j‘ox 00 (=" t2n dt = ZOO (=1 t2n dt =

n=0 n+1)! 2n+1' 0
(=1)" : _ _ 1 1 _1_1 1
=Yoo Tttt ) fe) = prem = e = —zt1s =
QZn 02”+Zn O‘r Zn 0(1_2”%)‘%”‘
10. a) sinz = ZZO 0% deci SRE = 370 0%. Prin urmare S =
1/2 sinz 1/2 ( 1)” 2n e o] 1/2 2n _
Jo dx= ;"7 30k T dx = > n—0 (2n+1)' Jo dx =
_ —n” _ : _ k
= ano (2n+1)!((2n1L1)22n+1' Fie a, = (2n+1)!(2n+1)22n+1 st Sn = D i—o(—1) ax.
Atunci:
|S—S,| < ! <1<:>>1d'SS
=Sl < apt1 = n>1,deci S ~ S = ag—aq,
T 20+ 3)1(2n + 3)22713 1000 o
e) cosz = y 7, 7(_(12):;% sil—cosz = =2, 7(_(12):;”!%, deci 1=tz
oo (=)@t [ 2n A
- Zn:l (2n)! Zn 0 (2n+2)! - vem

Y1 —cosz = (=1)n L. = (=)™
S‘/O 22 dx‘%(zmz)!/o v dX_;(an)!(an)

Fie a,, = m $i S = 1_o(=1)*as. Rezulta

1 1
— On < n — 217d i ~ - - .
|S — Snl < aniq (2n+4)!(2n+3)<1000@n eci S~ S =a9g—ay
f) Avem cosz =3 %, deci cosz? = Y07 %

_ 1COS $2 x = - (_1)7’1 1x4n x = - (_1)n
S*/O (z)d *nz:% (Qn)!/o d ’;(2n)!(4n+1)

Fie a,, = m siS, =3 p_o(=1)*ay. Avem

1 1
|S — Snl < apg1 = < Sn > 2,
(2n + 2)I(dn + 5) ~ 1000

deci S =~ Sy =ag — a1 + as.
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0 ¢ - TEuE e < T G AL o S e
1/21 e " /2500 (=D" n g, _ {0 (="
f 0 2n=o CESIR dx=3>"", (n+D)!(nt1)2n+1 "

. _ _ 1 1 .
Fie a, = (n+1)!(n+1)2"+1' ntl = GFaimsz? < o0 © N 2 2, deci

S~ ag— aj + as.
n n—1
h) Cum In(z +1) = > 07 0%$n+1 = >, (717)1 x™, rezultd cd S =
1 In(x+1) o 1 oo (=)™ _ oo (=)™ . _ 1
f02 T dX - f02 TL 0 n+l1 In dX - Zn:() (n+1)227"+1 . Fle Ay = (n+1)22n+1 .
Gn+1 :W < 100 S n >3, deci S =~ ag—ay + as — as.

Pagina 71

1. D este interiorul elipsei 9D = {(z,y) € R? : 2% +4y? = 1}. D este o multime

deschisd. D =DUOID = {(z,y) € R? : 2% +4y? < 1}.
2. K este compacta (inchisd si marginita), conexa dar nu este simplu conexa.

3. Evident, ||z||, > 0si ||z||, = 0 dacd si numai daci x = Ogn. Fie a € R. Atunci
1
llaz|lp = (Jax1 [P + -+ laza[?)7 = (|al?(|21]7 + - - + |2a],)?)7 = |al[[2]],.
6. a) f este contind pe R? \ {(0,0)}. Pentru (z,y) # (0,0), avem

2

2_|_2

23 + 248

ol Ly ol
x? 4 y?

= 22442 x2—|—y2:x2+y2

|f(z,y)—0| = |z[+2 lyl < lz|+2ly].

Cum hm(r,y)—>(0,0)(‘x|+2|y‘) :A 07 rezultd ca lim(.’r,y)—>(0,0) f(xv y) =0= f(O, 0)7
deci f este continu in (0,0). In concluzie, f e continui pe R2.

b) f este contind pe R? \ {(0,0)}. Pentru (x,y) # (0,0), avem

2 9,2 2 2
Py -0 = [ A2 e L, WP
\/:c2+y2 \/x2+y2 /x2+y2
2
“\ 224y — Tl +2 ﬁ|y\<\m|+2|y|

Cum lim, 4y (0,0)(|2| + 2]y|) = 0, rezulta ca lim, (0,0 f(2,y) =0 # 1 =
£(0,0), deci f este nu continua in (0, 0).

c) f este contina pe R?\ {(0,0)}. Fie sirul (z,,,y,) = (0,2), n > 1. Evident
(T, yn) # (0,0), (V)n > 1, si limy, (2, yn) = 0. Avem f(zp,yn) = £ 0.
Fie sirul (2},,4,) = (2,0), n > 1. Evident (z},y,) # (0,0), (V)n > 1, si
lim, (2}, y,) = 0. Avem f(x/,y),) =2 —= 2.

Prin urmare, nu exista lim, ) (0,0) f(, %), deci f nu e continua in (0,0).

d) f este continua pe R.
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Pagina 73

1. a) Fie x # y € R. Atunci |f(x) — f(y)| = |ax — b — ay + b| = |a||x — y|. Daca
k = |a| < 1, atunci f este o contractie de factor k. Daca k = |a| < 1, atunci f
nu e contratie.

b) f e contractie de factor k = |g|, daca si numai daca |q| < 1.

¢) Evident, pentru & > e, avem f(z) =lnz+e—1> e, deci f : [e,00) — [e,0).
Avem f'(z) =21 si k = SUDgele,00) |/ (%) = 1 <1, deci f e contractie de factor
1

s.

4 2 4.2
d) f'(z) = (m§i4) = 2(751)4);13: = (i2i4 Se aratd cd k = sup,cp |f/(2)] =

1 . .
5 deci f e o contractie.

2. Avem f'(z) =1 - L = 2’2 si f"(z) = %. Evident, f” > 0 pe [v/2, 3], deci

2 x2 T 2x2

f! este crescatoare De asemenea, f' > 0 pe [v/2, 5}, deci f este crescatoare.
Avem F(V2) = V), F(V2) =0, f(3) = 3 +2 = B 5i (3 = -4
Avénd in vedere cele de mai sus, rezulta ca:

SV 3D = V2451 € V3, 3) 5k = b,y g |0 = o < 1 Deci f o0
contractie cu factor k = ﬁ
Fie sirul 29 := 2, 2,41 = f(z,), n > 1. Din teorema de punct fix a lui Banach
rezultd ca (x,), converge la v/2 si

km 1 18 |17 3 1
—V2| < S .00 LA D S
|l' f| =1_ 1|l'1 l'0| 187 17 12 2‘ 187-1.17-12
Observa ca m < 1000 & n > 2. Decd
17 17 12 577
2r = flo) = f(5) = 55 17 = 305 = 141421

3. Se rezolva similar cu exercitiul 2.

4. a) Ecuatia 23+42—1 = 0 are o unici solutie reala «, deoarece functia h : R — R,
h(z) = 23 + 4z — 1 este strict crescitoare si bijectivd. Cum h(0) = —1 < 0 si
h(1) =4 > 0, rezulta ci a € [0,1]. Observam ci 23 +4x — 1 = z(2% + 4) —-1=

Oﬁmzﬁ%ﬂ. Fie f : [0,1] — R, f(m):gjg#_i_4 Avem f'(x) = ($2+4)2 si
—2(2®4+4)%422-2-22(z> +4 22—
.f”(x) = ( + )(xt+4)3 ( + ) = (g2+4)83 .

Cum f” < 0pe[0,1], rezultd cd f’ e descrescitoare. Cum f' < 0 pe [0, 1] rezultd

ca fe descrescatoare Deci f([0,1]) = [£,1] C [0,1] si k = SUP,epo,1 [/ (@) =

|f(1)] = 55 < 1. Prin urmare, f este o contratie. Fie 2o = 0, 41 = f(zn),
n > 0. D1n Teorema lui Banach de punct fix, avem lim,, z,, = « si
k™ 2\" 25 |1 on—2
—al < _ (=) . Z. |2 _ol= 2|
[2n = ol < T le1 = ol <25) 23 ‘4 ‘ 25n1 .23

n—2

Observam ca 20%,7123 < < n > 3. Deci o = x3 cu o eroare < 1073.

000
b,c) Se rezolvad in mod similar cu a).
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5. Fie f(z) = 2® — 2, x € [1,2]. Din 2® — 322 — 2 < 0, (V)z € [1,2], se poate
deduce cd |f"(z)f(z)| < 3 f'(x)?, (V)x € [1,2], deci putem aplica metoda lui
Newton pentru a aproxima pe /2, care este solutia ecuatiei f(z) = 0. Fie
To=1, Tpni1 = xp — }f/((?;))v n > 0. Din conditia |V/2 — z,| < (%)n 'l < ﬁ7

rezultd n > 7, deci v/2 ~ 7.

Pagina 83
) .
L. a‘) Pentru (Z‘,y) 7é (030)7 avem |f($7y) - O| = ‘% = Q;QL_:Z/ZHA < |y| Cum
lim,, o |y| = 0, rezulta ca lim, ) (0,0) f(z,y) = 0 = f(0,0) deci f e continua
n (0,0). Avem:
of f(z,0) — £(0,0) 0
0,0 lim =lim—-=0
oz ( ) z— x—0 ml—>0 x ’
0 0,y) — (0,0 0
ay y~>0 Yy — 0 y—0y
Pe de alta parte
(,9)—(0,0) NZZET (@,9)—(0,0) (22 + y2)3
dar aceastd limitd nu exista (alegénd (Tn,yn) = (0,1) si (h,yh) = (£, 1),

obtinem lim,, f(n,yn) = 0 si lim,, f(2],y,) =1). Deci f nu e diferentiabila in
(0,0). De aici rezultd ca f nu e de clasa C* in (0,0).

b) f e continud in (0,0), nu e diferentiabila in (0,0) si %(0,0) = %(07 0)=0.

c) f este de clasi C': Avem 9L = 2 (2\/22 +y2) = /22 +y2 + \/% pe

w24y
R2\{(0,0)} s limge,y) (0,0 3 (2:9) = 0 = §1(0,0). Similar, dfdy = ——
pe B2\ {(0,0)} i lim(sy)—(0.0) 55 (2.) = 0= 5£(0,0).

d) f este diferentiabild in (0,0) cu (0 0) = af -(0,0) =0, dar nu este de clasd
C' in (0,0).

f) f este de clasd C!, dar nu e de clasa C2.

2. Avem % = 8@( * 792) = 2xe“" -v7 g ?—f 8@(612’?/2) = —2ye”” V. Rezulti
ca df = af dx a—fdy = 2ze% "V dx — 2ye v dy si df(1,1) = 2dx —2dy.
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Avem
0? 0
a—xé = %(QZe””?*f) =2V 4 4g2e" Y
o f 0 22 22
G Y90 = ppye® Y
920y 8y( Te ) Tye ,
(’92f 0 2,2
2ye”” V) = —26% Y 4 4y
B 8y( e’ V) =2 +4y’e
5 f *f Pf
&Pf = dxdy +——5 dy* =
/= D20y +a z
= (2+4x )eI v dx? —8xye v dxdy +(—2 —|—43/2)e‘/""2*y2 dy?,
Deci d?f(1, 1) = 6dx® —8dxdy +2dy*.
2’ f of _ *f _ 2(2’4y®)—42® _ 2(y°-2?)
6. ) Af — 8:v2 + 8y2' Avem 27 - 2+y27 deC1 oxr2 — x(w2iy2)2x - (ngrya;)Q
Similar, din simetrie, avem % = fi;fyg)g Deci Af = 0.
) f(z,y,2) = (2% + 9% + 22)’%2. Deci % =122 22+ + 2275 =
—z(2® + 2 + 2%)"%. Rezultd % = (22 +y? +2 )’% —z- (=3)22(2 +
Y24 22)73 = — (a2 92+ 22) "7 4 322(22 + 42 +z 2)=3 . Din simetrie, obtinem
2
%:*(:c2+y2+22)*%+3y2(:1:2+y2+22) §17§ —(2 42+ 228 4
9? f _
322(x% +y? + 2%)72. Deci Af = 612 +2 o —|—
7. Notam u(x,y,2) = 22 — y* + 22 si v(z,y, 2) = 2ye®. Atunci f = (u,v) si
ou du  ou B B
sew =% 2 &) =(r 2w )aaiy=(2 720
5 5 5 ye* xe® xye e e e
ou ou 2 2
gu  fu 322 -3
8. Ji(my) = | J2 ) = 23; ny . Deci 24— get Ji(z,y) =
Qv Jv A — D(x,y)
ox oy ze+y ze+y
6xY+62y>
2 4y?
9. Cum z(x,y) = p(bz — ay), rezulta g—; = by’ (bx — ay), g—z = —ay'(bx — ay).
Deci E = aZ +bg2 = 0,
10. ——2ac<p (22 +y ),ay =2y’ (2% + 9?), deciE—yaw —xgz =0.
11. E:(x +y?)z, 12. E=0.
13. 92 = ¢/(z — at) + ' (x + at), 2 amz = ¢"(z — at) + ¢"(z + at). De asemenea,
% = —a¢'(x — at) + ay’(z + at), gif =a?¢"(z — at) + a*¢" (z + at).
15. Din u(z, y) = (2?2 — y?), rezulta ‘9—“ =2z (22 — y?) si 8—; = =2y’ (2 — y?).

Atunci F# = 2¢/ (2% —y )+4962<p”(w —y%) s T = =20 (a2 —y?) + 4y (a

y?). D1n Au = 0, rezultd 4(2? + y?)¢" (22 — y?) = 0 pentru orice (z,y) € R%
De aici, ¢ = 0 pe R, deci ¢(t) = at + b, unde a,b € R. In concluzie, u(z,y) =
a(z? —y?) +b.
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of __ 2 of _ of — of —
16. Avem 9 = 200 — 2 f0,1) = 0, 9(0,1) = 2, %(0,1) = 0.
Rezulta:
of of
T = (0,1 —(0,1 —(0,1 —1)=2(z—-1) =2x.
%f _ 4y 9%f _ 244axy—4y® 9 f _ 4z? 5.
Avem 0z2 _(1+2yxy)2’ Oxdy (1+2yxy)g > 9y2 T _(1+2xa:y)2’ Rezulta:

T = Tiloatg; (GO 422 0.1)aly = ) + GLO.0 1)

deci Ty (z,y) = —222% + 2xy.

1 1 1
20. Avem 2wv:w) _ | 9y 2y 2z | = 0, deci u,v,w sunt functional de-
D(z,y,2) ’ »
y+z x+z x+y
pendente. Se observi ca v = u? — 2w.
0z _ 0z0u | 0z09v _ 0z 4 0Oz 10— 9 4+ 9 Qimi o _,0 _ 0
22. 5 = ou oz + 90 os = ou ;’ v de2C1 9z~ du + Dv- Similar 5 N TBu gau'
y 0%z __ o) o) _ 0%z 07z 9%z E 9%z _ 20%z _
Renultd 525 = (g5 +95) 2 = G + 2505, + 5y Similar &7 = o35

2 9%z 209%2 : : : 2 9% _
20* 55> + a“5-5. Prin urmare, ecuatia devine 4a”5 =~ =0

Pagina 91

U =20 +y-2=0
1. a) Rezolvam sistemul Bf Ty
ay:$+2y—1:0

si obtinem solutia (1,0), care

ese punctul critic al lui f. Matricea Hessiana a lui f este H¢(z,y) = (? ;) =

H(1,0). Cum Ay =2 > 0si Ay =3 > 0, rezulta cd (1,0) e punct de minim

local al lui f.

6f —

b) Fie sistemul af ix By =0(1)
5y = y? —3r =0 (2)

in (2), obtinem * —x = 0, deci x(2® — 1) = 0. Atunci z; = 0, 2o = 1, deci

y1 = 0, y2 = 1. Punctele critice ale lui f sunt (0,0),(1,1). Avem Hy(z,y) =

6x —3
-3 6y )’

H(0,0) = (03 03). Ay

. Din (1) rezultd y = 22. Inlocuind

0, Ay = =9 < 0, deci (0,0) nu e punct de extrem

local.
H;(1,1) = (_63 _63> Ay =6>0, Ay =27 >0, deci (1,1) e punct de minim
local.

9 =4a2® —4y =0 (1)

of _ _
=4y’ —4x =0 (2)

(2), obtinem xg—x =0, deci z(2®—1) = 0. Atunciz; =0, x5 = 1, 23 = —1 deci

¢) Fie sistemul { . Din (1) rezulti y = 23. Inlocuind in
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y1 =0, yo = 1, y3 = —1. Punctele critice ale lui f sunt (0,0), (1,1),(—1,—1).
1222 —4
Avem Hy(x,y) = ( 4 12y2>'

0 —4

w00 = (%, 7

). Ay =0, Ay = =16 < 0, deci (0,0) nu e punct de
extrem local.

Hy(1,1) = Hy(~1,-1) = (ﬁ 1;). Ay =12 > 0, Ay = 128 > 0, deci

(1,1),(—1,—1) sunt puncte de minim local.

U=y-2=0() ;

e) Fie sistemul g? 5 . Din (1) rezultd y = . Inlocuind
oy =%t~z =0 (2) :

in (2 ), obtinem z — 22% = 0, deci (1 — 223) = 0. Cum z # 0, rezulta

23 = g == \/7 =y = 2\3/? i/Qf Deci \/;, v 25) este punctul critic

al lui f. Matricea Hessiana a lui f este
5

*f o f 4
s = 1 4 ,/25 5
_ oz Oxdy | _ 3 : 3/F g[4dy
Hf(ac,y)—<azf ng>_(ﬂc1 ;g).Deme(\/;,\/ 2)—(1
1 =3 >0, deci \/; , 1/ ) e punct de minim local.

Oxdy
9 =322 +3y*—15=0 24y =5

f) Fie sistemul af Y s {7 ty
oy = 6zry —12 =10

y = % in prima ecuatie, obtinem 2% + % =5 Fiet =22 > 0. Avem

t2 — 5t +4 =0, cu solutiile t; = 1, t; = 4.

Dacd 22 =1 = 212 = £1 = y1 2 = £2. Daca 2?2 =4= T34 = 2 = Y34 =

+1. Deci, punctele critice ale lui f sunt (1,2),(-1,-2),(2,1),(=2,—1). De

asemenea, Hy(x,y) = (gz gz>

Gl =

AL =5>0,Ay =

1
4
5

Inlocuind
Ty = 2

Hs(1,2) = <162 12) Ay =6>0, Ay =—108 < 0= (1,2) nu e extrem.

Hy(—1,-2) = (_162 _162>, Al =-6<0,Ay=-108<0=(-1,-2)nue

extrem.

H¢(2,1) = (162 162>7 A} =12>0, Ay =108 > 0= (2,1) e minim local.

Hy(-2,-1) = <__162 __162>, Ay = —12 <0, Ay =108 >0 = (—2,-1) e

minim local.

9 =322 —2y=0 322 =2y .
g) Fie sistemul ¢ 9 f =2 “ 9 Y Inlocuind z in prima
2L =24y? — 22 =0 12y ==z
ecuatie, ob‘ginem 216y =y & (216 — 1)y = 0. Atunci y; = 0, y2 = &, deci
x1 =0, z3 = . Punctele critice ale lui f sunt (0,0) si (3,%). De asemenea

6 -2
Hf(w,y)Z(Q 48y>~
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H;(0,0) = (_02 _02>’ Ay = -4 <0=(0,0) nu e extrem.

Hi(3, b)) = < 2 _2>, A1 =2>0,A;=4>0= (3, ¢) e minim local.

-2 4
U =qr+2y+2=0
h) Avem %:4y+2x+2z+2:0 = x = —yTHVz:—?)—y, deci
9L =2:+2y+6=0
inlocuind x si z In a doua ecuatie, obtinem y = 5, deci x = -3,z = —8.
4 2 0
(—3,5,—8) este punctul critic al lui f. Avem Hy(z,y,2) = [2 4 2| =
0 2 2
Hy(-3,5,8).
Cum A; =4>0, Ay =12 > 0 i Az =8 > 0, rezultd cd (—3,5,8) este minim
local.
of

5 =yz—1=0
i) Avem g—;:xz—lzo , deci xy = zz = yz = 1. Din xz = yz, rezulta

%zwy—lzo
x =y (pentru ci z # 0), deci 22 = 1. Atunci z; = 1,y; = 1,21 = 1 gi 25 =

—1,y2 = —1, 20 = —1. Punctele critice ale lui f sunt (1,1,1) si (—1,—1,—1).

0 2z y 0 1 1
Matricea Hessiand e Hy(z,y,2) = |z 0 z|. Avem H;(1,1,1)= (1 0 1
z y 0 1 1 0
-2 1 1
Polinomul caracteristic asociat este P(A) = |1 -\ 1 |=-A3+3Xx+2=
1 1 =X

—(A—=2)(A+1)2, deci valorile proprii ale matricii Hf(1,1,1) sunt A\; = 2, Ay =
—1. Rezultd cd (1,1,1) nu e punct de extrem local. Similar se arata ca
(=1,—1,-1) nu e punct de extrem local.

2. a) Fie E(a,b) = (—2a+b—3)2+ (a+b)? + (2a + b+ 1)2. Avem

98 — _4(—2a+b—3)+2(a+b)+4(2a+b+1) =18a+2b+ 16 =0 De
98 —2(—2a+b—3)+2(a+b)+22a+b+1)=2a+6b—4=0 '
aici rezulta a = —1, b = 1, deci dreapta de regresie este y = ax +b = —z + 1.

y(3)=-3+1=2.

3. Avem (22 —ay+y?> —1) =2x —y — a2y +2yy = 0, deci ¢y = 92536:257 daca

z — 2y # 0. Atunci y'(1) = 221 = —1. De asemenea:

/ ’ _ _ T— _ ’ _ _ _ _ _

Yy = (?_—23) — (2=y)( 2&)_2(5)2 y)(1-2y )’ (1) = e-nHa (21)_2()22 HI=2) _q.

4. Avem (2w arctg £)" = 2arctg £ 4 22— 1+1y2 = 2arctg ¥ — z’fﬁj%
o3

y'(1) = 2arctg0 — % = 0.

5. a) Avem %(msin(y—l—z)—i—xz) = sin(y—&—z)—i—z—!—mg—; =0, deci % = —%,

pentru x # 0.
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Similar (%(x sin(y 4+ z) + xz) = xcos(y + z) + xg—; =0, deci g—; = —cos(y + 2),
pentru z # 0.

(x4+2y—2—-2) =142y —2"=0(1)
(22 + 92 + 22 — 20y + 32 — 2)' =20+ 2yy’ + 222’ — 2y — 22y’ + 32/ =0 (2)

Din (1) rezulti 2/ = 1+ 2y/. Inlocuind in (2), obtinem:

2x+2yy’ +22+42y" —2y—2zy’ +3+6y = 0, deciy’ = %, y'(1) =

Z'(1) =1.

a) Avem (2xy3 +y —2?) = 2y° + 629y’ +y' — 22 =0, deci y =

6iy22—f-]1

62y + 1 # 0. Dacad ¢/(z) = 0, atunci 2z — 2y> = 0. Prin urmare, punctele
22y +y—2® =0(1)

critice ale lui y(z) sunt date de sistemul ¢ 22 — 2y% =0 (2) . Din (2)
6zy? +1#0(3)

avem x = 3. Inlocuind in (1), obtinem 2y® +y —y® = y® +y = 0. Deci y; = 0,

yo = —1, 21 =0, 15 = —1. Avem 6x19? +1=1+# 05si 6a9y5 +1 = -5 # 0,

deci 1 = 0 §i z2 = 0 sunt puncte critice pentru functia y(z) (definita local in

jurul lor).

pentru

Avem y"(z)

20-2y°\" _ (2=6y”y")(6wy’+1)—(20—2y") (6y° +12zyy")
6xy2+1 (6zy?+1)2

"(0) = 23 =2 >0, deci z; = 0 e punct de minim local pentru y(z).

Y
Y

"(—1) = 2(£g)52) = —% < 0, deci 9 = —1 e punct de maxim local pentru y(z).
a) Avem a%(x +yP 4+ —rr—yz+20+2y+22—-2) = 2x—|—22——z— g—i—

Yy +2+252 =0, dem%—%,pentruy#22+2

Similar —(33 +y? + 22 —xz—yz—|—2x—|—2y—|—2z—2)—2y+2za——z—ya—y—

x31+2+2——0 dec1g—;—%,pentruy7é2z+2.

Daca gz = —Z =0, atunci 2 = 2x+2 =2y +2, de unde x = y = § — 1. Rezulta

224yl 42—z —yz+ 20+ 2 +22—-2=22+32—4=0, deci 21 = 1,
29 = —4, 21 =y = —%, o = y?> = —3. Conditia y # 2z + 2 se verifica.
Functia z(x,y) are punctele critice: (—%, —%) cu z(—%, —7) =1sgi(-3,-3)cu
z(—3,—3) = —4. Matricea H,(x,y) este:

(—2+82) (—y+22+2)—2(—20+2—2) %2 85 (—y+2242)— (—22+42-2)(-14255)
(—y+22+2)2 (—y+2242)°

g—;(7y+2z+2)7(72x+z72)(71+2g—;) (—2+8= 2)(—y+22+2)—(—2y+2—2)(— 1+282)
(—y+2z+2)2 (—y+2z+2)2

_4
H.(—%,—3) = ( 09 _04>. Ay <0, Ay >0, deci (—%,—1) e punct de maxim
9

local.

(3.3 =

local.

O win

). Ay > 0, Ay > 0, deci (—3,—-3) e punct de minim

wivn O
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9.

10.
11.

12.

13.

%z?x—i—S)\:O xz—%
F(z,y,\) = 2> +y>+A(30+2y—6). { G5 =2y +2)\y =0 =y=-\
9L —3r+2y—6=0 —BA=6

> A=-3=>r=1{3siy= 1 Fiep(r,y) = F(z,y,—13)

Avem H,(z,y) = <§ g) = H,(13,13). Rezultd cd (13, 12) e punct de minim

18 ‘12

13> 13) © punct de minim local cu legaturi pentru f.

local pentru ¢, deci (
Similar cu 9: (1,1) punct de minim local cu legaturi.

Din 22 4+ 4% + 22 = 3, rezulta 22 = 3 — 22 + 12, deci z = /3 — 22 — 32,
Determindm extremele simple alte functiilor fi(z,y) = zyy/3 — 22 —y? si

fo(z,y) = —2y+/3 — 22 —y?. Putem aplica si metoda multiplicatorilor La-
grange: F(x,y,2,\) = 2yz + M(2z? + y? + 22 — 3). Rezolvim sistemul:

O — 44 220 =0

ox

OF

S =zz4+2yA =0

g}é Y Din primele ecuatii rezultd z?> = y? = 22,
G =wy+22A=0

%—f:x2—|—y2+z2—3:0
deci 322 = 3. F are punctele critice (1,1,1,— ), (1,1,— 1,%) ( 1,1 é)
(157177157 ) ( 131717%) ( 1171 ) ( 1 17 77%%( 17 12)
Observam ca f(1,1,1) = f(1,-1,-1) = f(-1,1,-1) = f(-1,-1 1) =1si
F—1,1,1) = f(1I,—~1,1) = f(1,1,-1) = f(~1,~1,-1) = —1. Cum sfera
22 + y? + 22 = 3 este o multime compacta, rezulta ci functia continui f e
marginita si isi atinge marginile pe ea. Totodata, puncte de extrem sunt puncte
critice. Deci (1,1,1),(1,-1,-1),(=1,1,-1) si (-=1,—1,1) sunt puncte de ma-
xim local conditionat pentru f,iar (—1,1,1),(1,—-1,1),(1,1,—1) i (-1, —1,-1)
sunt puncte de minim local conditionat pentru f.
Determinam valoarea minima a functiei f(z,y) = (¢ — 2)? + 32 cu legitura
y? = 2.
Scriem z = a —x —y si determinam minimul functiei p(z,y) = zy(a—z—y). Se
poate folosi gi metoda multiplicatorilor Lagrange: F'(z,y,z, A\) = zyz+A(z+y+
%—I; =yz+A=0
9E — 424+ X=0
%—5 =xy+A=0
%—f =r+y+z2—-6=0
si A = —4. Avem ¢(x,y,2) = zyz — 4(x + y + 2) + 24, care are matricea

z—6). Rezolvam sistemul .Rezultaz =y =2=2

0 vy =z 0 2 2
Hessiana Hy(z,y,2) = [z 0 x|. Avem H,(2,2,2) = |2 0 2|, altfel
y x 0 2 20

spus d?p(2,2,2) = 4dx dy +4 dx dz +4 dy dz.

Din x +y + 2z — 6 = 0 rezultd dx+dy +dz = 0, deci dz = —dx —dy. Atunci
d?p(2,2,2) = 4dxdy +4(dx+dy)(— dx —dy) = —4dx* —4dy? —4dxdy, deci
d?p(2,2,2) = —(2dx+dy)? — 3dy” care este negativ definiti. Deci (2,2,2)
este punct de maxim local conditionat pentru f.
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14. I.a?22+y2<1. Y =2-3=0=2=3% % =2-2=0=y=1 Cum
(%) +12 = % > 1, rezulta ca (%, 1) nu e in domeniul 22 + 3? < 1, deci f nu
are puncte critice in 2% +y% < 1.
IL 22 +y? = 1. Fie F(z,y,\) = 2%+ y> =32 — 2y + 1 + A(z? + 9% - 1).
%—5:23:—3—}—2)@::0 T = (i)
GE=2-242y=0 ={y=1 =>(1+N) ==
d 1
=2+ —1=0 4(1+>\)2+W71
Ap=-1=% @.. Thus 1 = \/%, Y1 = \/% iz = —\/%, Y1 = —\/%.
Avem f(r r) — V13 i f(— \/%,—\/%—3) = 2+ /13, deci (\/%,\/%)
este minim local condl‘glonat si (f\/—ﬁ, f\/%) este maxim local conditionat.
15. I 22 +29% < 1. % of =0 implicd z =y = 0. Cum 0%2+2-02 < 1, rezultd ci
(0,0) e punctul critic al lui f in domeniul 22 + 2y? < 1. Avem % = 822 =0
si aaTafy =1, deci H;(0,0) = <(1) (1)> Cum Ay = —1 <0, (0,0) nu e un punct
de minim local.
9 —y+2)z=0
IL. 224+2y% = 1. Fie F(z,y, \) = zy+A(22+2y>—1). %—5 =z+4\y=0
g—f:m2+2y2—1:0
=y=-2\r=1—-8)\2=0= (1 -8)\?) =0. Daci = 0, atunci y = 0, o
.. . 2 _ 1
contradictie. Deci 1 —8A* =0= A2 = iQﬂ.
Daca A = ﬁ, atunci y = —%x gi 222 — 1 = 0. Prin urmare z1 5 = :t% si
Y12 = IF%-
Daca A = —ﬁ, atunci y = %x gi 222 — 1 = 0. Prin urmare z3 4 = :t% si
Y34 = i%~
Com $(35.3) = =) = ghp 4 1Gp—d) = 1o d) =~
(%, ), (—%, — ) sunt puncte de maxim local conditionat, (7 -3, (%, )
sunt puncte de minim local conditionat.
16. Similar cu 14: (0,0) e punct de minim local in 2% + 4y? < 1. (1,0), (—1,0)

sunt puncte de maxim local conditionat si (0, 1), (0, —1) sunt puncte de minim
local conditionat.
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4.2 Exercitii din capitolul 2
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a) [(2+3z—b2%)dx=2[1dx+3 [zdx— 5fx3dx—2ac+———+c
b) [(2 +2f—\ﬁ)dx—21nx+3x\/§—fx\ﬁ+c
o) [(aV? - & 4 2)dx = ﬁ:;+ﬁ+2lnx+0
T z+1
d) f(2 +3 i dX 1n2+31n3 +C.
e) [(3e** +e77) dxf?’E —e®+C.

)
)

—

Ik 2+4—2arctg2+C
g)fmx;igzﬁf z,xg z=g;ln
=In(x + Va2 —4)+C.

i)fm ff\/ﬁ JsIn(z +, /22 + 3) +C.

4r—3
4x+3 ‘ +C.

[ \/7 +arcsin(3z) + C.
2. f admite primitive daca si numai daca f e contina in 0. Deci a = 1. O primitiva
3
t+x+c
alui f este de forma F(z) = { 3. —:_ ta . Cum F e in particular continua
mz T2

in 0 rezulta ¢; = ﬁ + co.

3. Pentru = # 0, f(z) = (a? sin(%))/ = 2zsin (1) — cos (1). Pentru z = 0,
f(x) = lim,_o M = lim,_,g x sin (%) = 0. Nu exista lim,_,o f(x), deci
f nu e continua in 0. Presupunem ca g ar avea o primitiva G. Atunci F + G

2z sin (%), x#0

ar fi o primitiva pentru f + g. Dar (f + g)(z) = )
Y T =

, deci

f + g are un punct de discontinutate de speta 1 in 0, deci nu are primitive.
Contraditie!

4. a) [lnzdx= [2'Inzdx=zlhz— [ldx=2lnz —z+C.
b)fxﬂna:dx:“m%—fﬁdxzm%—%—kc.
¢) [zln*rdx = 2ln’s ln 2 — [zlnzdx.
d) [In(z? —|—1)dx:x1n(x +1)—facQ—ildX:acln(xz—i—l)—x—i—arctgx—l—c.
e) [ze®dx = (z —1)e” +C.
f) [2%e” dx = (2% — 22 + 2)e” + C.

g) fa:cosxdx:xsinx—i—cosx—i—c.
)

2

h) [2?sinzdx = —22cosz + 2 [z cosz dx.

i) [arcsinzdx = zarcsinz — | i =warcsinz + V1 -2 +C.
k) [arctgzdx = zarctgz — [ 5 dx = zarctgz — 5 In(z% + 1) +C.
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5. a) [(2? — 2+ 1)e**dx = (az? + bz + ¢)e*” + C. Din ((az® + bz + ¢)e*®)’ =
(2022 + (20 + 2b)x +2c+ b)e*” =2 —z + lrezulta a = 5, b=—1gic= 1.

b) [(z* + 1)coszdx = (az? + bx + ¢)cosz + (ex® + dz + f)sinz + C. Se
expliciteazi conditia ((az?+bx+c) cosz + (ex? +dz + f)sinz)’ = (22 +1) cosz
pentru a determina a,b,c,d,e si f.
¢) [(2z + 1)sin 2z dx = (az + b) cos 2z + (cz + d) sin 2z + C.
d) [e* cos(bac) dx = e**(M cos(bx) + Nsin(bz)) + C. Din (e**(M cos(bzx) +
N sin(br)))" = e cos(bx) rezultd M = 7955, N = 275
Similar, [ e cos(bx) dx = €% (535 cos(bx) + gz sin(bx)) + C.
3) [ xe** cos(3z)dx = e2$((am +b) cos(3z) + (cx + d) sin(3zx)) + C.

6. a) [Va?—ddx = i(z2va? —4—4ln|z + V2% —a?|) +C.
b) [V4a? +9dx = z/2? + § +91n(x—|—\/x2+z)—|—(3.
o) [Vi—22dx = (zv4—2? +arcsinZ) +C.

7. a) I fede*e +C. Pentrun > 1, I :fx"e“"dX*:c”er—nIn 1.
b) I = —smx—i—C I =xsinz+cosx+C. Pentrun > 2, I, = fx cosrdx =
z"sine —n [ 2" 'sinzdx = 2" sinx — na"" 151nx+n(n—1)ln 2.
d)Ihy=2+Csil,=[In"zdx=zn"z—nl,_1,n>1.

8. a) Fie u =224 3. Atuncidx = Jdusi [2z+3)'dx =1 [uldx = wie=

5
(2@:-51-3)5 +C.

b) Fie u = 22 +4. Atunci du = 2zdxsi [2(2?+4)5dx =3 [uSdu= %1 +C =
G

f = 23 dx = In(2% + 32 + 1) +C.

(x243x+1)
d) 1+S£:2 dx = —arctg(cosz) + C.
e

)f$4+1dX— 2arctgx +C
f)

f\/ihdxfln(e +vex +1) +
g) f 1+lnz 7(1+1nm)2 +C.
h) flnx _ ln x +C

i) [ztg(x )dxf 11In|cos(2?)| + C, u = z*
j) [ Re) — ch(inz) +C.
a) Fiew = 12, Atunci dx = 2t dt si [ 25 dx = [ plp2tdt =2 [ (1- 225 ) de =

=2t — 2V2arctg &5 + C = 27 — 2v/2arctg /3 +C.

b) Fie 2 = t2. Atunc1fll+"” dx72ft1'::t dtf2f(2—t+2 t+1)dt
W2 4ot At 1|+ C =2 2T —4ln(VT + 1) +

) [eV®dx =2(\/x — 1)eV® +C.

) [ e =5(F - L+ yr-In(¥z+1) +C
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11.

12.

13.

14.

a) [(2° + = 2)3+m+3)dx—>—ﬁ+2ln(x+3)+c.

2z41—1 1 2 —
f 2+2w+4 f 2+2:1;+4 dx = ln(a: + 27+ 4 2 f (a:+1)2+3 -

=1l (x +2m+4) arctg”"‘l—i—c

2\/

) S x2 ey dx = — 5y +C

e) [ (a:2+4)2 dx = 75 arctg § + 8( 2+4 +C.
(

[=9

f) Din 7@0 ?fqim) 5+ (m,l)z + +%5, obtinem alx —1)(x+2)+blx+2) +

c(x—1)? =22+ 1, de unde a = 3, 1;10——%.Decif%dx:
lin (xfl)fx—f—ln(zaLZ)JrC

i) Avem m =1- r3722£z+1 =1- (171)22’”(I+1). Se descompune %
etc.

_zf-141 _ 3 1 ; _a_

i) = = o =+ e Pt oo 2+x+1) —1 T
ﬁl’_ﬁgﬂ rezulta a(@>+z2+1)+ (bx+c)(x—1) =1,decia+b =0, a—bﬁ—&—c =0
sia—c=1 Rezultda =3, b= —% si c=—2 Prin urmare, [ f—dx =

f(x3+1dx+lf dx -4 [ FE7dx (D).

Insi, [ dx =1 figiiﬁ dx=1In(a?+ 2 +1)

5 1 _
2+1:+1 -3 f m dX =
=iln(@*+z+1) - f arctg 2?1 + C. Inlocuind in (1), obtinem:

fﬁ%ld"**+x*lm($*1) ¢ In(@? +o +1) + 5oz arctg 255 +C.

. . @ 142t :
a)Dlnthex,ob‘glnemflii%xdx:fﬁdt:%— (I)-FC:%—
1n(1+2e ) +C

+1 241 _d d 1 tgz—1
c) Dint = tgux, ob‘gmemftg iy dx= [ heh = [ vy = s In| | +C

. _ 942
e) Din t = \/;, obtinem [ 2;”_:%1 dx = ft(lt23t1> dt = t(lﬂftl) +

f 3t2 1 dt =

= oy /ZH st |0 = (0 3) /2 | R .
a) Folosind ¢ = tg §, obtinem i 51nw+coax+l = [ +11 ) 12_1:1;2 = t% =
1+t2 1+t2 at
1n(t—|—1)—|—C = ln(2 arctgx+1)+C b) 5—3()3(05117 = f 5(t2+1)—3(1—t2) = 8t2+2 =
: % = Larctg(2t) +C = iarctg(2 tg ) +C.

1

t2+1 f 2t2+t+2 -

) Folosind ¢t = tgx, Obtlnem f sin x cos ac+2 - f

_ _ 1 dt at atga:
c) f —Teos? x+b2 pre =/ a2t2+b2 = f A ab arctg G+C = ab arctg +
C.
. . v coszdx __ dt . _ 1 t—1 =
a) Folosind t = sinz, rezulta | 5= = [ <25 = [ Sz = —5In t+1‘ +C =
11 14sinx +C

1-sinz
b) Folosind ¢ = sin z, rezulta [ cos® zsin*zdx = [(1 — )t dt = % — % +C=
sin® x _ sin” x 1C
5 7
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: _ % dx —sinzdx __ dt 1 1—cosx
15. a) Folosind t = cosz, rezulta [ 2 = [ 25X = [ 585 = 5In 17522 +C.

b) Folosind ¢ = cosz, rezultd [cos?zsin® zdx = — [#*(1 — t?)2dt = [(—t5 +
2t6 — %) dt.

f dx f 2dt
2shxz+3chax — 4t+3(1+t2)

16. a) Folosind ¢ = th &, rezulta
b) Folosind ¢ = thz, rezulta [ C}dj‘ =[(1- t2) dt =t—5 +C=tho— 2 yc

¢) Folosind t = shz, rezultd [ Y

acchx f t2(1+t2)

h 2
d) Folosind ¢ = chz, rezultd [ &2 dx = [ F—=dt =

17. b) Folosind t = Vx +2, i.e. z = t? — 2, rezultd [ \/\/;1 dx = ff: dt =

J (2t =1+ 5% ) dt = —t+2In(t+1) = 2+2—Va F 24+2I(VEF 3+ 1)+C

18. a) Folosind ¢t = = + /22 — x + 1, obtinem = = Zj si deci fom/%izﬂ =
J4(521) e
¢) Folosind tx = v/—22 + = + 1 + 1, obtinem x = i;ff si deci [ N% -
= [ ettt (M) v = [ ity do = — [ aade = ~ i@t +
1)+¢C
f) Ecuatia —22 + 3z — 2 = 0 are radacinile 21 = 1 i 2o = 2.
Folosim t(x — 1) = /=22 + 3z — 2, de unde t(x — 1) = 2 — x, adici = = ii—%
Rezulta fz\/imdx = ii—? . t_%l . ﬁ dt = —f (tt_:rf)i dst.

19. a) Avem a = 3, # =2 si v = 2 € Z. Folosim t = 2° si obtinem:

[Vz(Va? +1)? dx—ft3t4 )2615 dt.

¢) Avema=1,=2g~v= f. Cum % = 1 € Z iar numitorul lui v este 3,
folosim 3 = 22 +1 si ob‘glnem [aVa?+1dx =32 [3dt = 3t4 = (I;l +C.
e) Avema=1,=3givy=z. Cum “gl +v=1¢€Ziar numitorul lu1 v este
3, folosim t32% = 23 4+ 1 si ob‘gmem JaVa?+1dx=—[ ﬁ dt.

20. Folosind [ \/% = Q(z)Vaz® + bz +c+ \[ \/ﬁ, grad(Q) =
grad( ) —

) Avem [ de =(ar+b)Vat+xz—1+A[ \/717 de unde rezulta
an /.1'2 +x—1+ (az+b)(2z+1) + A — \/I2:’E_1. Inmult;lnd cu /ZCQ +z—1

2Vl +x—1 r24xr—1
obtinem

a(z? +z—1) + (az + b)(z + 1) + A = 2%, de unde se determina a, b, A.

21. a) Folosind ¢t = obtinem [

dt
e =~ v
22. a) Folosind t =z — 1, obtinem [ /3 — 2z — 22dx = [ V4 — 2 dt.

wl’
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3

2 , 2 2 2 2 2
1oa) [[(a? = & +2Va?)dx = [[2?dx -2 [] Hdx+2 ] 23 dx = T, |, +
2
+2Ir§ :Z+l_1+§(2\3/1_1)zﬁ+12%
5|, T8 5 60 5
-1 2 z _ 1 37
b) [5Gz +3-3 )dxf(fiJranm*m” ;=3 2In3 - IeTH
) [ (cos(2z) + 5=)dx = (Sm(%) +tg:c) L= L 3= 5T\/§
d) fg(cos%:—i—sinxcosx) dx = §f%(1 + cos(2x) +sin(2z))dx = - - -.
2
e) 0296;1—3;4:%arctg§|oz%(arctgl—arcth):7
f2dx_12dx_131w—%2_113z—22_111
) Worma = sl »iz = o al|5d||, = w|n(e)|, = oles -
In %).

g) fol\/g% In(z + Va2 + 3)[} ln(l—&—\f)—ln(\[) ln3—%1n3:%1n3.

1 dx _ T _ 1 : _ T
h) fo \/7 = arcsmf}o = arcsin 5 — arcsin0 = §.

) fy o2 =Infe+ Va? = 1|} = m(3+ V8) — In(2 + V3).

J) f; (tgz+ctgx)dx = (—In | cos x|+In | sin x)
6
Inl)=In3.

2
2. a) flza:lnzxdx fl ( ) n?zdx = ganx‘ —flza:lnxdx = 2In%2 —
1
2
élnz‘lJr%fl dx:2ln22721n2+%
b) f§x2cosxdx:xzsinx|§+2f§msinxdx.
6 6

c) Cautam a, b, c € R, astfel incat [(z%+z —1)e** dx = (az® + bz + ¢)e** +C,
apoi aplicam formula Leibniz-Newton.

. V3
d) Ofmzarctgde— ; arctga:‘o —%fof Tt de—\/garctg\f—
3 :
-3 o\/g( 2+1)dx_ {_%20 +%ln(x2+1|f:%ﬁ_%+%ln2'
e) foéxarcsinxdx: ”—;arcsinm’ 2f0 T dx = =+3 fo (V1—2?)dx =

1 1
=X+ %x\/l —x2‘02 - %fOQ V1 — 2?2 dx. Vezi g).

£) i VaZ Fdds = Lava? + 4+ 4ln(z + Va2 + )|, = S(VE+4In(1+5) -
41n2).

i E e
g) [P VI—a?2dx=2["” VI —22dx = (zv1— 22+ 4In(z + Va? +42))‘0‘/§.
2

2
h) [E VAT =Bdx =2 \fo? — Sax= (ayfa2 = S+ dmle+ (o2 - ])|
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a) Folosim schimbarea de variabila u = 2z + 3. Rezulta dx = %du. Daca

x =1, atunci v = 5. Daca x = 3, atunci v = 9. Prin urmare ff(?x +3)°dx =
9 " 9 6_ 9

3 fdu= 15 5 vt

b) u = 2?4+2—1, du = (2z+1) dx, deci f02(2x+1)(x2—|—$—1)5 dx = ffl ud du =

§(5° = (=1)%).

.2 -5 -5
¢)u=21?-9 du = 2zdx, deci [[ Hrgdx = 3 [JLtdu = {lnful|_; =
1(In5—1n8)
5(In n8).

fl z dX:l I 2e41-1 g, f _ 2241 g, _ 1l dx
0 z242z+3 0 x24+2z+3 2 Jo 12—&-2%-&-3 2 J0 x22422+3

1In(z? + 2z + 3) |0 -3 fo (m+1 DT = = 1(In6 — In3) — $arctg(z + 1)[§
(In2 — arctg 2 + arctg 1).

= |

e) u= a2 du = 2z dx, fo s dx = i 01 u21+1 du = %arctguhl) = L(arctgl —
arctg0) =

-
f) u = cosz, du = —sinzdx, deci [* Pk dx = fl

du
1+u2 f\f T+u?
arctg u|' 5
2

g) u = e, du = e”dx, deci f
(u—In(1+u))|?.
1
= i€ 1 _ ! du _ 1 / 1 _
h) u = 1nx7 deCl fl mdx = fo W = Eln(u_F u2+1)‘0 —
1In(2 4+ V5).
) o =2t = /i, dx = 2dt, deci [y 25 dx = [ 2 dt =2 )7 (1- 745 a.

2w
1+erX: emdu f (1—m)du:

1 1 1
dx = 2z+1—1 dx 2z+1 d 1 dx _

1
a) fo ey |

0 z2+z+1 - 2 0 z2+z+1 “2J0 2Z4x+1 —
2
_ 1 2 d _1 2041 _
= §1H($ +,13+1)|0 2f0 T))(-i-:; 1113 \f arctg Tf =
_1
=53 - farctg e farctg f
b) Scriem Is+8 = (mﬂ)(z%,MH) =5t x2bf2tk4v deci a(2? — 2z +4) + (b +

¢)(x + 2) = 1. IdentificAnd coeﬁcien’gii rezultzi a+b=0, —2a+2b+c=0si

4a + 2¢ = 1. De unde a = 12, b=—-55sic= % Prin urmare, f?l mg_’ﬁg =
—z+4
iz f 1 m+2 + 13 f | 7=5p+ 9%
1
_ 1 x_ z — 1 1,1
o) fy g = (2(\5)3 arctg 17 + 2(\@)2(12+2)> ’0 IRV AV R
d)t =tg3, dx = t%itl Dacd x = —7, atunci ¢ = —1. Daca x = 7, atunci
_ _ locosi _ dx V2-1 __ 94t
t= tg% ~  sin %4 - \/i_ 1. Prin urmare, f z 1+2cosa7 —J-1 14+2(1—t2) "

e) t= tg%, dx = f2+1 fO 1+§1n:cc0%7" = fO 1+i&+i&2
f) t = cosz, dt = —sinzdx. |7 sin®vcos?zdx = ffﬁl(l — t2)t* dt.
5 5

2m 1
g) t=cosz. [,® sinzy/1+coszdx=— [ 1+tdt.
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b= VaFE o =12 -2, dx=2tde. [T, L2 de= V7 20 qe,

) #0® = o 4 1, deci t = L [20Ya8 F Tdx = [F b dt.

')t— 20-1 . _ 241 f2 201 gy fﬁt t2+1 /dt
DUv=\ 270 T = 2=2z- J1 \/ 2071 2 P22 :

Wt=ot Vel tdo=t+ i ff ol = G- A)an
1) Folosim t = T1+3

cos T —t2

m) ¢ = sinz, dt = cosdx. fog Vsinz gy fol 1\/{

2 In2 ¢ In
5. t=Inz. Iy =[] 71(1&[12 Sdx= [ i = arctg(In2). f1 I(th oy d
f(}w Lt = ZIn(1 +1n®2). Pentru z € [1,2], avem 0 < m <In"z <

(In2)™, de unde rezultd 0 < I, < ff (In2)™ dx = (In2)™. Din criteriul clegtelui,
rezulta lim,, I,, = 0.

6. Similar cu 6.
7. a) Avem a, = >, _, n%_k =

Fie A, = (0 =29 < 21 =
1<i<n. Atunci on, (f, &)

lim, a, = fo mpdx=1n2.

Zgzlﬁ. Fie f : [0,1] = R, f(z) = 115.
<< my =1), e @ =L sir =1L

n’

an. Cum [|A,]] = £ silim, - = 0, rezultd ca

|| 3= 3=

4 . . 1
b) In mod similar, se obtine lim,, a,, = fo e® dx

2 . . . . ™ .
¢) In mod similar, se obtine lim,, a, =7 fo sin z dx.

1
d) an =352 ot = w2k 1+( 7 Se obtine lim, a, = f 11);2'

e)an =35y nr27,2 =l Zk 1 m Se obtine lim,, a,, = fol V1 — z2dx.
f) an =>4 ﬁ DI Jr"(ﬁ) Se obtine lim, a, = [; ﬁ dx.

n

n n . . 1
g) an = Y po1 g = LS ﬁ Se obtine lim, a, = [, ﬁdx.

8. a) Avem f(z) =22+ x+1, f/(z) =2z + 1, x € [0,1]. Lungimea curbei este

L= fol V1+ fi(z)?dx = fol 1+ (22 4+ 1)2dx. Folosind ¢ = 2z + 1, rezulta
L=1VITedt=1avT+&+n(t+v1+2)S

b) f(z) = cha, f'(x) =she, x € [0.1]. L= [{ VI+sh’wdx =[] chods =
shx|0=bh1—sh0—i

) f(z) =22, fl(x) =3z, x€(0,2]. L= fo /14 Jzdx

d) f(x) = Incosz, f'(x) = —tgz, w € [0,5]. L= [ VI+tg?wdx = [ 2.
e) Fie f : [-r,7] — R, f(z) = vr2 —22. Avem f'(z) = —=—. Lungi-
mea cercului este L =2 [ V1t f(z)?2dx = 4 T =4 rarcsinﬂg =

4r arcsin1l = 27r.
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9. a) Daca 2—2 + %—j =1, atunci y = £2Va? — 22, Fie f,g: [~a,a] = R, f(z) =
bVa? =22, g(z) = —2Va? — 22. Aria domeniului este A(D) = f % a? — 2% =
%foa Vva? —2?2dx. Din & = asint, obtinem A(D) = % f% —a?sin?t
acostdt = 4ab fO% cos? tdt = mwab.
b) Dreapta y = z si curba y = z% se intersecteaza in punctul (1,1). Fie
frg: 1,2 = R, f(z) =z, g(z) = &. Atunci A(D fl (z—%)dx =

2
z? 1
(7 * 5) ‘1 =1
¢) Dreapta y = x si parabola y = % se intersecteazd in punctele (—1,—1)
si (2,2). Cum parabola e convexd, rezultda ca aria domeniului e A(D) =
f_2 (x _ 12+3172) dx.
d) Ecuatia Inx = In? z are solutiile 21 = 1 gi x5 = e. A(D fl (Inz— In? x) dx.
e) Observam cd = € [0,1]. Dacd /x = v1—z?, atunci z = # Aria
—14+V5
domeniului este A(D) = [, * \/EdX—Ff}prﬁ V1 —x2dx.
2

10. a) f(z) = &, f'(x) = 2% = € [0,1]. Aria(sf) = on [y 21t aldx =
%fl 43: V1+ztdx. Folosind t = 1+ 2%, rezultd Aria(Sy) = %ff\/{fdt =
5t =52va-1).
b) Aria(Sf) =27 fil chzv1+sha?2dx =27 fil ch? zdx = ﬂfol(eere*m)z dx.
c) Aria(Sy) = 2w fo% cos(2x)4/1 + 4sin®(2z) dx. Din ¢ = sin(2x), Aria(S;) =
21 [y VI + 42 dt.

11. Fie un con cu inaltimea h, raza cercului mic r si raza cercului mare R. Fie
f:00,h] = R, fx)=r+ Rgra:. Atunci conul este suprafata de rotatie Sy.

12. Sfera de raza r este suprafata de rotatie a functiei f : [-r,r] —» R, f(x) =
Vr?2 — 2. Rezulta ca aria sferei este:
Aria(Sy) =2r [1 V12— 2% \[1+ 57 dx = 47 [ rdx = 42,

13. a) Vol(Cy) = [ sin*wdx = 7 f; =232 —cos(22) 4y = %2.
b) VO](Cf):ﬂ'fO ?(1—z)dx =35
¢) Vol(Cy) = 7 [2, e=2% dx = Te -
£) Vol(Cy) = 7 [ b? ( - L) dx = 4mab®

14. Fie f:[0,h] = R, f(z) =7+ £-"2. Volumul conului este:
Vol(Cy) = [ (r + Brr)? dx.

15. Fie f: [-r,7] = R, f(x) = vr? — 22. Volumul bilei este:

Vol(Cp) =m [* (r? — 2?)dx = 4%.
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16.

17.

18. L
19.

20.

21.

a) Aria(D fo T — 2?)dx

D)= Lo Avem [} a(yE —a?)dx = & 5i 4 [ (@
)dX— 3. Rezultax(;_ 2.3 =

9 . _ 9 v . .
55 8t ya = 55- b), ¢) Se rezolva similar.

D este domeniul marginit de f(z) = 0 si g(z) = VR2—22, € [0,R].

R
Aria(D) = ”TRZ. fORw\/RQ—xzdx = — %(Rz—ﬁ)% . = %3, % OR(R2 —
J;z)dXZR—3. ze =32, yo = 8.
f t)dt = 2f (2t 4+ 1) dt = 220(jouli).

a) L =0,b) L =P (Vo —V;)=100(jouli), ¢) PV = vRT, deci P = ”RT Pe
de altd parte vRT = PV} = 10(jouli). Deci L = P,ViIn {2 = 10In2 (Jouh) d)

PVY =k, deci k= P,V;? =5. Cum PV, =5, rezulti V' = L, deci Vs =
(m?). L= [)2 Eav.

S\

Folosind metoda dreptunghiurilor si metoda trapezelor, estimati integralele:

a) Pentru n = 2, avem diviziunea Ay = (0 < 2 < 1), & = %, & = 1. Me-

2
):—2—0 58(3 ) Pe de alta

I+
parte £ = 0si &) = % Metoda trapezelor: fo xT—l dx =~ }1 (0_5_1 + 1 T+ m) =

1T — 0,708(3). Observatie: fol %_de =1n2 =~ 0,693 (metoda trapezelor da
aproximari mai bune).

toda dreptunghiurilor: fo = +1 dx~ 1 (

AvemLo(): —RQr4+1- %gx—&—l—sv—i—l——530—1—3,Ll(ac):—%ox—&—%7

Ly(z) = Sz + 3 i Ly(x) = Yo — 22 Polinomul de interpolare este P( ) =
FO)Lo(x) + F(03)L1 () + F(0.6)La(z) + F(1) () si T = arctg 1 = [} -8 ~

Jo Pla)dx
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1.

a) f(z) = ﬁ7 z €10,2). Fiea=2>1. Cum lim, ~(2—2)*f(z) =1>0,
rezultd ci f02 f(z) dx e divergenta.

b) f(z) = 2=, z € (1,2]. Fiea =3 < 1. Cum lim, 1 (z —1)*f(z) =1 < o0,

\/7
rezultd ci f | f(z)dx e convergenta.
c) flx) = \/%, x € [0,00). Fie aw =2 > 1. Cum lim,_,oc 2%f(z) = 1 < o0,

rezultd cd [ f(z)dx e convergenta.
d) Integrala e convergenta.
e) Integrala e convergentd pentru « > 1 si divergenta pentru a > 1.

f) Integrala e divergentd: Pentru o = 1, avem lim,_ \/% =1>0.

g) Scriem [ =11 +1 + 2, unde I; = fol argcﬂtg(m) dx §1 I, = o ar;tﬁiiﬁ) dx. Cum

I; si I sunt convergente, rezulta ca I este convergenta.

h) Integrala e convergentd, i) Integrala e divergenta, j) Integrala a convergenta.



248 4.2. EXERCITII DIN CAPITOLUL 2

sinx

k) li = 1, deci foa “g“ dx e convergenta pentru orice a > 0. Avem
limy oo + = O Pe de alta parte | ;' sinzdx| = |1 — cosu| = 1 — cosu < 2,
pentru orice u > 0. Din teorema Abel, rezulta ca fooo ST gy e convergenti.

2. a) I = [T e " cos(bx)dx = ¢ [~ e **(sin(bx)) dx = e sin(bx)|5°+
+% fo e sin(br) dx = —% [ e~ (cos(bx))’ dx = — e~ cos(bx)|3°—

— & [ e cos(br) dx = & — %1, de unde [ = 5%, b) Similar, I = .
c)Dinu=2% 1= fooo lff; = % OOO li‘jﬂ = %arctg ul& = %(limuﬂOo arctg u —
arctg0) = =

foc arctg(m _arctg®z|™ _ 2% 22 _ 3a2
2241 T2 |, T8 3T sz
t ’
) I = [~ Lf(m x = = [ (3) arctgr = — (arctgz) | + [T 55¥ =

T+ :r(z2+1)
Pe de alti parte, [ ;o2 = [ (% — ﬁ) dx = (Inz — L ln(a? +1))[° =

I | =m1-Ind =12 Deci /= 7+ }m2.
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1. Pentru y > 0, avem F'(y) = [;° ay( eVrHlL) gy = — [Fe VW sinzdx =
—ﬁ. Rezulta ca F(y ) = C — arctgy, pentru y > 0, unde C' € R este o
constanta care urmeaza sa fie determinata. Cum F' e uniform convergenta pe
[0, 00), rezultd ca F e continué pe [0,00). Pe de alta parte, e_y“i%| <e ¥T,
Vy > 0. Deci [F(y)| < [;Te™v" = i, Vy > 0. Rezultd ci lim, .o F(y) =
C—7% =0, deci C = 7. Prin urmare F(y) = § —arctgy, Vy > 0. In particular,

F(0) = [° s22de = 3.

2. Folosind ¢t = tgx, * = arctgt. Pentru x = 0, ¢ = 0. Pentrux / 5, ¢ —

0o. Rezultd ci F(y fooo ir(cltf_(tzy) dt, deci F'(y fo 55 (arcfit';y))> dt =
oo dt
o wrmaTEe dtv y>0.
oo 2 oo
Pontrn £ 1, P'0) = 7 (e 225 i) = 0 e -

1 y? fO 1+t2 2

=7 (1fy2 — lf’y2> = 2(11y)' Cum F’ e continud, rezultd ca F'(y) = ﬁ7
Vy > 0. Prin urmare, F(y) = §In(l1 +y) + C. Pe de alta parte, F(0) =
JoS0dt =0, deci C = 0. Rezultd ca F(y) = 3 In(1+y), Yy > 0. In particular,

F(1) = % odo = T2,

3. Similar cu 2.

arctg(zy) o rt 1 . o
4. Avem F'(y fo 35 (x\/ﬁ ) dx = [, T Vi dx. Folosind 2 = sint,
obt;lnem F/ fO % Folosind ©v = tgu F = fO m =
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iy Rezulta Fly) In(y + /14 42) +C. Cum F(0) = [, 0dx = 0,
Yy

avem C = 0.

y2
5. Avem F'(y ) = fooo %eﬂﬁ_ﬁ dx. Folosind u = £, obtinem:

Yy

2 "
"(y 267727“2 —2)du = -2 otz qu = —2F y). Cum
Y 0
( ) —2F( )7 rezultd cd F(y) = Ce™?Y. Pe de altd parte, C = F(0) =

fooo 2% dx = @

6. AVem F/ fO Wd de U.Ilde F( ) W(y—ln(y‘i‘l))‘f'c

Cum F(0 )—() rezulta C' = 0.

7. fom%fe‘”dxzfooo (ffe*l’ydy) dX:f; (fy° e dx) dy:f:%y :1113_

Sau, din formula lui Froullani aplicatd funtiei f(z) = e~ %, obtinem de asemenea

PEsE

ca OOOLdX—f( )lng zlng
Stanilar g e i [ ([ dy ) dx = [ (77 dx) dy =
Z(b—a).
1 g b (1
8. T =/ % fo (f ;v%/—lnacdy) =—/ (fo x%/—lnxdx) dy.
Folosim ¢t = —1nm (x = e7!), si obtinem I(a,b) = — f; (fyT e WD y/dt) dy =
—1(3) [? _d
@) (y+ Thed
9. Avem f(z,t) = M , () =t, P(t) = t2. Rezulta

P =4 (S‘“Sf”) e+ (1), D00/ (2) —F(o(0), )2 (1) =
’ 4 2sin t3 __sin t2 _ 3sint®—2sin 2
t t t :

t? 2 sin(tx) ¢
= [, cos(te)dx+2tf(t?,t)— f(t,t) = ==

t

10. Similar cu 9.

11. a) I = fooo rle ™ dx =T(5) = 4! = 24.
b) Folosind t = a2, I = [ 22 dx = [ te it sdt = 5 [0 tretdt =
@) = ird) = 4.

c) Folosind t = 1:2, I= fooo eV dx = fooo emtitTrdt = ir(d) =

<[S)

d) Se foloseste t = Z-, e) Se foloseste t = £
f) Folosind t = —1nm7 I= fo (Inz)tdx = — f tte=tdt =T'(5) = 24.

12. a) Folosind t = 22, avem [ = fol 1 —22dx =1 fo 21—t -t-2dt =

_1 )N T

= fyti(1 -t 2dt=B(3,5) = F(g“:%a-%w:%
1
2

0

b)I= [y /5 dx=fye i1 -2)idx=B(3.3) =

c) Folosind z = 2t, [ = fo 22 dx = fo 412(2 — 2t)"22dt =

-3 T (3)r'(3)
=4V2 [} 121 —t) 3 dt =4B(3,1) =4 (F)(%()2 a2

o[
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d) Avem 22° — 322 + 1 = (22 + 1)(z — 1)2. Folosim ¢ = 22

e) [ = foﬂ/2 sin®tdt = 1 - 2f0ﬂ/2 sin®tcos’tdt = 3B(%,3) = 32.
f)I:foﬂ/ costtdt = 3B(3,3) = &
g) I = foﬂ/2sin4tcos tdt = 3B(2,3)
1
h) Folosind + = o, [ = [ £ dx = 1 [® L p-iap = L [~ hq =
1g(3 1y =1 = _ 1
P T i@ T om
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1.

Janpo(r+2y)ds = [, 5+ [5o+ [ou Folosim parametrizarile:

AB: {770 BT e ca TN e
y=1-t y=t y=1

Jap = [3(E+201 = £)/T2F (—1)2dt = V2 [} (2 — t) dt = f(2t—§)‘:=¥.
Jpe = Jo M+ 20V F T2 dt = (t +2)[§ = 2.

Jou= [ —t+2)\/(F1)2 +02dt = [} (3 —t)dt = (3 - %)‘1 =3,
Rezultd ca [, 4 po(2 +2y)ds = 32

f (x+2y)ds= [,,+ [ap+ [go- Folosim parametrizarile:

0A4:" ., BO:{" tef0,1). AB:T T teo, 1),
y=0 y=1-—t y =sint

Joa= foltdt =1 [ig= fog(cost+ 2sint)\/(—sint)? + (cost)2dt = (sint —
2008t)|0% =3, [po = f01(2 —2t)dt = 1. Rezulta ca f,y(x—l—Qy) ds=§.

Folosim parametrizarea - : { 2 e [0,2]. Avem ds = v/t2 4+ 1dt, deci
y =

Uy) = JEVE+Tdt = SV + 1+t + V2 + 1) = L(2v5+In(2+ V5)).
72 —2x+y? =0« (r—1)2+y? = 1. Folosim parametrizarea x = 1+cost, y =
sint, t € [0,27], deci ds = dt. Rezulta ca [ /2 +y?ds = [ V2zxds =

szr\/l—&—Zcos dt = ,/2cos2tdt \/ifo2w|cos%\dt:2\/§f0ﬂ|cosu\du:
2f<f0 cosudu—ficosudu) = 4V/2.
2

J(ay—2)ds = [ (t- 12— 2)VIT+ 2+ 4T dt = § [ £3(1+ 2t%) d.

ds = \/a2(1 — cost)? + a?sin® tdt = |a]v/2 — 2costdt = v/2|a|-|sin £| dt. Lun-
gimea lui v este £(y) = v2a| [ |sin L] dt = 4v/2]al.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
16.

N Mﬁ = fOZﬂ ‘1/;;1; = V2arctg t|2™ = 2arctg(27).

Similar cu 5.

Sanpo(x —y)dx+ydy = [, 5+ [o + Jo4- Folosim parametrizarile:

AB:{x:t ,BC:{”U:1 7CA:{x:1_t te0,1].
y=1-1t y=t y=1

Jap = [ 1E— (1 —8) + (1 —t)(-D]dt = [} (3t —2)dt = —1.

Joo=Jol@=0)-048de =4, [o, = JylL—t=1)(-1) +y-0]dt =3,

deci [\ 4o (@ —y)dx+ydy = 3.

Avem f7 dx+zydy = [, 4+ Jap + [o- Folosim parametrizarile:

:t :O ~—~ = ‘t
0A:{" , BO:{" e, AB:{T T teo, 7.
y=20 y=1-—1 y =sint
1 — 5 : cos® 2 s
Joa = Jodt =1, [15 = [;Z(1 +sintcos®t)dt = (t—Tt)‘O =ZI+14
S50 = Jo 0dt = 0. Rezulta ca [ dx+aydy = F + 4.
= 2cost
Folosim C(0,2) : {x ) C,Ost te[0,2n), «/ = —2sint, y = 2cost. Rezultd
y = 2sin

v

ci:
10(0,2) y?dx+xdy = f027r[4$in2 t-(—2sint) + 2cost - (2cost)]dt = —8 fozﬂ(l -
cos?t)sintdt +

2
+ 2724 2c052t) dt = —8 (cost+ C%t)’ (2t + sin26)|27 = 0 + 47 = 4n,
0

= t
Folosim C(0,2) : {x TC_OSt ,t €10,27], ' = —rsint, y’ = rcost. Rezulta
y = rsin

ca

fc(o,r 2+y dx 4 -2+Y Z—H dy _ 271' (rcost— rs;r;t)( rsint)+(rcost+riiznt)(rcost) dt —
fo% dt = 27.

=1 t

22 -2r+9y?> =0« (z—1)2+y? = 1. Folosim v : {i B Sir—li—tcos ,t €[0,2m].

Rezulta ca [ V.di = J, 2 dx+y?dy = f027r((1+cos t)2(—sint)+sin® ¢ cost) dt.

Fie F(z,y,2) = 3(2® + y? 4+ 2%). Observam ci w = zdx+ydy +zdz = dF,
deci w e o forma exactd. Prin urmare, [, zdx+ydy+zdz = F(B) - F(A) =
F(0,1,2) — F(1,0,1) = 2

J,zydx+zdy — dz—f0 (t-12-14 26320 —2-262) dt = [, (13— 24 dt =

Din z = 1 si 22 + y? 4+ 22 = 2, rezulti 22 + % = 1. Deci 7 e un cerc de raza 1
situat in planul z = 1. Avem parametrizarea: v : {z = cost,y = sint,z = 1,
t € [0,27]. Rezulta ca f“/ y?dx+2%dy +2%dz = fozﬂ(— sin®t + cost) dt.
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1.

10.

11.

[, ze*¥ dxdy = fol dx f02 zre®™ dy = fol e|Zdx = fol (€2 —1)dx =

2a 1 o2
- (Tix)‘oz o
Avem scrierea D = {(z,y) | € [-2,2], y € [0,v4 — 22}. Rezulta ci:
2 ViI—z? 2 Vi—aZ 2
J[pydxdy = f_zdxf ydy = %f_2y2|04 “dx = fo (4—2?)dx = %.
Ecuatia dreptei AB este z + 2y = 2, deci D = {(z,y) | z € [0,2], y € [0, 35%]}.
Deci:

2 2 2
JIprydxdy = [7dx ;7 - :Eydy— 3:12;
Dreapta y = = si parabola y = %(ac2 + 22 — 3) se intersecteazd in punctele
(-1,-1) s (2,2), deci D ={(z,y) | z € [-1,2], y € [(z® + 2z — 3),2]}.
Rezulta c& Aria(D) = [[, dxdy = f2 (z — 3(2* 4 22 — 3)) dx.

2

o :8f0 27x2dx—g

0

Cercul 2% 4 y? = 16 si parabola y?> = 6z se intersecteazi in punctele (2,2+v/3)

si (2, 72\f) Atunci D = {(z,y) | y € [-2V/3,2V/3], z [ , /16 — y?]}, deci
Aria(D) = [[,dxdy = [~ ;(f(\/lG y? ——) dy.

Similar cu 4. si 5.

D este un sfert de disc de razd R, deci Aria(D) = ’%2. Folosind coordonate

= 0,
polare {5 _ Z;Onse Zi F) R]] obtinem [[, zdxdy = foz dé fo p? cos Odp =

fO% cos 0d# - fOR p3d

jus 3
—anplz. 2| _ R® Jpzdxdy _ 4R 4R
=sind|j - 5 ‘0 = . Rezultd ca zg = ) — . Similar yg = 3, deci
centrul de greutate are coordonatele G(—éf, —‘éﬁ). In mod similar, se determina

si momentele de inertie.

x=pcosh, pe0,1]

T 2 1
y=psing, 6€[0,2r ffD % dxdy = [27df [ perdp = 2r.

Folosind {

a) Folosim coordonate polare {x = pcosf,y = psinf. Din z? + y? p2 <
2m—2p0050 rezulta0<p<2(3089 si cos >0, deci 6 € [-7, §]. Rezulta ca
Vet +y?dxdy == f d@fo 58 52dp = f_%% SC%ﬁdG =16 fog co 36d9 =
16 fo — sin? ) cos 0df = %.
b) Folosim coordonate polare {x = pcosf,y = psinf, p € [0,2], z € [—

|l\3\=!&

n

a) Folosim coordonate polare {x = pcosf,y = psiné, p € [0,2], x € [—

x=pcosh, pell,3

y =psinfd, 6 € [0,2n] ffDdedy fo cos&d@f1 p2dp = 0.

b) Folosind {

x=pcosh, pell,2]

Folosind { ffD 12+y dxdy = fo d9f1 Ldp=mln?2.

y=psind, €07
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. Jz=pcosh, pel0,0) (22 Ed o _ 2
12. D LI = @4y dxdy = [2 df P dp.
m {y = psinf, 0¢€|0,7] ffDe e fo fo Pe ’

2

Folosind u = p?, rezulta cd I = 7 fooo e”“du = 7. Pe de alta parte,

2
I=[[, e~ (") dx dy = I e~ dx I eV dy = (fooo e’ dX) , deci
f()oo e—IZ dX — \/j = g

Pagina 160
1. S este un triunghi echilateral (plin) cu varfurile A(1,0,0), B(0,1,0) si C(0,0,1).
Avem AB = AC = BC = V2. Cum z+y+z =3 pe 5, rezulta ci [ xfﬁ =

1 Aria(S) = g.

2. Din 22 + 9?2 + 22 = a? si 2 > 0, rezultd cad z = \/a —:CQ—y Pe de alta
parte, 0 < 22 +y% = a®> — 22 < @®. Fie D = {(z,y) | 22 + y? < a?}. Avem
S:{((E,y72)|Z: \/a2_m2_yv ((Ey)GD} p_%:\/ﬁv

g = % ﬁ i do = ﬁd){dy' Rezultd ca I = [(z +y +
= [[plz+y+ Va2 — a2 —?) \/7dxdy Folosind coordonate

a?—z2

polare, obtinem I = afo% o [ (p(cosi\/ﬁr;e) + 1) pdp.
a’—p

3. Avem z = (2% + y?), unde (z,9) € D = {(z,y) | 22 + y*> < 4}. Re-
zulté cdp=u=xqg=ysdo = /1+22+y?dxdy, deci Aria(S) = [gdo =
V1 + 224 y?dxdy. Folosind coordonate polare, obtinem

Aria(S " df fo P14 p2dp.

4. Avem S = {(z,y,2) | z = V22 +42, (z,y) € D}, unde D = {(z,y) | 1 <
- 02 — U gi do = +/2dxdy. Rezulti

x+y2<4} p—am \/J;Tywq:%_w
Aria(S) = [gdo = [[, V2dxdy = V2 Aria(D) = v2(4r — 7) = 37v/2.

5. Fie D = {(x,y) | 22 + v* < Ry}. S = {(x,9,2) | z = V/R2 — 22 — 2, (2,y) €
v v . . o R
D}. Rezultd ca Aria(S) = [g¢do = [}, i dxdy.

6. a) Triunghiul (plin) S este continut in planul (P) : x +y + z = 3. Normala la

- . -
(P) este N =(1,1,1), deci 7i = (fff) Fie D = {(z,y) | z +y < 3}.

Atunci S = {(2,y,2) | z=3—z—y, (2,y) € D}. De asemenea, do = /3 dxdy.
— —
Rezultd ca Fluxg(V') = [V -7ido = [[,(15 — ba — 4y) dx dy.

b) Avem 2z = /R? — 22 —y? si (z,y) € D = {(z,y) | 2* +y*> < R?}. De
7

asemenea, ﬁ (%£,%,%). De asemenea, do = ﬁdx dy. Rezultd ci
oty

Fluxs(l_/) s V - iido = e +i!/1—; I;w Q_y2) dxdy, c) Similar cu b)
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d) Fie F(z,y,2) = 2®> + y?> — 2. Campul vectorial N = (%,%,%) =
—

LN = ——L_N. Pe de alti

Wi = i e deata

parte, S = {(r,y,2) | 2 = 22 +y?, (z,y) € D}, unde D = {(z,y) | 2?+y? < 1}.
— —

Deci do = \/1+42? +4y?dxdy. Rezulta cd Fluxg(V) = [V - fido =

JIpl22® + 2% — (2% + y?)?] dxdy.

e) Avem N = (2z,2y, —22)si7l = (

(2x,2y,—1) este normal la S. Fie 7 =

T Yy —z .
\/m2+y2+22’ \/I2+y2+227 \/12+y2+22 ). AVem.

D= {(x,y) |1 <a?+y? <4}, S ={(z,9,2) | z = Va2 +y% (2,9) € D},
dU:\/?dXdy.

7 = (y—2)z+(z—a)y+(z—y)(—=2) _  2(y—x)z ¢ v
V.n=WY \/w2+yy2+zg y — \/$2y+y2+22, Pentru (z,y,2) € S, rezulta ca
—_— = 2( 7‘/1:) I2+ 2 . — —_— =

V.= %ﬁ ”+y2)y = V2(y — ), deci Fluxs(V') = [ V -iido = [[,2(y —
z)dxdy = 0.

f) Avem 7 = (7,%,0), deci Flqu(X_/)) = 1 [4(z* — xy + x2)do. Folosim pa-

rametrizarea © = acosf, y = asinf, z = t, unde 6 € [0,27] si ¢t € [-1,1].

Fie 7 = (z,y,2). Avem 7p = (—asind,acosh,0) si 7 = (0,0,1), deci do =
-

|7y x 7||dfdt = adfdt. Prin urmare, Fluxs(V) = |,

[0,27]x[-1.1] (a2 cosf —
a’ cos 0 sin§ + at cos 0)dOdt.
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1. fffK ryze? dxdy dz = fol dx f02 dy fog ryze? dz = fol dx f02 ye* 3 dy =

1 52

= Ry -0y = (e ax Fyay = (5 -2)| 4

_ 2e°-8
0 3

. Fie D ={(z,y) |z +y <3z>0,y>0} K={(z,9,2) | (v,y) €D, z €

[0,3—z—yl}. Avem [[[, zdxdydz = [[,dxdy Og_z_yzdz:%ffD(?)—m—
y)? dx dy.

Intersectia paraboloizilor 22 + 42 = 3z si 22 + y? = 4 — 2 este cercul 22 4 y? =
3, z=1. Fie D = {(x,y) | 2 +y? < 3}. Atunci K = {(z,y,2) | (z,y) € D, z €
(250 Aa? ). VOU(K) = [[fy dxdydz = [[, (4 - 2% —y? = 50 ) dxdy.
z=pcost, pel0,V3]

. , obtinem:
y=psinfd, 0 €[0,2n]

Folosind coordonate polare, {

27 V3 2
Vol(K) = [, d# [, ( - %) pdp = 18.
Intersectia dintre sfera 22 + 12 + 22 = 4 si paraboloidul 2% 4 y? = 3z este cercul
de ecuatii

2+y? =3, 2=1. Avem K = {(z,y,2) | (x,y) € D, z € [%, V4 —z? —y?]},

unde D = {(z,y) | 2% + y? < 3},prin urmare, obtinem:

VOI(K) = [[f, dxdydz = [[, (VA=a? =y - =42 ) dxdy.
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Se poate rezolva similar cu exercitiile anterioare, sau folosind coordonate sferice:
x = psinfcosp, y = psinfsing, z = pcosf, unde p € [0,1], § € [0, 7] si
v € [0,2m].

(Dln z > 0, rezultd cos® € [0, %], Pe de altd parte din 22 + y* < 22 rezultd

€ [0,
sin? @ < cos? 6, deci 0 € [0, Z]). Deci Vol(K) = 0277 d@fo% do fol p?sinfdp =
@=v2)m
=,

Folosim coordonate cilindrice: = = pcosf, y = psinf, z = t, p € [0,2],
6 € 0,27, t € [0,1]. Rezultd ci [[[ (22 + 1) dxdydz = [ d6 [ dp [, (* +
Dpdt =2 [ pdp [ (£2 + 1) dt.

Se folosesc: x = pcosf, y = psinf, z=1t, unde p € [0,2], 0 € [0,2x], t € [0, p].

Se folosesc: z = psinfcosp, y = psinfsing, z = pcosé, unde p € [0,al,
6 € [0,%] si ¢ €l0,2n].
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1.

Avem P =z, Q = vy, R = zyz. Rezulta ca div(‘_/) = %—F%—&—%—Ij = l+z+zy

R A
sirot(V) = 6% 8% 8% = (zz,—yz,Y).
x Ty TYZ
_ 1 ¢ s
Avem f(z,y,z) = T de unde rezulta ci
= — —y —z S = |7
grad(f) = ((12+y2+22)g’(m2+y2+z2)g’(x2+y2+z2)g> = —%, unde 7 = ||7][.

Pe de alta parte, % =2 (—x(x2 +y?+ 22)’%> = —(2% +y? + 2?)

—z - (—3) - 2x(a? +y +22)7% = (202 — 2 — 22) - (22 4+ 2 4 22) 5. 1
2

similar, obtinem g2 f = (292 — 2% - 2% (1:2 +y? —|—22)_g si 87f = (222 —2° —

y2) - (22 + 12 + 22)~ 2. Rezultd ¢ Af = 2 axQ +8yf+ng =0.

r3 3 ) Ca: n ]..7
24y2422)3 (22 42422)3 | (a2 4y +z2)2
= —
div(G) =0, deci V este solenoidal. Prin calcule, se aratd ca rot(V) = 0, deci
=

Aveml_/)—GF—G(( L 4

V' e irotational.

i ik

Avem rot(‘_/) = 5; a@ % = (1-1,0,2z — 2z) = 6), deci V e
2ey 2242 oy

irotational. Cautam f cu %_{; = 2y, 3 af =224 2z & —Z = y. Observam ca

f(x,y,2) = 2%y + yz verificd aceste condlt;u.

Avem div(Y_/)) = Z(2zy) + 8%(—yQ) +Z(1) =2y — 2y +0 = 0, deci V este
solenoidal.
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10.

11.

12.

Fie W = (P,Q, R) astfel incat rot(ﬁ}) = V. Putem alege R = 0. Rezulta
e L = 2 92 = oy i B—P — 22 — 1. Deci P = —y*2 + f(z,9), Q =
—2ayz +g(@y) si 5y — 5 = %{; — %2 = 1. Alegem f(z,y) =y si g(z,y) =0,

deci W = (—y?z +y, 72xyz, 0).

Din Riemann-Green, rezulta ca [ (z +y)dx—(z —y)dy = [[,( (Z(—z+y) -
(x +y))dxdy = [[,(—2)dxdx = -2 Aria(D) = —271-.

Slmllar f y?dx+ady = [[,(1 —2y)dxdy = Aria(D) — 2 [[,ydxdy = 7 —
2fnydxdy

Similar cu 6.

_ 2 2_ 9.,
a) Avem % = 83—}; = zjﬁigﬂ)iw b) fC(O,T)PdXJery = 27 (nu se poate

aplica formula Riemann-Green, deoarece P i ) nu sunt definite in origine
0(0,0), care e in interiorul cercului C(O, r). ¢) Daca O ¢ Int(y), atunci, fie D =

~v U Int(y). Din Riemman-Green, f Pdx+Qdy = ffD (— — —) dxdy = 0.
Dacd O € Int(v), fie r > 0 astfel incat C(O,r) C Int(y). Consideram D =
domeniul compact, marginit de curba « spre exterior i cercul C(O, r) spre inte-
rior. Atunci 0 = [}, (— - —) dxdy = f Pdx+Qdy — fc om Pdx+Qdy.
Rezulti ca fv Pdx+Qdy = fc(o’r) Pdx+Qdy = 2.

FIUXS(‘_/)l) = 2(fffKxdxddeJrffnydxdyderfffKzdxdydz). Folosind
coordonate sferice, [[[, xdxdydz= [[[, ydxdydz = [[[, zdxdydz=0.

Flqu(‘_/)2> = [[[; 2z — 22 + 32%)dxdy dz = 3 [} 2> dxdy dz. Folosind co-
ordonate sferice, obtinem Flqu(‘—/}Q) =3 fOQTr de [ df f02 p? cos? 0p? sinfdp =
2

64m

= wfoﬂ 3 cos? 9sin9d6f02 ptdp =7 (- cos® 9)|g . ,L; 3

0
Fie K = {(z,y,2) | 22 + 94>+ 22 <1, 2 > 0}. Atunci 9K = SU Sy, unde Sy =
{(z,y,2) | 2 + y?> <1, 2 = 0}. Pe de alti parte, div(K_/) =2z — 22 + 2z = 2z.
Din Gauss-Ostrogradski, [[[, 2zdxdydz = Fluxs(‘—/)) + FluxSO(V) (x). Folo-
sind coordonate polare, [[[, 2zdxdydz = fo% dep fog do fol 2p% cos O sin fdp =
m [iF 2sin(20)d6 [y pPdp =T

Versorul normalei la SO, 1nspre exteriorul 1u1 K, este i = —k = (0,0,—1).
Rezulta ca Fluxg, (V) = [ V -fido = Js,(=2%)do = [g 0do =0, prin urmare,

din (%), obtinem Fluxs(‘_/) =7Z.

Din Gauss-Ostrogradski, Fluxs = [[[(2x + 2y + 2z), integrala care se
calculeaza cu ajutorul coordonatelor cilindrice x = pcosf, y = psinf, z = t,
unde p € [0,/1], 6 € [0,27] si t € [0,1]. Obtinem:

FIUXS(‘_/)) = fo% do fol dt foﬁ(Qp cos 0 + 2psin @ + t)pdp.

Se rezolva similar cu exercitiul 10.
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13.

14.

15.

16.

17.
18.

Fie K = {2% +y? + 22 < R?} blla de razd R. Atunci S(O, R) = 0K, deci, din

Gauss-Ostrogradski, Fluxgo,g) (V') = [[[x(2y—2y+3) dxdy dz = 3 Vol(K) =
4T R3.

a) Pentru (z,y,2) € S(O,R), avem r = /2?2 +y?+ 22 = R. Pe de alta

parte, 1 = %F este cAmpul normal unitar exterior la sfera S(O, R). Rezulta

o = = — — —
ca Fluxgo,r)(E) = fS(o ry B -nido = fS(o,R) mrl T = fS(o,R) rdo =
do = Aria(S(O,R)) = ¢

e fS(O,R)

b) Prin calcule, observam ca le(_>) = 0. Dacd O ¢ K, din Gauss-Ostrogradski

rezultd, Fluxy(E) = [[[, div(E)dxdydz = 0. Daca O € K, atunci exista

R > 0 astfel 1ncat S(O,R) C Int(E) = K. Fie K; := K \ Int(5(0, R)).

Avem 0K; = ¥ U S(O,R). Cum S(O,R) este in interiorul lui K, trebuie
=/

sd alegem ca versor al normalei la S(0,R) pe @i’ = ,%,:', atunci cand cal-

— — —
culdm Fluxsg, (E). Prin urmare, 0 = ffle div(F)dxdy dz = Fluxsg, (E) =
Fluxs(E) — Fluxg(o.p) (E). Rezulta ca Fluxs(E) = g.

4m R2

Pentru calculul direct, se foloseste parametrizarea C : {x = cost, y = sint, z =
1—cost. Obtinem I = [ (y—2)dx+(z—2z)dy +(z—y)dz = fo%[(sint—i—cost—
1)(—sint)] 4+ (1 —2cost) cost+ (cost —sint) sint] dt = fo —2+sint+cost) =
—4r.

N _ _ V) = | 2 2 2 | =
Fie V. = (y — 2,z —x,0 —y). Avem rot(V) = | = oy > | =

y—z z—x x—Y
(—2,—2,—2). Versorul normal unitar la S cu orientarea compatibila cu cea pozi-
—

tiva a lui y este 77 = (%, 0, %) Rezultd cd I = [grot(V)-fido = [¢(—2v/2)do.
Fie D = {(z,9) | 2® + ¢ < 1}. e § = (lry 9| ) €D 2= 1)
deci do = v/2dxdy. Obtinem I = [[,(—4)dxdy = —4Aria(D) = —4r.
(Se putea observa si ca S este o elipsa plina cu semiaxele V2 si 1, de unde
I = (—2v/2) Aria(9) = (—2v/2)V2r1 = —4n)

7 e frontiera discului S = {(z,y,2) | 22 + y*> < 1, z = 1}. Apoi se rezolva
similar cu exercitiul anterior.

C =08, unde S = {(z,y,2) | 2> +y* + 22 =a® z+y+2z=a}.
7 e frontiera discului S = {(z,y,2) | 2 +y*> <1, 2 = 1}.
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4.3 Exercitii din capitolul 3

Pagina 180

1.

a) d:C— {<_xy z> | z,y € R}, ®(z+yi) = (_‘Ty i), este un izomorfism
de corpuri. b) PR[X] — C, ®(1) =1, &(X) = ¢, este un morfism surjectiv de

inele. Observam ca f € Ker(®) dacd i numai daca f(i) = f(—i) = 0, ceea ce
e echivalent cu X2 + 1|f.

Fie f : C — C un automorfism invariant pe R. Atunci f(x 4 yi) = « + yf(0).
Pe de alta parte, 0 = f(0) = f(i2 +1) = f(i)2 + 1, deci f(i) = +i. Prin
urmare, sunt doa automorfisme cu proprietatea respectiva: identitatea z — z
gl conjugarea z — Z.

Fie 2z, := cos(2zk)+isin(%, 1<k <n-—1. Aplicatia f : U,, — Zn, f(zr) = k,
este un izomorfism de grupuri.

a) 212 = —1 £ 2i, b) Observim c& —3 — 4i = (1 — 2i)?, deci z; = 1 — 2i,
zo = —1+ 24.

¢) A=—12,deci z12 = 2i£2ivV3

2(1+41)
d) t = 22, deci t?~t+1 = 0, de unde t1 2= 1%\/5. Din 2? = t; = cos +isin Z,
rezulta z; = cosE + ising = f + z, 29 = —2z1 = 7@ — %z Similar, din
2% =ty = cos 3T + isin 2T, obt;mem z3 = cos 3 +isin 3T = —/32 4 lisi
z4——23—\[2—fz
e) Avem 20 = —1 = cos7 + isinm, deci solutiile sunt z; = COSW +

i sin

(k47 5
6 k= O, 5.

f), g), h) Se rezolva similar, folosind forma trigonometricad a numerelor com-
plexe.
Reprezentati grafic multimile:
a) Cerc de razad 2 cu centrul in origine.
b) Disc deschis de raza 2 cu centrul in zp = 1 — 2i.
¢) Coroana circulard cu centrul in zg = 2i.
d) Semiplan deschis superior.
e) Al doilea cuadrant (inchis).

)

) Notand z = z + yi, atunci |z — 2i| = |22 + 1| e echivalentd cu z? + (y —2)2 =
2x—|—1) +4y?, de unde 32 —|—3y +4x—|—4y 3 =0. Obtinem 3(z+2)%+3(y+
Y- =0&(zx+2 ) +(y+ )2 , adica ecuatia unui cerc cu centrul in

2 2 V17
—% )§1 raza “3-.

r\ W

g) Similar cu f).

h) Notand z = x+yi, |z —1]|+|2+1| =4 & /(2 - 12+ 2+ /(z + 1)2 + 42 =
4®m_4—m Rezulta (z + 1)2 +y? = 16 +
(2 -1 + 42 — 8/ w17+ 3% deci 4 — 2 = 2,/ )7 +32. Obtinem




CAPITOLUL 4. SOLUTII ST INDICATIIL 259

16 — 8z + 22 = 42% — 8x + 4 + 4y?, deci 322 + 4y?> — 8 = 0, care e ecuatia unei
elipse.

i) Ramura unei hiperbole; Similar cu h).
j) Notand z = x+yi, Re(z?) = 22 —y? < 4, care e un domeniul conex din plan,
marginit de hiperbola 22 — y2? = 4.

6. a) 21, 22, 23 sunt coliniare daci gi numai daca existd o € R cu z3—21 = a(z3—21).

b) (21, 22)L (23, 24) dacd si numai daci z1Z3 + 22Z4 = 0.
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(”‘H"z sin(%))(Q—nz’) _ 1 2n+4n? sin(1)

. n+in? sin(1) T
1. a) Avem lim, —— = = lim, py = lim, =5+
. —n242n?sin(L . n?(2+nsin(+ . n?(—1+2sin(+ .
ilim, s g (RbnsinG) g nP(Cl2einG) g

n24+4 n2+4

(Observatie: lim,, nsin(1) = 1)

n

n24+4

n 1
b) limy [(5225)" + (2% — 1)ni] = lim,, (1 - ﬁ) Filim, 2521 — ¢=% 4iIn2,

2. Studiati absolut convergenta si convergenta seriilor:

n n
a) Fie z, = (ﬁ) . Avem |z,| = (%) , deci seria ) z, e AC.
b) Fie z, = Z5+(—1)"sin ﬁz Cum seriile ., = (armonica) si >, (—1)" sin ﬁ
(Leibniz) sunt convergente, rezulta ca ) z, e convergenta. Pe de alta parte

|z | > sin ﬁ i Y, sin ﬁ e divergenta, deci ) z, nu este AC.
¢) Seria este divergenta.

n n
d) z, = "(23%1), deci |zp| =n- (?) . Din criteriul raportului, rezulta > |z,|

e convergenta, deci seria ), z, este AC.

e) Seria este divergenta, f) Seria este AC.

_ Vi+n? _ V1+nZ | (=" oo /14n? ; 5
g) Avem z, = T = wriar T gt Dar > >, vrr © divergenta,

deci )~ z, e divergenta.

h) Pentru |z| < 1, seria este AC. Pentru |z| > 1, seria este divergenta. Daca
|z] = 1, seria nu este AC. Pentru z = 1, este divergenta. Daca |z| =1 si z # 1,

.o _ntl o ..
atunci girul S, =1+ 2z + 24 4n=1 1iz , n > 0, este marginit pentru
cd |S,| < |13Z‘. Cum lim,, 2 = 0, din criteriul Abel, rezultd ci seria >, % e
convergenta.
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1. sinz =0 < 2z € 7Z, deci tg este definita pe C\ 7Z.
cosz =0 z € § + 77, deci tg este definita pe C\ (5 + 7Z).
shz = —isin(iz). Prin urmare sh este definita pe C\ inZ.

ch z = cos(iz). Prin urmare sh este definita pe C\ i(§ + 7Z).
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10.
11.

Cum z =x+vyi, f(2) = (x+yi)? +i(z—yi) — 1 =2? +22yi —y’ +ai+y—1=
gx —y> +y~1)+(2ay+a)i, deci Re(f(2)) = 2”—y* +y—1 5 Im(f(2)) = 2ay+.
L =D(24iz—1)=2(2)+Z (zz—l)—2z+0—ZZ Similar % .
Avem f(z) = u(z,y)+v(z,y)i, unde u(x,y) = 22 +axy +by? si v(z,y) = cx® +
dxy + y?. Din rela‘giile Cauchy-Riemann, f este olomorfa daca si numai daca
% = %Z si g—Z = 69:’ de unde rezulta 2x+ay = dx+2y §i ax+2by = —2cx—dy.
Cum z,y pot lua orice valoare reala, rezultdi cad =2,a=2,c=—1gi b= —1.

Prin urmare, f(z) = (2% + 22y — y?) + (—2% 4+ 22y + y?)i = (1 —i)z?

Avem f(z) = |z| = /22 +y2. Privitd ca functie reald, f e de clasa C1 pe
2 af - T of _
R*\ {(0,0)}, f nu are derivate partiale in (0,0), si 5 = o 0y \/x2+y
— ~ i) of _ 8 z—i
pe R?\ {(0,0)} = C*. Prin urmare, B—JZC =1 (875 - OTJ;Z> = Q\/T%zﬂ = m si

3 af | d ' 9 X . o
%Z%(£+a£’) —%:ﬁ. Cuma—é#Ope(C , rezultd ca f nu e
C-derivabila pe C.

f(z) = |2|? = 2z, de unde % =z =0<¢ 2z = 0. Prin urmare f este C-derivabila
doar in 0.

g]; =2z—2Z—1=0 implica z = % Prin urmare f este C-derivabila doar in %

a) Avem f(z) = (z +iy)? —i(z +iy) +1 = (22 — > +y + 1) + (2zy —aw'

deci u(z,y) = 2% — y2 +y+1s¢iv(z,y) =22y — z. Atunci % =2z =g sl

%Z =—2y+1=—5% deci f este olomorfa. b), c) Se rezolva similar.

Avem $% = 2¢%® cos(2y) + y, ?TZ = —2¢? sm(2y) + z, 81,2 = 4e2® cos(2y) si

3277; = —4e%* cos(2y). Prin urmare Au = W + 87;2 = 0, deci u este armonica

pe R2.

Metoda 1: Cautim v : R? — R astfel incat 2% = — 94 = 2¢2%5in(2y) — z si
ox oy

%Z = 94 = 2¢% cos(2y) + y. Din 5% = 2e*sin(2y) — z, rezultd ci v(z,y) =

€2 sin 2y — %2 +p(y), deci 3” = 2e%* cos(2y) + ¢’ (y) = 2e® cos(2y) +y, de unde

oly) = v % +c, unde c € R. Prln urmare, f(z) = €2® cos(2y) + ry + (€% sin 2y —
z” =+Y% +c)z = e%*(cos(2y) +isin(2y)) — L (2% + 2zyi — y*) +ci = e** — 122 +ci.
Cumf()—l—l—z rezulta ¢ = 1, deci f(z) = 2Z—1z2+i
Metoda 2: f olomorfa, rezulta f/(z) = % = Qu Zay = 2e%®cos(2y) +y —

T oz

i(—2e%" sin(2y) 4 x) = 2e**(cos(2y) +isin(2y)) — i(x +iy) = 2€** —iz. Rezultd
cd f(z) = €** — £2% + ¢. Din conditia f(0) = 1 + 4, rezultd ¢ = 4.

Cum f'(z) = % = der gzz = —6xy+ (322 —3y?)i = 3i(2? +2xyi —y?) = 3iz?,
rezultd f(2) = iz® + c¢. Cum f(1) = i, obtinem ¢ = 0, deci f(2) = iz5.
Similar cu exercitiile anterioare, obtinem f(z) = ie™** + 22

Se aratd ca Av = 0, dac i numai daci v(z, y) = a(2? —y?)+b pentru a,b € R.
Rezulta cia f(z) = aiz? + bi + ¢, unde ¢ € R. Din f(0) = 1, obtinem b = 0 si
c=1. Din f(1) =1+, rezultd a = 1. Deci f(z) = iz? + 1.
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12. f(z)=1+1.

13. Avem%: 2_‘_112—|—2§1—": 2+y — 1. Dlna—;: ay@ﬁ-%rezuhé
v(x,y) = 2arctg L +2+2y+c, unde ¢ € R, deci f(z) = In(z?+y?)+2arctg Li+
22 —y 4 2yi + xi +ci = 2(In\/x2 +y? +iarctg L) + (2 + i) (x + yi) + ci =
2Inz+ (24 i)z +ci. Cum f(1) =2Inl1+ 24 ¢+ ¢i = 2, rezultd ¢ = —1, deci
fz)=2Inz+ (24+1i)z —i.

14. f(z) =i(lnz +1).

15. f(z) =e*+ L.

16. f(z) =

17. f(z) = %

18. f(z) = —iz? + z

19. a) sin(1 +i) =sinlchl+4coslshl.
b) te(% —20) = k=) = St D) = BB T
¢) i = eilmi — gillnlil+i Ave(0) — o= Are(i) — fo—5+2k7 | | € 7).
d) In(—2) =1n| — 2| +iarg(—2) = In2 + ir.

e) Avem sh(In(2)+ %) = (e 3+m2_e5-I2) — L (¢=3 (cosln2+isinln2)—
5

(
e (cos(In2) 718111(1112))) Similar, ch(In(2) + %) §1 th( n(2) + 751)

f) In(1+3i) =1n |10| +iarg(l+ 3i).
) Sh(]. ; ’L) elti_e=171) _ e(cos1+isin1)725;71(cos17isin1) _ —’i(COSlShl +
sinlchl

h) Arccos(i) = —i Ln(i+v4i2 — 1) = —i Ln((m\f) ) = —iln |14+/3|+Arg((1£

V/3)i)), de unde Arccos(i) = —zln\l + 3|+ 5 +27Z.

20. a) e* =—-2i+ 1< zeln(-2i+1)=In|5 +iArg(—2i + 1).
b) cos(z) = —2 & 2z € Arccos(—2) = —iLn(i + v/3) = —iln2 + Arg(+v/3 +1).
Rezultd z € —iln2 + & + 2nZ sau z € —iIn2 + %” + 27Z.
¢) sin(z) = iv/3 & z € Arcsin(iv3) = —i Ln(—v/3 + 2).
d)ch(z)=1+i< 2z € Arcch(l+4) =Ln(l +i+ /(1 +4)2 - 1).

21. Ciutam f(z) = az“’ cu f(=1)=-1, f(1) =15si f(0) = 4. Rezultd b—a = d—c,
b+a=d+c §1 b = di, de unde obtinem a = 1,b = i,¢c = i,d = 1, deci
f(z) = £%%. Observatie: f(—i) =0 si f(i) = oo.
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1. Avem 2% —62% + 112 — 6 = (2 — 1)(2 — 2)(z — 3), deci f(z) = 2% + 725 + 55,
de unde a(z? — 5z + 6) + b(2? — 42 + 3) + ¢(2* — 3z + 2) = 1. Identificand
a+b+c=0
coeficientii, obtinem sistemul ¢ —5a —4b—3c=0 , de unde a = %7 b=-1,
6a+3b+2c=1
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C:%. zi1:_zzo:ozn |Z|<1 ﬁ:_%lig :_Zfzozn%zn7 |Z‘<2
§i zi3: %11§:—Zf03n+12 ‘Z|<3

{(‘Z) = *% Z =0 Zn*Zn 0 2n+1 2 ZZO:O 3iﬁ = ZZO:O (*% + 2n1+1 - 2.31L+1) 2",
z| < 1.

a) Avem 15 = —ﬁ ==Y (z=1)" |z—1] < 1.

De asemenea, 5 = —727(;1) =-1. 71_12%1 =13, (227}) e =1 < 2.

Prin urmare, f(z) = % +3 (=) =1, [z = 1] < 2.

11 _ x> 1 11 _
b) Pentru |z| > 1, 15 = SToT =07 & Pentru [z > 2, L5 = 2T =
ZOO gn—1
n=1 zn °
1 _1_1 _ oo 3nt
Pentru 5= 212 = =1 5 Prin urmare pe 1 < |2] < 2, avem

f(z) =3 Zn 1 z" + 3 oso 2n+12 — 2o 2.31L+12n'
n—1
c) Pe 2 < |z| < 3, avem f(2) = 3 DI % DD 2z” — Yo 3 3}L+1 2"
n—1 n—1
d)Pe|Z|>3yavemf()—22n 171_220122 +3 Zn 132"

2. Scriem f(z) = %5 + z_b% + 43 se rezolva similar cu exercitiul anterior.

Rez(f, 00) = coeficientul lui 1 din dezvoltarea lui f pe |z| > 2.

3. Avem f(z) =sin(:%) = —sin(1+ -1;) = —sinlcos -5 — cosIsin 15 =

= —sginl Zn 0 m cos 1 Zn 0 W Rez(f, 1) = coeficien-

tul lui 5 in dezvoltarea lui f, deci Rez(f,1) = —cos 1.

4. f(z) =z 7 = 2y, n,z% =z+>7, %, deci Rez(f,0) = —1.

5. Avem lim,_q 2f(2) = oo i lim,_ 22 f(2) = 1, deci 0 e pol de ordin 2. Rezulta
ci Rez(f,0) = Llim, o (22f(2)) = lim,_ (=) = lim,_ Snz=jcosz —
limz~>0 (SIH(;;; Z;S Z) = llmzHO QSiZnSifnczisz = limzHO QCzs > =0.

(n—1)
6. 21 = isizo = —isunt polide ordin n. Rez(f,i) = oy 1), lim,_,; (ﬁ) =
bl (— 1) (4 1) - (20 — 2) (2 4 6) 720 = (G nlnt ) (Bn2),

Similar, Rez(f, —i) = (—1)("_*211_?2(::1()7;(12)7—2) = —Rez(f,1).

I
7. Rez(f,0) = hmz—>0 ( Fp 1) =lim._.o (717? =lim._.o (e —Der — —%-

8. Avem Rez(f,00) = — Rez (z%f (%)) = —Rez (m,o) = 1.
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1. Functia f(z) = 22 este olomorfa si are primitiva F(z) = Z Rezultd ci

[ #2dz = FG6) - F(1) = -1 — L. ’

2. [, (22+2)dz = I, 2% dz + J, Zdz. v e un drum inchis, si f(2) = 22 este olomorfa
pe C, deci fﬂ/ 22dz = 0, din teorema Cauchy. Pe de alt# parte, f,y zdz = f,y(x -
iy)(dx+idy) = fwxdx +ydy +4 f,y —ydx+zdy. Avem D = {|z| < 4,Im(z) >
0} = {(x,y) | 2> +y* < 4, y > 0}, un semidisc cu raza 2. Folosind formula
Riemann-Green, obtinem: f,y rdx+ydy = [[,0dxdy = 0si f,y —ydx+zdy =
J/p2dxdy =2 Aria(D) = 4x. Prin urmare, [ (2% + 2) dz = 2mi.

3. a) Functia f(z) = (22j4)2 = (zf2i)2z(z+2i)2 are doi poli de ordin 2, 2z 5 = £2i.
Avem |z; —i4+ 1] =20 —i+ 1| =vV2 < 2si |z —i+ 1| =] -2 —i+ 1] =

!/
VIO > 2, deci fi, .y _, e dz = 2mi Rea(f,20) = 274y ()

/
. z+2i)—2z

=0.
z=21

b) Functia f(z) = E;)jrz)“ are un pol de ordin 4, z; = —i. Cum |—i+2i| =1 < 2,
rezulta

. . 7 ; 3 . ;
Josoin o = 2miRes(f,—i) = Zi(cos )" ooy = T - Tsin(-3) =

g—: sh Z. (Am folosit identitatea sin(iz) = ish z)

¢) Functia f(z) = ctg(rz) = <2 are polii simpli 2, = k, k € Z. In discul

sin(mz)
deschis |z| < /2, f are polii z_; = —1,29 = 0 5i 21 = 1. Fie g(2) = cos(rz),
h(z) = sin(rz) si h'(2) = wcos(rz). Avem Rez(f,—1) = ,‘?,((:11)) = ;szé(_lz) =
= Similar, Rez(f,0) = Rez(f,1) = . Deci [, _ 5 ctg(nz)dz = 212 = 6.

) Avem [ _, 502 dz = 2mi Res (5287, 1) = ¢ (—e7sinz)”| | =

= m( 2€* cos z)|,=1 = —2meicos 1.

e) Ji.1=2 182 = 2miRez(*82,0) = 2milim, o 2 = 2.
) f(z) = f_zz =3 iw Yomeo 2" Prin urmare, Rez(f,0) = coeficientul lui
% din dezvoltarea anterioars = > °° 1 = ¢ — 1. Pe de alti parte, Rez(f,1) =

n=1 n'
(z=1)f(2)]|s=1 = —e. Ob’glnemfl =2 1= = 2mi(Rez(f, 0)+Rez(f, 1)) = —2mi.

Sau: [,y 3 = ~2mi Res(f, 00) = 2mi Rez (% £ (1),0) = 2mi Rea(12y) =

z
—271.

g) f\z—Sl 1 % dz = 2mi Rez(e(z_jrl)ndz’ﬂ-) = ﬂ-i(eiz — sin Z)le—Tr = mi.
h) f‘ =4 zsmzdz—Qm (Rez(——, —m) + Rez(+=,0) + Rez(—1—, 7)) = 0.
dz dz =

zsin z? zsmz7

- f|z+i|:¢6 (7z—1)<z—2><z—3)
— 27i Rez (—(2_1)(;_22)(2_3) 1) + 2mi Rez (g, 2) = 3,

j) fl |=r 7(2 DIEEE) dz = 27 (Rez <7(2_5(2+2) , 72> + Rez (7(Z_f)(z+2) , z)) =

i) f|z+z| V6 23— 6z2+11z 6
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. . 21
=27 - =< 2+Z.p
k) f(z) = % are un pol simplu z; = 2 si doi poli dubli z93 = £2i.

Daca r € (0,2), atunci f\z\=r f(z)dz = 0. Daca r > 2, atunci [ _ f(z)dz =
2mi(Rez(f,2) + Rez(f,2i) + Rez(f, —2i)).

D) f(z) = % are polii 2z = cosm + zsmM k = 0,n — 1, situati
pe cercul |z| = 1 si polul z,41 = 3. Rezultd ca: f‘z‘ﬂ%dz =
—2mi(Rez(f, 00) + Rez(f,3)) = 37723

4. a) 027T % = f\z\:1 @ pde= f|z\:1 W(z?—l)dz =
= f‘z‘:l m dz = 27mi Rez (m, —%) = 8z,

2 dt _ 1 1 2i _
b) 0 5—3cost _f|z|:1 5_3,z22+1 ’ Edz f\ |=1 322—10z— 3d

— 1 1) _ 3T
dz = —4m Rez (7‘, —§> = —.

— 9 1
= 2’1@:1 (32+1)(213) (3211)(213)

27 dt _ 1 dz __ —4iz _
) Jo Greosn? = f|z|:1 (24 2+1) iz _f| =1 iz 2 =

— 871' ReZ (m7 —2 + \/g) = 87T ReZ ((z+2+\/§)2z(z+2—\/§)2 s —2 + \/g) =

4r

/
=8 (=i ) '
(z+2+f) P 3V3

d) f_ cos 3t f27r cos(3u—3m) du_f027r — cos(3u) du =

T 5+3(:ost 0 5+3cos(u—m) 5—3cosu
3E2=D?GE24 (243
_ f27" 3sin? u cos u—cos® u du = f —823 823 dz __
—Jo 5—3cosu — Jz|=1 5_3_z2+1 iz
_1 (z*=2241)dz l (z*—2241) dz
1 J|z|=1 23(322—102+3) ~ 4 | | 1 23(32—1)(2—3) "
27 14sint 1+5 2Lz dz __ 22 42iz—1
f 24-cost dt = f|z|=1 PRIEESY 2-%—1 iz f\ |=1 z(22+42+1) dz.
: _ : T cos’t _ 1 27 14cosu
f) Folosind u = 2t, obtinem [ sranen A6 = 1 i st du.
2
. ., e . .
5. a) Functia R(z) = {Trem7 are pohl trlph 21 =1 si z2 = —4. Cum Im(z;) > 0
si Im(22) < 0, rezultd ca [ (1+z2)3 =17 HIQ dx = mi Rez(R(2),i) =

Sk

. 2 " . 5
s} z _ mi [ 227 =8iz—2
2! ((z+z)3) ) ( (z+1)° )

z=1

b) Functia R(z) = Zﬁ—lﬂ are polii simpli z, = cos
Im(zg) > 0 pentru k = 0,1,2 i Im(zx) < 0 pentru k = 3,4,5. Prin urmare,

fooo w%ﬂdx = 7 Zi:o Rez (ﬁ,zk). Pe de alta parte, Rez (ﬁ,zk) =
oy =%,k =0,1,2 Remltaca [;* sy dx=—2 (L4 Livi- P+ L) =

622
§.
c) Ecua‘giaz"‘—i—l:,24—1—222—}—1—222:(22—\/§z+1)(22+\/§z+1):0are

- _ 1 1.1 1o 1 [ | 1. Py
solutiile z; = 7 72 2o = —%—&—%z, 3= mh A= 5 g Prin

urmare, [ $4i} dx = i (Rez (zii}, % + %z) + Rez (zi—ﬂ, f% + %Z))

z=1

GREDT 4 jsin CHEDE . — (5,

_1
641
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_ - 1 S\ —4n _m
d) f_ m = 2m Rez(m7 —2 + l) = (Z+2+2)3 ot =3
e) Similar cu c), f) Similar cu b)
a) Avem [¥ oSSt dx = 5 7o mergieTy dx- Pe de alta parte,
I e &= s maeer & +i [7 2+‘Sil)n(z2+4‘) dx.
Dar [ % dx = 0, deci

oo dx  _ iz
Jo (m2f1sgfm2+4 =3 f_ (x2+1)(x2+4) =i (Rez ((22+1)(22+4)» )+

et . -2 ™ ™
+ Rez ((z2+1)(z2+4)’27')> = (W + —121) = Be T T2

o] ) i@ iz,
b) Similar, obtinem f “2‘1;” dx = % fo w573 dx = T Rez (;267%,“/3) = 2%

sin 1 sin oo e'? .
¢) Jo aity dx =5 7 ook dx = 57 [7 soimry dx = 7 Rez (mﬂﬁ +
+g Rez (z(:2+4) 5 0) = 771—(2_86 )

iax

d) deXZgRezc O):g.

0 T z
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1.

Functia f(t) =t e impard pe (—m,7), deci S(t ) >0 by sin(nt), unde b, =
2 foﬂtsin nt)dt, n > 1. Avem b, = —-= fo cos(nt)) dt = —Ztcos(nt)|5 +

cos (nt)dt = ——71' cos(nm &. Deci S(t) = S 2y sin(nt).
0 n n=1 n
In particular, obtinem:
5(5)_1_22711 - Sln(Q):(n:2k'+1)—22k02k+17deci
(il Aceasta identitate se poate obtine si punand x = 1 in
= > reo p tine si p

EFT
arctgx = foio (2ng1 )
Din identitatea Parseval, Y 0" b2 = > > 4 = 2 [T42dt = %, de unde

S 1 _ =
n=1n2 "~ 6 °

Cum f(t) = |t| e pard, S(t) = % +>_,7; an cos (%) an =3 fo tcos (27t
n > 0. Avem ag = foztdt = 2. Pentru n > 1, foztcos("”)
%t Sin(nﬂ)‘o

—2 [Zsin (%) dt = -2 cos Mt|0 = UCD=D " Prin urmare S(t) = 1 +

f)dt
dt =

nm JO n2m2
oo 4((-=1)"—1
Zn:l - n2)7r2 )
=1- Zzo:() ﬁ)zﬂ_z Cum S(O) = O, rezulta ca ZZC’:O m = %2
bn = % ﬁ) sin (271) dt = 71) ) on>1si S(t) = > 72((7711):71) sin (271).

Avem S(0 )z%—o.

4. Similar cu 2).



266 4.3. EXERCITII DIN CAPITOLUL 3

5. ag = fll ft)dt = f_o (2—1t) dt—l—foltdt = 3. Pentru n > 1, avem:
an = f11 f(t) cos(nmt)dt = fEI(Q — t) cos(nmt) dt + fol tcos(nmt) dt = 2((;;7):{1) si

by, = fll f(@#)sin(nmt) dt = f01(27t) sin(nmt) dt +f01 tsin(nmt) dt = 2«%):71) Deci
St)=3+3", (% cos(nmt) + W sin(mrt)), de unde S(0) =
fO0+0)+f(0-0) _ 4

2

6. Dezvoltarea lui f1(t) = sin(2t) este Si(t) = sin(2t)! Altfel spus, a, = 0,
(Mn >0,b =0,bo =1sgib, =0, (V)n > 2. Similar, fo(t) = S2(t) = cos(2t),
adicd a,, = 02, n > 0, §i b, = 0, n > 1. Functia f3(t) = e?I*| este para, deci
ap = 2 [Fe?dt = 627;’1, an = 2 [ €* cos(nt)dt pentru n > 1, si S(t) =

i =L 437 | an cos(nt).

7. Dezvoltareainsin alui f e S(t) = > o, by sin (23%), b, = 2 fo )sin (22%) dt
= fo sin (224) dt — fl sin (22%) dt = 2 (1 — 2cos (&F) + cos(mr))
Dezvoltarea in cos a lui f este S(t) = % + 37 | a, cos (25%), unde ag = 0 si

fo cos (23 dt — fl cos (25t) dt = L sin (2F).
Din identitatea Parseval pentru dezvoltarea in cos, obtinem Zf;o m = %2.

8. f este o functie pard, deci S(t) = L+ " | a, cos (%5), unde ag = 1 i pentru
n>1, a, = fl cos (25t) dt = ——sm( ).

9. ap = %fo (r—t)dt =7, a,, = %fo (m—t) cos(nt) dt, b, = %foﬂ(ﬂ—t) sin(nt) dt,
n > 1. Dezvoltarea in cos: S(t) = % + > 7 | ay, cos(nt). Dezvoltarea in sin:
S(t) = >2.7 bysin(nt).

10. Se rezolva similar.
11. Se rezolva similar.
12. Dezvoltarea in sin pentru f1(t) = cos(kt) este S(t) =Y .-, by, sin(nt), unde

by = 2 [ cos(kt) sin(nt) dt = L [ (sin((n+k)t)+sin((n—k)t)) dt. Dacan = k,

1; ((:L i);;’k 1;((;1_)2)_71 . Dezvoltarea in

cos pentru f(t) = cos(kt) este S(t) = cos(kt), adica ag = -+ = ap—1, ar = 1,
an, =0, n > k+ 1. Similar pentru fo(t) = sin(kt) si f3(t) = e

atunci b, = 0. Daca n # k, atunci b,, =
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1.

a) F(w) := Fle ") (w) = 1=, e ltlemiwt gt = f_ooo eIt 4t 4 I e(—1-iw)t q¢

0 )
e(—1—iw)t oo

G(1—iw)t —a
T 1w | + = 0o 1—1iw + 1+1w = 2+1 Rezulta ci Fle="](w) =
1 w) 2a
EF (E)  w?+4a?”
b) Din a), rezultd F(w) := Fle”M|(w) = g, Deci Fle ) (w) =

- 4iw
F(w)et™ = i‘éeﬂg.
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= 2f0 e~ cos(wt) dt, deci F'(w) = —2 I e eV tsin(wt) dt =
= fo Y sin(wt) dt = et sin(wt) e fo e wcos(wt) dt = —£F(w).

Din F'(w) = =% F(w) rezulta F(w) = C’e*T C=F0)=2[~ et dt = /7.

d) Din ¢), rezultis G(w) = Fle=")(w) = Fle~(Vat)’] =T-e 4. Deci:
FlfOl(w) = iG'(w) = 1;{; et
e) Cum f(t) = ¥ e pard, avem F[f(t)](w) =2 [, 2L cos(wt) dt =
= 0°° S’“((H“’)t)fm((l @) qt = (sgn(1+w) +sgn(1—w)), folosind identitatea
oo sin(at
Jo g ) 4t = Z sgn(a).
f) Functia gr(t) este pard, deci Flgr(t) = 2[0 ( ‘tl) cos(wt) dt =
T sin(w T . —cos(w
= 2f0 71%00 dt = 7= [y sin(wt) dt = 2(1=cos(wT)) ng ),
2. FIf(t) =3 f (sgn(t +tg) —sgn(t — tg))e it dt = %fi‘;o e~ Wt dt =
1 et fo _ eto_emiwto _ sin(wto)
2 —iw 2iw - w
—to

2

3. a) Functia f ¢ pard, deci F[f(t)](w) =2 [, cos § cos(wt)dt = [ (cos (2‘”7;1)754—

+ cos 7(2‘” ) ) dt = 2w+1 sin (2‘”;1)” + 52 sin (2“;1)”.
b) Functia f e pari, deci f[f(t)] =2 [ tcos(wt) dt.
c) Functia f e pard, deci F[f(t)](w) = —2i [, e'sin(wt) dt.

)
d) Scriem f(t) = 2f1(t) — fa(t )7 unde fi(t) = #'g st fo(t) = pig. Avem
F(w) = 2F) ()~ Fa(w), unde F(w) = FF(O] (@), Filw) = FIA(O)(w), k = 1,2.

Pentru w > 07 Fl(—w) = foooo t2+1 ZWt dt = 27i Rez < 2+1€iwz7i> = 2mie™ ¥
Cum Fj e impard, rezultd F}(w) = —Fj(—w) = —2wie~ . Deci:

2mie?, w <0
Fi(w) =10, w=0,.

—2mie™, w>0

Similar, pentruw > 0, avem Fy(—w) = foooo Zie et dt = 2mi Rez ( z77C 'wzai) =

me~*. Cum F; e pard, rezulti ci Fy(w) = e~ !, Vw € R.

4. Avem F(w) = [ (t2+1)2 e~ Wt dt. Folosmd schimbarea de variabild z = —wt,
pentru w > 0 obtinem F(w) = [~ (x2+w2 e’ dx = I, me Tdx =
2miw? Rez (me”,wz> = (22723‘:)2@*“’ = *m‘;e_w. Cum F' e para, pentru

w<0,avem F(w) = F(—w) = M De asemenea, F(0) = w =0.
Din formula de inversare Fourier, ob‘glnem reprezentarea:

f(t) = i ffOoo F(w)eiwtdw — _i ffooo we(*lﬂt)“’dw_
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5. a) Transformata prin sin a lui f(t) este Fs(w) = —2¢ fo )sin(wt)dt =

—2i [ tsin(wt)dt = Qzawcos(aw) Zisin(aw) Dln formula de inversare, avem
1 oo 2jawcos(aw)— ZZSm(
ft) = ﬁ o 3

este Fio(w) =2 [° f(t) cos(wt) dt = 2 [/ t cos(wt) dt = 22 sin(aw)2cos(wa)—2

w

‘l“’) e“!dw. Transformata prin cos a lui f(t)

oo 2 2 —2 4
1 aw sin(aw)+2 cos(wa) Wt d.

Din formula de inversare, f(t) = 5- [ =

b),c) Se rezolva in mod similar.

6. a) Prelungim y(t) prin paritate pe R, deci [~ y(t) cos(wt) du = 1 [ y(t)e=* dt,
deci YV(w) = Fly(t)]|(w) = %ﬂ
y(t) = 1 [7 2petdw = 2iRez (ﬁe“z,i) = et Cum y(t) e pari,
y(0) = e % =1, deci y(t) = e, (V)t > 0.
)

Din formula de inversare, pentru ¢ > 0,

b) Putem presupune ca F' e para, deci f F(w) cos(wt)dw = f ewt dt =
(t). Din formula de inversare, pentru w > 0 avem F(w) = 5= [ (t)](w) =
%f;(l — t) cos(wt) dt = =%« De asemenea, F(0) = 1mw\0 locosw _ L

(Sau F(0) = L [((1 —¢)dt = 21).
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Stu(t))(s) — Llsintu(t)](s) + 2L[tu(t)](s) — 3L[u(t)](s) =

[

u s s—1°
)£«F+wt+@u@D@):Ss+ £, deci Ll (1 + b1+ cu(t)] = 2 +
o i
d) £(e! sintu(t)) = e dect Ll sin(t = Du(t = 1)] = gy

@

) f(t) = cos®(Tt)u(t) = 3(1 + cos(14t))u(t), deci L[f(t)](s) = & + S
f) Avem f(t) = sin(at) sin(bt)u(t) = cos((a — b)t)u(t) — cos((a + b)t)u(t).

8) L(cos(31) — costhu(t)](s) = g — iy, deci L u(®)](s) =
du

= I (w5 — )

h) Llcos(wt)u(t)](s) = 5255z, deci L[t cos(wt)u(t)](s) = — (sinz)/ = g
i) Similar cu h)

) f=gxhcug(t) =tu(t) s h(t) = cos(2t)u(t). L[f(t)](s) = L[g(t)](s) -
LIWD(s) = 377y

2. a) Metoda 1: F(s) = m e+ b4 s+4, de unde f(t) = a + bt + ce *!.

Din descompunerea anterioars, rezulta a(s? +4s) +b(s+4) + cs? = s+ 3, deci
a+c=0,4a+b=1, 4b =3, de unde b = ,a—%,c:—— Inconclume
F(t) =1+ 3t — ¢~

1, o™

1 s2+1
s249°

1
2 nu2+18 =3
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Metoda 2: F are poli in s; = 0 si so = —4, deci f(t) = Rez(F(s)e®t,0)u(t) +

st / st
Rez(F(s)e’, —4)u(t) = (%) u(t) + R () =
s=0 -

s+3)est eSt _ _
= (t( s++4)1 + (s+4)2)’320 u(t) — %66 4tu(t) — (Tlfs + 3t _ 1756 4t)u(t).

b,c,d) Se rezolva in mod similar cu a) (folosind metoda 1 sau 2).

e) F(s) = 531} =5 g+ S2+1, deci f(5) = 5cost +sint, f,g) Similare.
o _2s—=7 _ _2s—7 _ 2(s+1)-9 _ s+1 9 V5
h) F(5) = 335546 = GH1Prs = (10745 = 2GA1#H5 — V5 s de unde

rezulta
f(t) = 2et cos(v/5t)u(t) — %e*t sin(v/5t)u(t), i) Similar.

j) Cum F(s) = % si Lsintu(t)](s) = ﬁ, rezulta f(t) = sin(t — 1)u(t — 1).
k) f(t) = 4sin(2t — 6) — 3ch(2t — 4)u(t), I-p) Similare.

3. a) Fie X(s) = L[z(t)](s). Din 2”4 62’ + 9z = 9¢3, x(0) = 0, 2/(0) = 0, rezulta
52X (s) + 65X (s) + 9X(s) = L5, deci X(s) = m. Prin urmare avem:
+(8) = 9 Rer( gy ) + ORerl gty 9) = (31— 1) e 4 365
b) Fie X (s) = L[z(t)](s). Din 2" — 3z + 2z = 4et, 2(0) = —3, 2/(0) = 5, rezulti

X(s )+3s—5—3(sX( )+3) +2X(s) = -2, de unde (s? — 35 + 2) X (s) =
—33 + 14 + =5, deci X(s) = (373155142 + (5—1)121(5—2)' Prin urmare, x(t) =
3s+14)e” (=3s+14)e"* 4est
Rez ( G- (s-2) ’ ) + Rez ( G- (s-2) ’ ) + Rez ((571)62(372)71) +
+Rez <W, ) ( ].5 — 4t)€ —+ 12€2t.
¢) Notdm X (s) = L[z(t)](s ) si Y (s) = L[y(t)](s). AplicAnd L in sistem, rezulta:
sX(s) — X(s)+2Y(s) =
$2X(s) +2sY(s) = & — 2

. Din prima ecuatie, 2Y (s) = (1 — s)X (s).

PR
Inlocuind in a doua ecuatie, obtinem sX(s) = 2z - 7 dect X(s) = Z -
214 = 2. % — %SQ%A Rezultd z(t) = t? — %sin(Qt). Prin urmare y(t)
$(x(t) — @/ (t)) = —t + §t* — § sin(2t) + § cos(2t).
d) Se revolva in mod sumlar cu c)

e) Notam X (s) = L[z(¢)](s). Din z(t) — 2 fo T)dr = §(1 — cos(3t)), rezultd

(s)—2¥ = £ %_%_;'_9)7 de unde X(s) = 5315 9(5 2)(s2+9)’

x(t) = Rez(X (s)e®t,2) + Rez(X (s)e*!, 3i) + Rez(X (s)e®t, —3i).

f) Notam X (s) = L[z(t)](s). Din z(t) =t + 4f0 — 7)x(7)dT, rezultd X (s) =
&+ 5 X(s), deci X(s) = o In concluzie z(t) = 2 sh(2t), g), h) Se rezolva
similar cu f)

S

— = deci

4. Fie I(t fooo sin’ (m) dx. Atunci L[I(t)](s) = [;" et (Sm (t) dx) dt =
= (z2 J;° et sin®(tx) dt) dx = fo (L Llsin® (t2)](s )) dx. Pe de altd parte,
sin®a = %sma -3 Lsin(3a), deci L[I(t)](s) = 2 fo (m e (9m2+52)) dx =
33 . 1 = 33 £[1](s). Prin urmare, I(t) eldy deci I =I(1) = 2In3.
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5. Fie Y (s) = L[y(¥)](s). Aplicénd transformata Laplace in rela‘gia y( )—y(t—1)

t, ob‘ginem Y(s)—e*Y(s) = 5, deci Y(s) = & - 772 = 5 Drge ™ =
Yoo © 82 . Rezultd y(t) = 377 ,(t — n)u(t — n). (Observa‘gle. Pentru fiecare

t € R, suma este finital).
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1. a) Metoda 1: Scriem X(z) = z22_z5+z?3r6 = % + -2, de unde a(z — 3) +
bz —2) = 22+ 3, deci a = —7,b = 9. Rezultd X(z) = =% + %5 =
=T. = 7> 2, 3l 4 9% 27717 de unde a, =

z

{—7~3"—1 19.201 p>1
0,

n<0
Metoda 2: Functia X(z) are polii simpli 27 = 2 g1 20 = 3. Prin urmare,
pentru n > 1, z, = Rexz (%,2) + Rez (2§2+53§161,3> —7.3"1 4

n— X _ 3
9.2771  Pe de alti parte, xg = Rez (WM’ ) + Rez (Z(Z 53" ) +
Rez (st 5.3) =4 - T+3=0.

z(z—2)(2-3)?
b) X(z2) = Z,fiiil =1- 22%2“ Pentrun > 1, x,, = —Rez (22_Z+1, ) —
n—1 —1
ol 1-ivBY) (1403 i 1—iv/3 i
Rez(z2z+17 3 )—( 5 ) 'ﬁ—( 5 ) - —=. Pentru n = 0,
avem
29 = Rez (1,0) — Rez (22_1Z+1, 1+§ﬁ> — Rez (ﬁ, ;f) 1.

¢) Pentru n > 0, x,, = Rez (%, 1) + Rez (%,z) +

(="

+ Rez (m»*i) Jr (= 1-:-1)(22) Jr( -9 (—20)

0, n=4k,4k+1
1 9 _ 4 _ n+1 n+1 ’ ’ .
1@ = ()T (M) = {1, n =4k + 2,4k + 3

) = Rez (re=myetimpmey 1) + Rez (commptimpamey 2) +

+Rez<m7—3) :7n20

n—1 3nm

B o B _ o N
e) x, = Rez (722+2az+2a2, a+ az) +Rez <722+2a2+2a2, a az) =23q sin =47

1 >0
Notdm u(n) = {0’ =" Rezolvati ecuatia y * a = x, unde:
)
a) Relatia y * a = x se scrie Ynpyo + 3ynt1 + 2yn = 5-3"u(n), n € Z. De
aici, rezulta ca y, = 0, n < —3. Pentru n = —2, obtinem yy = 0. Pentru

n = —1, obtinem y; + 3yo = 0, deci y; = 0. Aplicémd transformata Z in relatia
y*a = x, obtinem Y (2)(2? + 32z + 2) = deci Y (2)
Rezulta ca, pentru n > 0, avem:

_ 5z" 5z"
Yn = Rez (—(z+1)(z+2)(z—3) ; *1) + Rez (—(z+1)(z+2)(z—3) ) *2) +

- 5z
z— 3’ - (241)(2+2)(2—3) "
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+ Rez (WM},) = —g(—l)” +(=2)" + iS”.
b) Avem x = t*J_1, unde t,, = cos(mn)-u(n) = (e 4e7™) . u(n). Rezulta:

-2
X(z)z%(ﬁJrH%m) zz_fl. Din y * a = z, avem Y(z)(fongrl):
2 . . 2,2 . 2 oo
1, deci Y(z) = (z+1)(2z22752+2) = (Hl)(;%)(zd). Rezultd ca, pentru n > 0,

Zn+1

— et L S |
avem y, = Rez ((z+1)(z—%)(z—2)’ 1) + Rez <(z+1)(z_%)(z_2), 2) +

2"t 2 n 4 n+1 29n
+ReZ (W,2> 25(—1) +1—§(%) +§2 +1,7’l20.

-

¢) Din yxa = z, rezulti (22 —4243)Y (2) = 25, deci y, = Rez (L 1)+

z—17 (2—1)2(2-3)?
/
22" _ [ 22"
Rez ((2—1)2(z—3)73> = <z—3)

+33n=13"-2n-1),n>0.

z=1
d) Din y x a = z, rezultd (2 — 2)Y (2) = ff_*l)l; - (23721)2 — %5, deci Y(z) =
RS Reamltd y, = —Rez (S50 1) = —51( 42 e = —n?,

n > 0.

3. a) Avem ;42 — Tpt1 — &, = 0, n > 0. Scriem aceastd relatie sub forma
axx =y, unde a = d_9 — 201 + 6. Avem y, = 0, n > 0. De asemenea,
Yy 1 =1 —T9—2—1 =1, yo=2xg—2_1—2_2 =051y, =0, n > 3.
Deci y = §_1. Prin urmare, din a * z = y, rezulta (22 — z — 1) X (2) = 2, deci

X(2) = ==%—. Rezulta ca:
Tp = Rez (2257;71’ 1+2\/5)+R6Z (z2i—1’ 1_2\/5> = % (1_‘—2\/5) _% (1_7\/5) ’
n > 0.

b)Fiea =0_9—30_1+25. Avem axx =4J_o —65_1, deci X(z) = %7

22"(22—3 22"(22—3 n
de unde z,, = Rez (m, 1) + Rez (ﬁﬂ) =2427FL n>0.

c) Fiea = § 9 —46_1 +35. Avem a*z = 61 + 2u(n), de unde (22 —
424+ 3)X(2) = z + 22f1’ deci X(z) = (271;(2173) + (271)22‘2(%3), de unde z,, =

n

z 22" 2" 22" _Qn__ .
Rez ((z—l)(z—S) + (z—1)2(2—3)’1> +Rez <(z—1)(z—3) + eohre=s3) =3" 1
1, n > 1, d) Similar cu c)
e) Fiea=0_5—36_1+25. Avem ax*z = 2"u(n), de unde (2% —32+2)X(2) =

=5, deci 7, = Rez <m7 1) + Rez (Wﬂ), n > 0. f) Similar

cu e)

. 2 < . . .
4. Seria 2 (2™ w™ are raza de convergentd R = lim,, K/% = lim,, 2% =0, deci
217.

S7°° 27" 27" ¢ divergentd pentru orice z € C \ {0}.

n=0
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